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Ozet

Bu caligmada, genellestirilmis spektral fonksiyon kavrami karmasik girisleri ile N X N
tridiagonal simetrik matrisler (Jacobi matrisler) i¢in tanitilmistir. Ayrica bakilan problemin en

onemli 6zelligi baslangi¢ sartlarinda spektral parametrenin dogrusal olarak bulunmasidir.
Anahtar kelimeler: Jacobi Matrisi, Fark Denklemleri, Genellestirilmis Spektral Fonksiyon.
Inverse Spectral Problems for Tridiagonal N by N Complex Hamiltonials with Spectral
Parameter in the Initial Conditions
Abstract

In this paper, the concept of generalized spectral function is introduced for finite order N x N
tridiagonal symmetric matrices (Jacobi matrices) with complex entries. Also the most
important feature of the problem that there initial conditions, the spectral parameter linearly.
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1. Giris

Kompleks girisleri ile N x N tridiagonal simetrik matris (Jacobi matris)



b, a O 0O 0 0
3, b a 0 0
0 a b .. 0 0 0
N S S (1.1)
0 0 0 .. by, a., O
0 0 0 8y by, 2y,
0 0 0 0 a, by,|

her n, a, ve b, kompleks sayilar1 i¢in &, sifirdan farkli olmak iizere;

a, b, eC, a =0 (1.2)
Gergek durumda
a, b eR, a =0. (1.3)

J bir hermityen matris olmak tizere J matrisinin ters spektral problemi i¢in literatiirde birgok
versiyonu incelenmistir [1, 2, 3, 4].

Genellestirilmis spektral fonksiyon olarak adlandirilan 6zeslenik olmayan ve fark
operatorleri i¢in dogal bir spektral karakteristik olan diferensiyel ifade lineer topolojik uzayda
lineer siirekli fonksiyoneldir [5, 6, 7, 8, 9, 10]. Genel olarak genellestirilmis spektral
fonksiyonlarin yapis1 hakkinda ilgili ¢aligmalar verilen listede bulunabilir.

Bu caligmada amacimiz bdyle bir matris i¢in uygun spektral veri tanitmak, baglangic
sartlarinda spektral parametre bulundugu durumlarda genellestirilmis spektral fonksiyonlar
kurmak, buna paralel J matrisinin 6zdegerleri ve matrisin belirledigi ters spektral problemi
incelemektir.

N-1

(1.2) kosullart ile (1.1) deki J matrisi Jy =Ay dzdeger problemi y={y,},, siitun

vektorii icin ikinci dereceden lineer fark denklemini verir.
a,y.,+by,+ay,,=4y,, ne{0,L..N-L}, a,=0, a ,=1 (1.4)

y ={yn}r'tol i¢in, sinir kosullari

Yo = (1+ﬂ~)y711 Yn =0 (1-5)
(2.4), (1.5) problemi
di[p(x)i y(x)}q(x)y(x) 2y, xe[ab] (L6)
X dx
Y@ =@+ Dy@;  yb)=0 (L7)

[a,b] sonlu aralik olmak tizere siirekli 6zdeger probleminin ayrik bir analogudur.
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di[p(x)i y(x)}q(x)y(x) ~2y(x), xe[0,0)
X dx

stirekli problemi [0,0) yar1 sonlu aralikta (1.1) formundaki J Jacobi matrisine karsilik gelir.
Daha 6nce (—oo,0) araliginda J matrisi i¢in genellestirilmis spektral fonksiyon ve

genellestirilmis spektral fonksiyonun ters problemi tizerine [6-9] referans listesinde verilen
caligmalar yapilmistir. Ancak, sonsuz aralikta J matrisi i¢in genellestirilmis spektral
fonksiyonun yapist hakkinda karmasik ve zor oldugundan fazla bir agiklama yapilmamustir.

Bu ¢alismada ise [a,b] araliginda J matrisi i¢in genellestirilmis spektral fonksiyonun yapisi

ayrintili bir sekilde incelenmistir.
2. Genellestirilmis Spektral Fonksiyon

(1.2) verileri ile (1.1) formundaki J matrisini asagidaki gibi ifade edelim.
a.Y.,+thby,+ay,.,=41y,, ne{0L..,.N-1}, a,=0, a,,=1 (2.1)
ikinci dereceden lineer fark denklemine esdeger y = {yn }::_1 icin, siir kosullari
Yo=@+A)y,, Yy=0 (2.2)

olsun. y={y }' siitun vektdrii igin Jy = Ay 6zdeger problemini ele alalim.

b, a2 0 ... O 0 0 Yo

a b a ... O 0 0 Y1

0 a b, 0 0 0| v

y=|: : : =y
0O 0 O by; ay, O Yn-s
0 O s By Ay, || Yo
0 0 0 0 ay, byl Ynal

a,y,+byYo +ay; =AY,
Y, +hy +ay, =AY

a1y1+b2y2+a2y3 :ﬂ'YZ (2-3)

ay YNt bN—lyN—l +ay, Yy = AYN—1

(2.1) denkleminin ¢oziimiinii
ya=1 Y,=1+4 (2.4)

baslangi¢ kosullart ile {P,(1)}\_, belirler. Baslangi¢ kosullarini (2.3) de yerine yazilirsa
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W HM_@}W%
a, 898, &
. {u—bo)(z—blxz—bz)_ao(z—b»_al(z—boq(w)
QA d, ad,

olarak elde edilir. Bu sekilde devam edilirse (2.1) denklemi elde edilir. Boylece {P,(1)}

Ozyineleme bagintisinin
P(1)=1+1 (2.5)
baslangi¢ kosulu ile tek ¢oziimii asagidaki gibidir.
bRy (4) + 8, P (1) = AR (1),
a‘n—an—l (ﬂ’) + bn I:)n (j’) + a‘n Pn+1 (ﬂ‘) = ﬂ’Pn (2)1 (26)
ne{,2,..N-1}, a,,=1

Burada y,#0 alinmalidir. Aksi halde Yy, ’lerin hepsi sifira esit olur. Dolayisiyla

Y, =1+ oldugundan A= -1 dir.

Lemma 2.1:

A (4)

det(J —Al)=(-D) " a,a,....ay 4 P (1)

2.7)

A (4)
R (4)

Ispat. Tiimevarim ydntemi ile dogrulugu gosterilebilir.

Esitligi verilsin. Bu taktirde J matrisinin 6zdegerleri

sifir polinomuna denktir.

Negatif olmayan herhangi bir m tamsayis: i¢in C_[A], A <mdereceli kompleks

katsayili  tim  polinomlar  halkasimi  gostersin. Q:C _[1]—>C  olmak {izere
G(A),H(A)eC [A] ve ¢ eC

(Q,G(2)+H(A)) =(2G(A) +(Q,H(A)) ve (Q,aG(A)) =a(Q,G(1))
ise Q lineer fonksiyonel olarak adlandirilir. <Q,G(l)> , G(A) polinomunun iizerindeki Q
degerini gosterir.

Teorem 2.2: Q:C,[A] — C bir tek lineer fonksiyonel vardir.

P.(A) B\ _ B
<Q,m—%w>_5mn mne{0,.., N -1 (2.8)
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P R _
<Q,m Po(/l)>_0 me{0,1,...,N} (2.9)

dir. Burada ¢,, Kronecker Delta sabitidir.

Tammm 2.3: Teorem 1’deki Q fonksiyoneline (1.1) deki J matrisinin genellestirilmig

spektral fonksiyonu denir.
3. Genellestirilmis Spektral Fonksiyonun Ters Problemi

Ters problem asagidaki gibi ifade edilmektedir:
1. Q genellestirilmis spektral fonksiyonunun J matrisini vermesi i¢in yontemi yeniden
kurmak miimkiindiir.
2. C,[A] da verilen belirli bir Q lineer fonksiyonelini bulmak i¢in gerek ve yeter sart
(1.2) smifina ait verileri ile (1.1) formundaki baz1 J matrisleri i¢in genellestirilmis

spektral fonksiyon olmasidir.

n dereceli bir R(2) polinomu asagidaki gibi olsun.
0
[A) ( : j
=a,| A"+ D xu A | ne{0,1...,N}. (3.1)
Ry (4) Z k

Simdi (2.6) denkleminin her iki tarafini B,(1) ifadesine bolelim. Bu taktirde asagidaki

ifadeyi elde ederiz.

P, R, P, PX)
RO TRA) T RA T R()

&,

(3.1)’i yukaridaki denklemde yerine yazip a b, katsayilarm ¢, y,, degerleri cinsinden

yazalim. Boylece

n-1

—1an l( +Zln—lk j bnan [ﬂ“n +Zln,kﬂ’kj
k=0
n n-1

+anan+l [ﬂ“nﬂ + ZZn-*—l,kﬂ“kj = ﬂ“an (ﬂ’n + ZZn,kﬂ’k]
k=0 k=0

n-2 n-1
n-1 k n k
an—lan—l/1 + an—lan—lzzn—l,k/i + bnanﬂ’ + bnan Zln,kﬂ’
k=0 k=0

n n-1
n+1 k n+1 k+1
+a‘nan+lﬁ“ + a'naleZml,kj’ = an/1 +an Zln,kﬂ“
k=0 k=0
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denklemleri elde edilir. Elde edilen denklemlerde bulunan A" terimlerinin katsayilarmi
birbirine esitleyelim. Bu esitlikten

a =20 (0<n<N-2), a=1 a,=a,., (3.2)
a

n+1

ifadesi elde edilir. Simdi A" terimlerinin katsayilarini birbirine esitleyelim. Bu esitlikten

- a, . o
b, + .0 Ko = O Xn s €lde edilir. Burada a, = - - ifadesini yerine yazalim.

n+l
D, = Xona— Xen (O<N<N-D), Xo1=0. (3.3)
ifadesi elde edilir. A" terimlerinin katsayilarmi birbirine esitleyelim. Bu esitlikten
A, 100 D0 K T A K = A Xnn, €lde edilir. Denklemde a, ve b, ifadelerini
yazalim.
140, X s + Xniana = Zonos

ifadesi elde edilir.

(2.8) ve (2.9) bagintilarina esdeger olan su bagintilar1 yazabiliriz.

n B\ _ S _ e _
<Q,A Po(;t)>_ o , m=0,1,..,n, ne{0L.. N-1} (3.4)
<Q,lm M>:0, m=0,1,...,N. (3.5)
R ()
(3.1) den
<Q, P (4) Pn(z)>:am <Q, (z>> 3 < L (z>> 36)
R(4) R(A) R(4) i R(4)
ifadesini elde ederiz. Daha sonra asagidaki ifadeyi de yazabiliriz:
)] P(l) ie
Al %:c YO je{0,1,...,N},

(2.8), (2.9) bagmtilar1 varsa (3.6) bagintisindan (3.4), (3.5) bagintilar1 elde edilir.
Tersi de dogrudur. Yani, (3.1) ile paralel olarak (3.4), (3.5) bagintilar1 var ise (3.6)
bagintisindan (2.8), (2.9) bagintilar elde edilir.

s =(Q4'), 1 €{0,1,..., 2N}, (3.7)

bagintis1 Q fonksiyonelinin “gii¢ dengesi” olarak adlandirilir.

RA) o R

Simdi
R (1) R (1)

denklemlerinin (3.1) e gore acilimlarint (3.4) ve (3.5)

bagintilarinda yerine yazalim.

25



m Pn 2“ nam < Kk Aam
<Q,/1 ﬁ>:an<ﬂ,ﬂ A >+ank§;(n,k(g,,1 AT

v Pu(4) N 4N ~ k4N
<Q,/1 PO(;L)>=05N<Q,1 yl >+aNkZ(;;(N’k<Q,/11 )

nPn(ﬂ') nian S k an
<Q,,1 m>=an<§2,/l yl >+ankz_;‘;(n‘k<Q,/1 A"

denklemlerinden sirasiyla asagidaki ifadeler elde edilir:

n-1
Sn+m+zzn,ksk+m :O! m:Oalv---vn_ls ne{l121N} (38)
k=0
N-1
Son +ZZN,|<S|<+N =0, (3.9)
k=0
n-1 1
SZn+ZZn,ksk+n =" ne{1,2,...N _1} (310)
k=0 an

Burada (3.8) denklemi ters problemin temel denklemidir ki bu problemin
gerektiginde ¢oziilmesini saglar. Eger C,,[A] uzaymmda Q lineer fonksiyoneli verilirse, s,
katsayilar1 bulunabilir. Bir sonraki teorem ters problemin gosterilen ¢6ziim yOnteminin

kosullarin verir.

Teorem 3.1: C,[A] uzayinda tamimli verilen bir Q lineer fonksiyonelinin (1.2) verileri ile

verilmis olan (1.1) formundaki bazi J Jacobi matrislerinin genellestirilmis spektral

fonksiyonu olmast i¢in gerek ve yeter sart asagida verilen kosullari saglamasidir:
(i) <Q,1> =1 (‘normallesme kosulu);
(i1) deg G(A) < N —1 kosulu ile bazi G(A) polinomlari ve
degG(1) =degH (A1) kosulu ile biitiin H (1) polinomlari i¢in,
(Q,G(AH(A))=0
ise 0 halde G(1)=0;

(iii) degG(A) £ N kosulu ile biitiin G(A) polinomlari igin

(Q,G(A)T(1))=0

olacak sekilde derecesi N olan bir T(A) polinomu vardir.
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Ters problem Q fonksiyonelinin ve + ve — isaretlerine sahip {o,,0,,...,04_}
dizisinin verileri yardimiyla ¢6ziilebilir.
5, =(Q,2"), 1=0,1,...2N. (3.11)

ifadesinin determinant1 asagidaki gibidir.

S0 S1 Sn
S S S

D, =} 7 ", n=0,1..., N. (3.12)
Sn Sn+l SZn

Bu ifadeden dolay1 Teorem 3.1 asagidaki teoreme esdegerdir.

Teorem 3.2: C,\[A] wuzayinda tamimh C lineer fonksiyoneli verilmis olsun. Q

fonksiyonelinin (1.2) verileri ile (1.1) formundaki J Jacobi matrisi i¢in genellesmis spektral
fonksiyonu olabilmesi i¢cin gerek ve yeter sart
D,=1, D #0 (n=12.,N-1, ve D,=0, (3.13)

D, , (3.11) ve (3.12) de tanimhidir.
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