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Ozet

Son zamanlarda agirlikli olarak poset metrigine bagli lineer kodlar calisilmaktadir. Poset
metrigi 6zel hal olarak iyi bilinen Hamming ile Rosenbloom-Tsfasman metriklerini i¢erir. Bu
makalede, poset metrigine baglh alternatif bir P-tam agirlik sayaci tanimlanmaktadir.

MacWilliams Ozdesligi ispat edilmekte ve aydimlatici bir 6rnek verilmektedir.

Anahtar Sozciikler: Poset metrigi, agirlik sayaci, MacWilliams 6zdesligi

A P-Complete Weight Enumerator With Respect to Poset Metric and its
MacWilliams Identity

Abstract

Recently linear codes with respect to the Poset metric have been studied intensively. Poset
metric includes the well-known Hamming and Rosenbloom-Tsfasman metrics as special
cases. Here, we define an alternative P-complete weight enumerator of linear codes with
respect to poset metric. We establish a MacWilliams identity and conclude with an illustrative

example.

Keywords: Poset metric, weight enumerator, MacWilliams identity

Giris

Kodlama teorisi dijital (sayisal) mesajlarin gdnderimi ya da depolanmas1 esnasinda

meydana gelen hatalar1 belirleme ve bunlar1 diizeltmek i¢in gerekli olan matematiksel teorileri



sunmaktadir. Bilgilerin, kodlanmasi ile birlikte hatalarn meydana gelis sekillerine paralel
olarak agiwrlik ve uzaklik fonksiyonlar1 tanimlanir. Bu uzaklik fonksiyonlar1 yardimiyla
gonderilen orijinal kodlanmig bilgi (kodsozler) ile alman mesajlar arasindaki uzakliga bagl
olarak dekodlama yapilmaktadir. En eski ve en ¢cok uygulanan uzaklik fonksiyonlarindan biri
Hamming metrigidir. Ancak yukarida vurgulandigi gibi bilgi gonderimlerindeki senaryolara
paralel olarak farkli uzaklik fonksiyonlar1 tanimlanir. Lineer kodlar ile dualleri arasinda
tanimlanan agirlik sayaclari i¢in ¢ok Onemli bir donilisiimii veren MacWilliams 6zdesligi ilk
olarak Hamming metrigine gore, sonralar1 ise diger metriklere gore ispatlanmistir.
MacWilliams 06zdeslikleri ayrica literatiirde tanimlanan yeni agirhk sayaclari i¢in de
ispatlanmistir. MacWilliams 6zdeslikleri kodlama teorisinde 6nemli bir yere sahiptirler.

Son zamanlarda kodlama teorisi iginde bir¢ok arastirma ve c¢alisma poset metrigi
iizerinde yapilmaktadir. Yakin zaman calismalarindan biri olan [3] c¢alismasinda poset
metrigine bagh bir agirlik sayaci tanimlanmis ve bu tanimlamaya paralel olarak ayni poset
kullanildiginda dual kod i¢in bunun bir problem teskil ettigi bir 6rnek ile gdsterilmistir. Bu
problemi asmak icin ise dual kod i¢cin dual poset kullanilmig ve buna paralel olarak
MacWilliams 6zdesligi ispatlanmastir.

Bu makalede, [3] makalesinde tanimlanan agirlik sayaci yerine tam agirlik sayaci adini
verdigimiz posetin detaylarini daha iyi bir sekilde kullanan bir agirlik sayaci tanimlanmis ve
bundan faydalanarak dual poset kullanimina bagvurulmadan MacWilliams 6zdesligi
ispatlanmistir. Burada, [3] makalesinde ortaya ¢ikan probleme farkli bir ¢6zim
sunulmaktadir. Ayrica, tanimlanan bu yeni tam agirlik sayaci sayesinde 6zel durumlarda ¢ok
iyi bilinen Hamming ile Rosenbloom-Tsfasman metriklerini de i¢erdigi gosterilmektedir.
Giris kisminda verilen tarihge ile ¢alisilan problemin motivasyonunu takiben, ikinci boliimde
poset metrigi ile diger énemli tamimlar ve teoremler verilmektedir. Ugiincii boliimde ise
makalenin ana teoremi ispatlanmakta ve elde edilen bu sonu¢ bir Ornek iizerinde
uygulanmaktadir. Son bolimde ise sonuglar 6zetlenmekte ve ileriye doniik yapilabilecek

calismalara isaret edilmektedir.
1. Poset Kavrami ve Temel Teoremler

Bu boliimde ana teoremin ispatinda faydalanilacak temel kavramlar ve teoremler

verilmektedir.

Tamm 1.1: A, bos olmayan bir kiime olsun. Bir #: Ax A— A bagintisi

e Yansima (Va € Aicin aﬂa)
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e Ters Simetri (Va,be Aicinagb vebfa=a=h)
e Gegisme (Va,b,ce Aicinagb ve bsc = apc)
ozelliklerini sagliyorsa £ bagintisina siralama bagintist denir.

Bir swralama bagmtisinda herhangi iki eleman karsilastirilabiliyorsa bu siralama
bagintisina tam swralama bagintisi; bazi elemanlar karsilastirilamiyorsa bu bagintiya kismi
swralama bagintist denir.

Bir Akismi sirali kiimesi ya da poseti (partially ordered set) iizerinde tanimli baginti,

genel olarak <bagint1 sembolii kullanilarak ifade edilir.
Tanim 1.2: Sirali bir kiimenin tam sirali bir alt kiimesine bir zincir (chain) denir.

Ornek 1.1: Herhangi iki elemani birbiriyle kiyaslanamayan yani tiim zincirleri 1boyutlu olan

kiime bir posettir. Bu posete asikar (trivial) poset denir ve P(L1,...,1) ile gosterilir.

{1,2,3,4} elemanlari ile asikar poset

seklindedir.

Tamm 13  [1]: P(nl,nz,...,ns)z{(i, j)il<i<sl<j Sni} poseti,  swrasiyla
n,n,,...,n boyutlu S tane farkli N,,N,,..., N, zincirlerinden olussun. I,
[n]={12,..., n} kiimesinin bir alt kiimesi olmak @izere her x e | igin y<Xiken y e I oluyorsa

| kiimesine bir ideal denir.

Alternatif Tamim 1.4: Bir P posetinin bir ideali her i igin N, nin elemanlarmmn yani X; dzel

elemaninin altindaki elemanlarin olusturdugu alt kiimedir.

P, n elemanl, < bagintisi ile tanimlanan bir poset olsun. Eger Ac P ise <A>, Akiimesinin

tirettigi ideal denir ve ayrica Akiimesini igeren P nin ideallerinin arakesitidir.
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Tamm 15 [6]: Bir Pz([n],é)posetinde [n]= |J H, seklinde pargalanabiliyorsa ve

14.2...h
herhangi ieH,, jeH, (i=]j) icin i< iken I, <I saglamyorsa P posetine hiyerarsik

poset denir.

Poset-uzakhg: ve Poset-agirhg:

Z,= {0,1} sonlu cismini alahm. Z,"ise Z, cisminin kartezyen garpim kiimesi olsun.

Tamm 1.6 [5] . Z," vektor uzaymm bir C alt vektor uzayina n uzunlugunda bir lineer ikili
kod; C lineer kodun elemanlarina (vektorlerine) kodsoz; eger C, Z,"nin k boyutlu bir alt

uzay1 ise C lineer koduna bir [n, k], lineer kod denir.

Tanmim 1.7 [1]: Zznvektér uzayinda keyfi bir eleman X=(X1,X2,...,Xn) icin bir
P=([n]={l,2,...,n},£) poseti verilsin. X vektoriiniin sifirdan farkli yerlerinin indis kiimesi
kisaca supp(x)={i:x #0} ile gosterilmek iizere Xvektdrin Poset-agiriigi (P-agurlik)

W, (X) = Ksupp(x»‘ seklinde tanimlanir.

Tamm 1.8 [1]: Z,"vektdr uzayinda alman herhangi iki vektdr X=(X,X,...,X,)ve
y= ( A ) olmak  iizere bunlar arasindaki  Poset-uzaklik  (P-uzaklik)

ds (X, ¥) =W, (X—y)olarak tanimlanr.

Tamm 1.9 [1]: Z,"iizerindeki d, (.,.)metrigine bir poset-metrik denir. Eger Z," bir poset-

metrik ile verilirse Z," nin bir C alt kiimesine poset-kod denir.

Onerme 1.1 [1]: Eger P, n elemanli bir poset ise P-uzaklik dp(.,.), Z," iizerinde bir

metriktir.

Tanim 1.10 [4]: xve Y, nuzunluklu bir Aalfabesinden alinmis iki s6z olsun. Bu iki s6z

arasindaki Hamming uzaklik birbirlerinden farkli yerlerin sayist olarak tanimlanir. Eger
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X=X, X0 X, V& Y=Y, Y,,.0., Y, 1S€ X; Ve Y, lerin her biri bir uzunluklu s6z gibi diistiniiliir ve

L #Y,
0,x =Y,

boylece d (X, y)=d(x,y,)+...+d (X, y,)ve d(x, yi)z{ dir.

X, Z,"nin herhangi bir s6zii olsun. Bu soziin Hamming agirligi sifirdan farkli yerlerin sayisi

olarak tanimlanir ve W(X) ile gosterilir. Diger bir ifadeyle W(X) =d (X, 0) dir.

Not 1.1: Eger P, lboyutlu, nzincirden olusan bir asikar poset ise P-agirlik ve P-uzaklik
sirastyla Hamming agirlik ve Hamming uzakliktir (Bkz: Ornek 3.2).

Not 1.2: Eger P, nboyutlu 1zincirden olusursa P-agirlik ve P-uzaklik sirasiyla RT-agiwrlik ve
RT-uzakliktir (Bkz: Ornek 3.2).

Tanim 1.11 [4]:

i.V=(Vl,V2,...,vn)ve Wz(Wl,Wz,...,W ), Z,"den alinmis herhangi iki vektor olsunlar. Bu

durumda bu iki vektoriin i¢ ¢carpimi <V, W> =V, -W, +V, -W, +...+V, - W, seklinde tanimlanir.
ii.Herhangi v=(v,,V,,...,.V,), W=(W,W,,...,W,)eZ," i¢in (v,w)=0ise bu iki vektdr diktir
denir.

iii.S, Z,"nin bos kimeden farkli bir alt kiimesi olsun. Snin  duali

St= {V eZ,| <v, S> =0,Vse S} seklinde tanimlanir.

Ornek 1.2:
I.
6 P Yandaki sekilde, 3seviyeden olusan 6 uzunluklu P, poseti iizerinde
; tanimli C, ={000000,100101,001011,101110} ve
y C, ={000000,100001,010110,110111} lineer P —kodlarm
1 5 3 kodsozlerinin agirliklarint ve posetteki her elemanin iirettigi ideali
inceleyelim.

(W) =11, (2)={2}, (3)=1{3}, (4)={L2.4}, (5)={2.35}, (6)={123456]
VueC, igin Wy (u)hesaplayahm: Wy (000000) =0w, (100101) =6 W, (001011) =6

w, (101110)=5
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Benzer sekilde ; Vu eC, i¢in W, (u)hesaplayahm:

w,, (000000) =0 w, (100001)=6 w, (010110)="5 w, (110111)=6

I. deki C, ve C, kodlar1 yandaki 6 uzunluklu asikar

poset lizerinde inceleyelim:

Coe e e e = (=02 (9=03)
12 % 4 s o (=4, (9=(3). (6)-19)

VueC, icin W, (u) hesaplayalim:

w, (000000) =0 = w, (000000) w, (100101) =3 = w, (100101)
W, (001011) =3 = w, (001011) w, (101110) = 4 = w, (101110)
Benzer sekilde; Vu e C,igin W, (u)hesaplayalim:

w;, (000000) = 0 = w, (000000) w, (100001) =2 = w,, (100001)
w;, (010110) =3=w, (010110) w;, (110111) =5=w, (110111)

Not 1.3: Bu 6rnekteki poset agirligi Hamming agirligia denktir.
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I. deki kodlar1 yandaki P, poseti lizerinde inceleyelim:

O={.(2)={12}.(3)={L2.3}.(4)={L2.34},

S5 ¢ (5)=1{1,2,3,4,5},(6)=1{1,2,3,4,5,6}

Vu eC, igin W, (u)hesaplayalim.

4! W, (000000) = 0 = W, (000000)

W,, (100101) =6 = W, (100101) w;, (001011) =6 = W, (001011)

31 W, (101110) =5 = W, (101110) W, (100101) =6 = W, (100101) dir. Simdi
Vu e C,igin w, (u) hesaplayalim.

2 W, (000000) =0 =W, (000000), W, (100001)=6=w,, (100001)

w, (010110) =5 = w; (010110), w;, (110111) = 6 = w,, (110111) dir.

1 e

Not 1.4: Bu 6rnekteki poset agirligi ise Rosenbloom-Tsfasman agirligina denktir.

Tamm 1.12: Bir Pz([n],S)posetinde herhangi i, j,k elemanlar1 i¢in i< jve k< jiken

i <k yada k <isaglantyorsa bu posete ayrik zincirli poset (discrete chain poset) denir.
Not 1.5: Caligmanin buradan sonraki boliimii ayrik zincirli posetler iizerinde yapilmaistir.

Asagida Ornek 3.1 de ayrik zincirli bir poset 6rnegi verilmektedir.
2. Poset Metrigine Gore Kodlarda Agirlik Sayaclari ve MacWilliams Ozdesligi

MacWilliams Ozdesligini ispatlamadan &nce ispat siirecinde énemli bir rol oynayacak olan

asagidaki onerme sunulacaktir:

Onerme 2.1: C. [n,k,d] parametrelerine sahip, nuzunluklu s tane seviyeden olusan bir

ayrik zincirli P poseti tizerinde ikili bir poset-kod olsun. C nin kodsézleri uile gosterilsin.

0

: u" kodsdziiniin i . seviyedeki parcasini,

V,: veZ," nin i. seviyedeki pargasini,
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ng: u" kodsdziiniin i . seviyedeki parcasmin uzunlugunu

Ui

gostermek lizere;

Z (_1)<”~V> . ZiWH (vi) —J:

n
veZ,

dir.

(—1)<u’V> olmak {iizere v ¢ C ise Z;{u (v)=0ve

ueC

Onerme 2.2 [5]: ueCcZ,"ve z,(v)
veC*ise Dz, (v)=[C| dir.
ueC

Onerme 2.3 [2]: C, Z, iizerinde tanim bir kod ve f:Z," —[[z,2,,..,z]bir fonksiyon

olsun. Bu durumda fuy=> (—1)<u’v>- f (v), ueZ,"olmak iizere

n
veZ,

1 = .
> f(v):ﬁ-Zf(u)dlr.

veC*t ueC

Tamm 2.1: C, Z," uizerinde, nuzunluklu s tane seviyeden olusan ayrik zincirli P poseti ile

bir lineer poset-kod olsun. C P—kodunun P —tam agirlik sayacl
s n s wou ) )
We (2,25002) =D [ ] 7 = 11z (") seklinde tanimlanur.
ueC i=1 i=1 j=1
Ornek 2.1:
Yandaki 10 uzunluklu 4 seviye ve 3 ayrik zincirden olusan ayrik
P
* %'0 zincirli P, posetine
gore; C = {0000000000,1010101010, 0101010101,1111111111}
7 9 gt 99 lineer P—kodun P —tam agirlik sayaci,
W, (2,25, 25,2, ) =1+ 2,°2,2, + 2,2, 2,2, + 2,°2,°2, %z, dir.
4 ¢ 5¢ 6 o
1 2 3
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Teorem 2.1: (Poset Metrigine Gore MacWilliams Ozdesligi)

C, Z," iizerinde, nuzunluklu stane seviyeden olusan ayrik zincirli P poseti ile bir lineer
poset-kod olsun. W, (z,,2,,....z,)ile Ckodun P— tam agirlik sayacini; W_, (2,250, 24 ) ile

c* nin P —tam agirlik sayacini gosterelim. Bu durumda

1-z 1-z, 1-z .
W_. (2,20, 2,) | |1_[1+z ( S}dll’.

1+z, 1+2, '1+z,

Ispat:
Onerme 2.3 ii uygulamak amaciyla
f(v)=2" (). gl Lz ) —TTz" ™) fonksiyonu tamimlansin. Bu durumda Onerme

2.1 ve Onerme 2.2 den,

fu)=> ()" f(v)

veZ,"
=fu=3 (n* szw
veZ,"
= f(U)= Z Z .(_1);]2;,(%%‘).HZiWH(Vi)
vwezZ,m  veZ,s i=

= Z Z ﬁ(_l)é(u'JV'J)_zin(vi)

vlezznl Vg EZzns i=1

- o el (£

i=1 VeZz

Tekrar, Onerme 2.3 ten

1 «: 1 ) 2 (1=, )"
10 BT Rl a) |
ueC* ue ueC i= i
1 2 n; 1—Z|
:WCL(ZI)ZE' —1(1+Zi) .WC{1+ZJ
bulunur. [

Asagidaki ornekte ana teoremin uygulamasi verilmektedir:
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Ornek 2.2: Ornek 2.1° deki C kodun ayni drnekteki ayrik zincirli P, posetine gore dualinin
agirlik dagilimmi MacWilliams 6zdesligini kullanarak bulalim. Ilk olarak, kodun P —tam
agirlik sayact W, (2,,2,,2,,2,) =1+ 2,°2,2,° + 2,2,°2,2, + 2,°2,°2,’z, oldugunu biliyoruz. Buna
gore C*dual kodun agirlik sayaci, teorem uygulandiginda;

1
W, (21,22,23,24):2-(1+ 21)3-(1+ 22)3-(1+ 23)3-(1+ 24)-WC[

1-z 1-z, 1-z, 1-z,
1+2z,'1+2, 1+2, 1+2,
=1+2°+427,+22°2, +2,> +52,°2,° +22,2,° + 52,2, + 2,°2, + 42,2, +14272,7,
+132,2,°2,+52,°2,°2,+ 22,2, + 42,°2,°2, + 2,7 +52,°2,* +142,2,2,° + 42,°2,2,°

+52,°2,7 +132,°2,°2,2 +42,2,°2,7 +22°2,°2.7 + 22,0 + 2’2 + 22,20 + 42°2,2°

+52,2,°2° +2°2,°2° + 222,20 + 2,2, + 2’2, + 22,2, + 422,72, +52,2,°2, + 2,°2,°2,
+22°2,°2, + 2,2, +52,°2,2, +142,7,2,7, + 42,°2,2,2, +52,°2,2, +132,°2,°2,2, + 42,2,°2,2,
+22,°2,°2,2, +52,2.°2, + 1,°2.%2, + 42,277, +142°2,2,°7, +132,2,°2,77, +52,°2,°2.%2,
+22,°2°2,+42°2,%2,77, + 2,°2, + 2,°2.°1, + 42,2,2.%7, + 22°2,2.°7, + 2,°2.%7, +52,°2,°2,°2,
+22,2,°2,°2,

seklinde hesaplanir.

Sonuc¢

[1] ve [3] te nuzunluklu bir poset iizerinde ideal I, P nin bir ideali ise Va e I igin
b<a ise bel” olarak ve CcF,"lineer P —kodu igin supp(u)={i|u; =0} olmak iizere

W; (u) = Ksupp(u»‘ oyle ki; <Supp(u)> u € C nin support kiimesini igceren en kiiciik ideali

ve P-agrlk sayact W, (x)=) x"" = iA’P X' A =Hu eC|w,(u)= I}‘ olarak
i=0

ueC

tanimlanmist1. [3] te verilen asagidaki 6rnekle agirlik dagilimlari ayni olan iki farkli kodun,

duallerinin agirlik dagilimlarinin farkli olabileceginden bahsedilmis; bu durumda P —dual
poset tanimina ihtiya¢ duyulmus ve posetlere MacWilliams 6zdesliginin uygulanabilirligi

tartisilmistir.
[3] te sozii edilen Ornegi burada inceleyelim: P ={1,2,3},1<2<3bag1nt151 ile bir

poset olsun. Bu durumda 5:{1,2,3},1>2>3bagmt1s1 ile P posetinin dual poseti olur.

C = {OOO, 001} ,C, = {000,111} kodlarini inceleyelim. W

e (X) =14+ =W, . (x)dir.
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Swrastyla bu kodlarm dual kodlar;; C;* ={000,100,010,110},C," ={000,110,101,011} dir.
C,'ve C,"kodlarin P —agirlik sayaglari W, (x)=1+x+2x* ve W, ., (x)=1+x*+2x°

iken P —agirlik sayaclari W, 5 (x)=1+x*+2x> =W_, _(x)dir.

c,t P
[3] e gore bir posetin MacWilliams 6zdesligi uygulanabilir olmas1 i¢in posetin hiyerarsik

poset olmasi gerekiyor.

Ornek 2.1 deki P, poseti hiyerarsik olmayan bir posettir. Bu nedenle MacWilliams 6zdesligi

uygulanabilir bir poset degildir. Gergekten; ayn1 6rnekteki C, ve C, lineer P —kodlarmn

P poseti lizerindeki P —agirlik sayaglart W, o (X) =1+x>+2x° =W, 5 (X) dir. Ote yandan

L

ve

1

000000,010000,100100,001010,110100,011010,111001,101001,
101110,001101,100011,111110,110011,000111,010111,011011

2

. | 000000,001000,010100,010010,100001,011100,011010,101001,
000110,110101,110011,001110,111011,111101,100111,101111

} dir. Buna gore

C° ve C, kodlarm P-—agrlk sayaglart W_,  (X)=1+x+2x"+7x +5x*+x°ve

W_, (X)) =1+x+4x*+4x°+3x* +3x° dir. Diger bir ifadeyle birbirinden farkl, agirlik

CZLY 1
dagilimlar1 ayni olan iki kodun duallerinin agirlik dagilimlar1 farkli oldugundan P, poseti
MacWilliams 6zdesligi uygulanabilir bir poset degildir.
Bu caligmada posetlerin bir 6zel ailesi olan ayrik zincirli posetler ve bunlara bagh seviye

kavrami 6n plana ¢ikarilmig ve her bir seviyeye (Zl,ZZ,...,ZS)seklinde degiskenler atanarak

[3] de karsilagilan sorun ortadan kaldirilmistir.

Ote yandan bu c¢alismada tamimlanan agirlik sayaci sayesinde ayrik zincirli posetlerin
geometrisini elde edebiliyoruz. Ancak seviyelerle isaretli elemanin yerlesimi gbéz ardi
ediliyor. Dolayisiyla poset sema geometrisinin rol oynadigi uygulamalarda bu agirlik sayaci

¢Oziim sunmaktadir.
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Ormek 1.2 de verilen kodlarm, P poseti  lizerinde agiwrhk  dagilimlar

R B .
W, ¥ (z,2,,2,) =1+22,2,2, + 22 ve W, (2,2,,2,) =1+ 2,2, +2,2,” + 22,2, dir. Buna

gore; seviyelerle tanimlanan MacWilliams 06zdesligi uygulanarak duallerinin agirlik

dagilimlari;

W (a2 2) =2 () ) v

1-z, 1-z, 1-7z,
C ¢

1+z, 1+2z, 1+,

_ 2 2 3,2 2, 2 2 3 2 2
=1+222,2,+2,2,°2,+22,°2,2,+ 22,2, + 2,°7," + 2,°2," + 2,2, + 2,2, + 2,2, + 22,°7, + Z,

ve

1 1-z 1-2z, 1-z2
Wczi(Pl) (211 Zy, 23) - Z'(l"' 21)3 (1"' Z, )2 (1+ Zs)'WCz(Pl) (1+ zi 1+ Zz 1+ sz

_ 2 2 2 2 2 2 3 25 2
=1+2+22,"+22,"2,+2,°2,+2," + 22,2, + 2,2, + 2,7,°7, + 22,°7,2, + 22,°7,7, + 2,°7," Z,

olarak hesaplanir.

Bu yeni yaklasima paralel olarak posetler lizerinde yapilan ¢aligmalarin tekrar incelenmesi su

anda yazarlarin lizerinde durdugu ¢alismalardandir.
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