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Figure A. Generation of optimal trajectories

Purpose:
The aim of this study is to achieve optimal control of nonlinear systems that are input affine and linearizable.

Theory and Methods:

Euler-Lagrange back integration approach enables generation of optimal trajectories of the system states. To
use these paths in a control loop, these optimal paths should span the whole state space. A method has been
proposed to accomplish this task for two dimensional systems (Holzhiiter) (2004). This study presents a new
method to generate such optimal trajectories for systems with dimensions greater than two, and is shown on
Figure A. The proposed algorithm is applied in a three-dimensional nonlinear system in a simulation
environment.

Results:

The results show that the proposed algorithm succeeds in spanning the state space with sufficient resolution
and these paths can be used in a feedback loop. The performance of the controller is compared with an LQR
regulator according to time integration of (a) error norm and (b) controller input. The proposed controller
had better performance in both measures.

Conclusion:

Proposed algorithm can be used for optimal control of linearizable input affine nonlinear systems. The study
shows that the algorithm succeeds in a three-dimensional case, however, the generation of optimal paths is
a heavy task even in GPU architectures. The algorithm should be applied on systems with higher degree on
higher performance computers, and with improvements aiming to improve efficiency.
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1. Giris (Introduction)

Dogrusal olmayan sistemlerin optimal denetimi, asimptotik
kararlilig1 kesin sekilde saglayan en iyi denetleyici girisini bulmanin
yaninda 6nceden tanimlanmis bir performans metrigini de miimkiin
olan en kiigiik degerde tutmayi hedefledigi i¢in olduk¢a zor bir
gorevdir. Bu metrik, genelde hem sistem durumlarinin hem de girigin
ikinci dereceden fonksiyonlaridir. Boyle bir girisin tasarimi sistem
dinamigine karsihlk gelen Hamilton-Jacobi-Bellman (HJB)
denkleminin ¢6ziimi ile yapilabilir [1, 2]. Sistem dinamiginin
dogrusal oldugu 6zel durumlarda HJB denklemi analitik olarak
¢oziilebilen Algebraic Riccati Equation (ARE) denklemine doniisiir;
ancak dogrusal olmayan sistemlerde ¢oziim bir kismi diferansiyel
denklemin ¢6ziimiine bagli oldugu i¢in HIB denkleminin analitik bir
¢oziimii miimkiin olmayabilir [3]. Bu sebeple, HIB denkleminin
¢Ozlimii igin yaklagim yontemleri pek ¢ok ¢aligmada uygulanmigtir.
[4]’te HIB ¢oziimiinde kullanilan maliyet fonksiyonlar1 yapay sinir
aglan ile yaklagik olarak temsil edilmistir. [5] ve [6]’da HJB
denklemlerinin yaklagik ¢oziimiinde, deger, kritik ve tamimlayici
yapay sinir aglari bilesenleri kullanmilmustir. [7]’de optimal
denetleyicilerde Reinforcement Learning yaklagiminin kullanimi
konusunda bir derleme sunulmustur. [8]’de Adaptive Dynamic
Programming yonteminin HJB denkleminin ¢dziimiinde kullanimi
gerceklestirilmistir.  Bu yaklagim yoOntemleri optimal deger
fonksiyonunu temsil eden yapay sinir aglar1 kullanmakta olup sistem
dinamiginin optimal dinamige yakinsadigini gostermektedir.

[3T’'te Euler-Lagrange modeli ile temsil edilen dogrusal olmayan
sistemler igin bir denetleyici tasarlanmig, modeli kullanarak
dogrudan HJB denklemini ¢6zmek yerine, denetleyicinin zaman
icerisinde HJB denkleminin ¢6ziimii ile elde edilecek optimal
denetleyiciye yakinsadigi gosterilmistir. [4]’te dogrusal olmayan bir
denetleyici  yapist  Ongoriilerek  denetleyici  parametreleri
iterasyonlarla optimal denetleyicinin parametrelerine
yakinsatilmigtir. [5]°te 6nceden denetleyici yapisinin dngdriilmesine
ihtiya¢ olmadan, HJB denkleminin ¢6ziimii olan deger fonksiyonu,
iterasyonlarla optimal denetleyici tasarimina yakinsatilmistir (Policy
Iteration). [6]’da aym1 yaklasim, belirsiz Euler-Lagrange sistemleri
icin uygulanmigtir. Bu ¢6ziimde tasarlanan denetleyicide, sistem
parametreleri  bilinmeden, deger fonksiyonunun  optimal
denetleyicinin deger fonksiyonuna yakinsamasim saglanmstir.
Dogrusallastirilmis halleri denetlenebilir olan dogrusal olmayan
sistemler i¢in optimal dinamik denklemleri zamanda geriye dogru
¢oziilerek optimal denetleyici tasarlanabilir [9-12]. Bu yontemde
zamanda  geriye  dogru  ¢Oziimiin  baglangi¢  noktasi,
dogrusallastirilmig sistemin denge noktasi yakinlarindaki bir hiper
elipsoit yiizeyidir. Bu yiizey, V; =xTPx denklemi ile temsil
edilmekte olup buradaki P matrisi ARE denkleminin ¢dziimii, V¢
degeri de bu ylizey lizerinde optimal deger fonksiyonunun degeridir.
Bu baslangi¢ noktalart uygun sekilde ve yeterli sayida segilerek
durum uzay1 yeterince yogun optimal yollarla taranabilir. Bu optimal
yollar {izerindeki her bir nokta, optimal durumu ve bu duruma
karsilik gelecek optimal girisi barindirdigindan bu veri kiimesi
iizerinde interpolasyon yaparak bir optimal geri besleme tasarlanmasi
miimkiin olur. Bu yontemin uygulanmasindaki en biiyiik zorluk
baglangi¢ noktalarmin hiper elipsoit {izerinde segilecegi konumlarin
belirlenmesidir. Bu noktalarin yiizey lizerinde esit araliklarla
secilmesi, dinamigin dogrusal olmayan dogasi sebebiyle optimal
yollarin durum uzaymin belirli bdlgelerine yogunlagmasina ve
dolayistyla diizgiin taranamamasina sebep olur. Bu yiizden baglangi¢
noktalarimin secilmesi icin bir yonteme ihtiya¢ vardir. Iki boyutlu
sistemler icin [9] ve [10]’da bir ydntem Onerilmistir: Iki boyutlu
sistemler i¢in durum uzayi iki boyutlu bir yiizeydir. Dolayisiyla
baglangic noktalarmin segilecegi yerler bir elips tizerindedir.
Oncelikle bu elips bir & agistyla e(é) = e; cos(§) + e,sin(¢)
seklinde parametrik hale getirilir. Algoritma, Oncelikle elipsin
birbirine en uzak iki noktasini secerek bu noktalar1 baglangi¢ kosulu

olacak sekilde geriye integrasyon yontemini uygular. Integrasyonlar,
belirli bir maliyet degerine varinca durdurulur. Daha sonra, her
integrasyonun sonunda, ulasilan son noktalar arasinda birbirine en
uzak iki tanesi secilip bu integrasyonlarin baslangic agilart
kullanilarak yeni baslangic agist bunlarin ortalamasi alinarak
hesaplanir. Bu islem belirli bir ¢oziiniirliik degeri elde edilinceye
kadar tekrarlanir. Bu algoritmanin ¢alisma prensibi sudur: &; ve &,
baslangi¢ noktalarindan yola ¢ikildiginda geriye integrasyon sonunda
& ve &, noktalarma varihyorsa, (§; +&;)/2 noktasindan yola
cikildiginda mutlaka &; ve &, arasinda bir noktaya varilir ve boylece
her iterasyon sonunda durum uzayinin sinirindaki en uzak mesafe
mutlaka kisalir. Durum vektdriiniin boyutunun ikiden fazla oldugu
durumlarda, baglangic noktalar1 bir elips degil bir hiper elipsoit
olusturur. Geriye integrasyon sonunda varilan noktalar da bir hiper
yiizey olustururlar. Tki boyutlu uzaydaki algoritmaya benzer sekilde
sOyle bir yontem diigiiniilebilir: Bu hiper yiizey tiggenlere ayrilip en
biiyiik ticgen segilir; bu tiggeni olusturan optimal yollarin baslangi¢
noktalarinin ortasi hesaplanir ve sonraki tekrar bu yeni noktadan
baglar. Maalesef, dogrusal olmayan dinamigin bir sonucu olarak, bu
yeni noktadan baglayan optimal yolun durum uzaymin sinirindaki
hiper ylizeyde secilen iicgenin iginde sonlanmasi gerekmez. Bu
sebeple bu yaklasim yalnizca iki boyutlu problemler i¢in gegerlidir.

Bu caligmada, ikiden fazla boyutlu sistemler i¢in durum uzayini
optimal yollarla kaplayacak sekilde baslangi¢ kosullarini segen yeni
bir algoritma sunulmustur. Bu algoritma, tekrarli sekilde, V; = xTPx
hiper elipsoit iizerinde bir nokta se¢ip optimal dinamigi bu noktadan
zamanda geriye dogru ¢Ozerek durum uzaymmn smirmin
¢Oziinlirligiini  gelistirmektedir. Optimal yollar durum uzayini
yeterince yogun sekilde taradiktan sonra, bu yollar1 kullanan
denetleyici performansi gosterilmigtir. Makalenin bundan sonraki
boliimleri su sekildedir: Ikinci boliimde, optimal denetleyici
problemi ve FEuler-Lagrange Geri Integrasyon Yaklagimi
sunulmustur. Uglincii boliimde, baslangic noktalar1 ve optimal yollari
olusturan yeni algoritma gosterilmistir. Dordiincii boliimde, 6rnek bir
sistem i¢in optimal yollar1 kullanan denetleyici tasarimi ve
simiilasyon sonuglar1 yer almaktadir. Besinci ve son boliimde ise
sonuglar degerlendirilmis ve sonraki caligmalar igin Oneriler
sunulmustur.

2. Optimal Denetleyici Problemi ve Euler-Lagrange Geri
integrasyon Yontemi

(The Optimal Control Problem And Euler-Lagrange Back-Integration
Method)

Bu c¢alismada, dogrusallastirilabilen, dogrusal girisli dogrusal
olmayan sistemler ele alinmigtir. Bu sistemlerin dinamigi Es. 1 ile
ifade edilir.

x=f()+g@u M

Burada x € R™ n boyutlu durumu vektorinii, u(x) € R™ denetleyici
girigini temsil etmektedir. Dinamikteki f(x) € R" ve g(x) € R™™
sisteme ait vektor alanlar1 olup sistemin denge noktasi etrafinda
kontrol edilebilir oldugu varsayilmistir.

Optimal denetleyici problemi igin kullanilacak sonsuz ufuklu (/ng.
Infinite horizon) maliyet fonksiyonu Es. 2 ile gosterilmistir.

J =3I T Qx + uTRu] dt 2)

Burada Q € R™", sistem durumunun sabit, simetrik ve pozitif
agirhik katsayr matrisi, R € R™™ ise benzer sekilde girigin sabit,
simetrik ve pozitif agirhk katsay1 matrisidir. Degisimler hesab1 (/ng.
Calculus of variations) kullanilarak Es. 2’de tanimlanan maliyeti en
aza indirecek giris i¢in kosullar tiiretilebilir [1].
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p=—(2fe+2gon) p-ox @
u=-R7g"p ®)

Burada p € R™ yardime1 durum vektdriidiir (/ng. costate). Es. 5°te
gosterilen denklem optimal girisi tanimlamaktadir, ancak belirli bir
sistem durumunda baslangi¢c kosulu bilinmeyen yardimci durum
dinamigine bagl oldugu igin geri besleme girisi olarak dogrudan
kullanilamaz.  Ancak, sistem denge noktast etrafinda
dogrusallastirildiginda, bu dogrusal sistem i¢in optimal giris, durum
ve yardimci durum dogrudan hesaplanabilir. Euler-Lagrange geri
integrasyon yontemi bu bilgiyi kullanmaktadir.

Es. 1’de tanimlanan sistem Es. 6 gibi dogrusallastirilabilir.
x =Ax + Bu (6)

Burada, A € R™" ve B € R™™ dogrusal sistemin sistem ve giris
matrisleridir ve dogrusal olmayan sistem Es. 7 gibi denge noktasinda
(x = 0) dogrusallastirilarak hesaplanir.

A=Z () + gm0 B = = (FCO) + g@Wlamo ()

Es. 6°da gosterilen dogrusal sistem i¢in, Es. 5’te gosterilen giris u =
—R™1BTp haline doniisiir ve bu optimal giris Es. 2’de gdsterilen
maliyette kullanildiginda Es. 8’ deki optimal deger fonksiyonu elde
edilir.

V' =-x"Px ®)

Buradaki P € R™™ matrisi asagidaki ARE denkleminin ¢6ziimii ile
bulunabilir (Es. 9).

ATP+PA—PBR'BTP+Q =0 ©)

Boylece, yardimer durum vektoriiniin degeri Es. 10°daki gibi
hesaplanabilir.

p = Px (10)

Buradan anlagilacagi tizere, dogrusallastirilmis sistemin herhangi bir
sistem durumu i¢in yardimci durum vektorii hesaplanabilmektedir.
Bu bilgi, denge noktasinin yakinlarinda, belli bir maliyet degeri i¢in
Es. 8 numarali denklemle temsil edilen hiper elipsoit iizerinde tiim
durum ve yardimer durum vektdr degerlerinin bilindigi anlamina
gelir. Euler-Lagrange Geri Integrasyon yéntemi, bu hiper elipsoit

iizerinde noktalar segerek bu noktalardan baslayip Es. 3, Es. 4 ve Es.
5 ile temsil edilen optimal dinamigi zamanda geriye dogru ¢dzerek
optimal yollar1 bulmaya dayanir. Boylece, durum-yardimc1 durum
uzayinda yeterince ¢ok sayida optimal yol iiretilerek bu optimal
yollarin geri besleme ¢evriminde kullanilmasi saglanir.

3. Optimal Yollarin Uretilmesi
(The Generation of Optimal Trajectories)

[97’da iki boyutlu sistemlerde optimal yollarin nasil iretildigi
gosterilmistir. Iki boyutlu sistemler iizerindeki bu ¢alismada,
baslangic noktalart V*(x) = V; denklemiyle ifade edilen elips
iizerinde segilir. Burada Vy, durum uzayinda elipsin denge noktasina
yeterince yakin olmasii saglayacak maliyet fonksiyonu degeridir.
Daha sonra, elipsin iizerindeki noktalar & € [0,27] ag1 parametresiyle
temsil edilir. Optimal yollar {iretilirken her seferinde elips lizerinde
bir noktadan baglayarak, Es. 3, Es. 4 ve Es. 5 ile ifade edilen optimal
dinamik, [|x|| blylukligii bir maksimum degere ulagincaya kadar
zamanda geriye dogru integrasyon uygulanir. Varilan son nokta, o
zamana kadar varilan diger noktalarla birlikte degerlendirerek
siirdaki en uzun bos bolge tespit edilir. Bu bos bolgenin sinirlarini
temsil eden optimal yollarin bagladig1 iki noktanin ortas1 bulunarak bir
sonraki tekrarda geriye integrasyon yontemi bu noktadan baslatilir. Bu
algoritmanin dogru olarak ¢alismasi, su varsayima dayanir: $ekil 1°de
goriildiigii gibi, elips iizerinde z; < z, olacak sekilde z; ve z,
noktalarindan baglayan iki optimal yol z; ve z; noktalarida
sonlantyorsa, z; < z3 < z, olacak sekilde segilen bir z3’ten baglayan
optimal yol da z; < z§ < zj kosulunu saglayan z5’te sonlanacaktir.
Bu varsayim iki boyutlu sistemler i¢in gegerli olsa da daha fazla
boyutlu sistemler i¢in kullanilabilir degildir.

Ug ve daha fazla boyutlu sistemler igin, baslangi¢ noktalari V*(x) =
V denklemiyle ifade edilen hiper-elipsoit lizerinde segilir. Sistem n
boyutlu oldugunda, hiper-elipsoit de » boyutlu olur. Bu hiper-elipsoit
Es. 11°deki denklemle ifade edilebilir:

Vp = xTPx (11)
Algoritmada bir optimal yol, Es. 11°de ifade edilen hiper-elipsoit
iizerinde bagslar ve Es. 3, Es. 4 ve Es. 5 ile ifade edilen optimal
dinamik, ||x|| degeri 7, maksimum degerine ulasincaya kadar
zamanda geriye dogru integrasyon yapilarak optimal yol olusturulur.
Boylece, optimal yollarin siniri, durum uzayinda » boyutlu bir hiper-
kiire olusturur. Her yeni yolun tamamlanmasindan sonra kiire
iizerindeki noktalar iizerinde liggenleme yapilarak en biiyiik tiggen
secilir ve bu ticgen kullanilarak bir sonraki seferde hiper-elipsoit
iizerinde hangi baslangi¢ noktasinin segilecegi belirlenir. Algoritma
1, Tablo 1’de gosterilmistir:

Sekil 1. Tki boyutlu sistemler igin optimal yollar (Optimal paths for two dimensional systems)
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Tablo 1. Optimal Yollarin Uretilmesi (Generating Optimal Paths)

Algoritma 1

1: procedure GENTRAIJ (f,g,0Q, R, Ve, T, TeES)
2: (4, B)—LINMODEL (f, g)

3: (P)«RICCATI (4,B,Q,R)

4: (x,p,u) —<OPTDYN (f, g,0Q,R)

5: (G, Cp) < INITSS (x,p,u, P, V5, 1)

6: (Amax) <

7: while @y > TeS do

8: (T;,) < TESSELLATE (C;)

9: (Tout) < TESSELLATE (C,)

10: (tmax> Amax)— max(Toyue)

11: (¢i, €o)—BESTTRAIJ (t;nax, Ci, Co, X, D, U, T3)
12: (CL) <—Ci V] Ci

13: (Cy) «—C, Uc,

14: end while
15: return (Cy;, Cy, Tin, Tout)
16:  end procedure

Algoritma 1, 2-6 numarali satirlarda ilklendirme islemlerini
gerceklestirir. Bunun i¢in oncelikle 2 numarali satirda, sistemin
dogrusal modelini olusturur. Bu iglemin sonunda Es. 6’da gosterilen
lineer sistemin A ve B matrisleri tretilir. 3 numarali satirda, ARE
denklemi ¢oziilerek verilen Q ve R matrisleri i¢in optimal dinamikte
kullanilan P matrisi tiretilir. 4 numarali satirda, Es. 3, Es. 4 ve Es. 5
ile temsil edilen optimal dinamik olusturulur. 5 numaral satirda,
Algoritma 2’de gosterilen ilklendirme islevi gerceklestirilir.
Algoritma 1, 6. satirda ¢dziiniirlikk degerini sonsuz olarak belirler ve
7. satirdan itibaren gosterilen dongii igerisinde tekrarli olarak,
¢oziiniirliik belirli bir degerin (res) altina inene kadar optimal yollar1
hesaplamaya baglar. Bunun i¢in dncelikle 8 ve 9. satirlarda denge
noktasinin yakinindaki hiper-elipsoit ve durum uzaymnin sinirmni
olusturan hiper-kiire yiizeylerini n boyutlu iiggenlere ayirir. 10.
satirda hiper-kiire tizerindeki en biiyiik tiggen secilir. 11. Satirda,
Algoritma 3 ile gosterilen arama iglemi gergeklestirilerek hiper-kiire
iizerinde bulunan en biiyiik tiggeni bolecek baglangic noktasi ve
optimal yol bulunur. Algoritma, hiper-kiire tizerindeki en biiylik
licgenin biiylikligii res degerinin altina inince durur.

8. ve 9. satirlardaki tiggenleme fonksiyonlari (TESSELATE), hiper-
elipsoit ve hiper-kiire yiizeylerindeki nokta bulutlari {izerinde
Delaunay Uggenleme gérevini yerine getirir. Bu amagla, kapal birer
hiper-yiizey lizerinde oldugu bilinen her bir nokta bulutunu kapsayan
disbiikey zarf (Ing.: convex hull) belirlenerek bu yapiyr olusturan
tggenler kullamlir. Digbiikey zarfin olusturulmasinda Quickhull
algoritmasi [13] kullanilmistir.

Durum uzayni ilklendiren Algoritma 2, Tablo 2’de gosterilmistir.

Algoritma 2, durum uzayini yeterince diizgiin sekilde parcalayan 4n
adet optimal yol iiretir. Bu sekilde, optimal yollarin bitis noktalarmin
tizerinde bulundugu hiper-kiirenin iggenlere ayrilmasindan sonra, en
uzun liggen kenarmin merkezde yarattigi ag1 en fazla 180 derece olur.
Algoritma 2, 2 numarali satirda baglangic ve bitis noktalarinin
olusturdugu kiimelerin bos kiime olarak belirlenmesi ile baslar. 3-9
arasindaki satirlarda algoritma 2r adet baslangi¢ noktasini tiim
eksenlerde pozitif ve negatif yonlerde birer adet olacak sekilde seger
(6rnegin +x, -x, +y, -y, ...). Bunun i¢in dncelikle 4 numaral satirda,
her bir eksenin verilen bir maliyet degerinin temsil ettigi hiper
elipsoitle kesistigi nokta belirlenir. 5 ve 6. Satirlarda, geriye
integrasyon yontemi bu noktadan ve eksene gore simetrik
noktasindan baglayarak optimal yollar olusturulur. 7 ve 8. Satirlarda
bu optimal yollarin baslangic ve bitis noktalar1 C; ve C, kiimeleri
icerisine eklenir. Bu iglem tiim eksenler igin yapildiktan sonra 10.
satirda hiper-elipsoit lizerinde ilk iiggenleme gerceklestirilir. Bu

sirada hiper-kiire {izerinde biten optimal yollarin baslangi¢ noktalari
hiper-elipsoit lizerinde diizgiin dagilmis durumdadir, ancak sistemin
dogrusal olmayan dogasi sebebiyle ayn1 durum hiper-kiire tizerindeki
bitis noktalar1 igin gecerli degildir. Bu sebeple, 11-17. Satirlar
arasinda, hiper-kiire lizerinde diizgiin dagilmig bitis noktalarini
olusturmak {lizere 2n adet daha optimal yol iiretilmektedir. Her
eksenin pozitif ve negatif yonleri i¢in, 12. ve 14. satirlarda birer
optimizasyon algoritmast kosturulmaktadir. Bu algoritmada, tim
hiper-elipsoit yiizeyi, 10. satirda olusturulmusg tiggenler (t € Tj,) ve
bu tiggenlerin iizerindeki noktalarin Barisentrik koordinatlari ile (v €
R"™1) temsil edilmektedir. Optimizasyonda hedef, en uygun iicgeni
ve bu liggen iizerindeki en uygun noktay1 baslangi¢c noktasi secerek
ilgili eksenin hiper-kiireyi kestigi noktaya en yakin noktada sonlanan
optimal yolu bulmaktir. Bu satirlardaki BI (c(¢,v), %, P, u, 17,)
ifadesi, segili liggen ve koordinatin hiper-elipsoit tizerinde kargilik
geldigi noktadan (c(t, v)) baglayarak optimal yolun geri integrasyon
yontemiyle olusturulmasit ve 7, yaricapli hiper kiire iizerinde
sonlanmasini ifade etmektedir. 13, 15 ve 16. satirlarda optimal
yollarin sonlandif1 noktalar C, kiimesi igerisine eklenmektedir.
Algoritma, son olarak 18. Satirda hiper-kiire {izerindeki noktalar
tizerinde ilk ticgenlemeyi gergeklestirmektedir.

Hiper-kiire iizerindeki en biiyiik iicgenin i¢inde sonlanacak optimal
yolu arayan Algoritma 3, Tablo 3’de gosterilmistir.

Tablo 2. Durum Uzaymin {lklendirilmesi
(Initialization of the State Space)

Algoritma 2
1: procedure INITSS (x,p,u, P, Vs, 1)
2: (€, Co)—(®, D)
3: for all a < axes do
4: (c)y—a/ [a"Pa/V
5: (c))<Bl(c,x,p,u, 1)
6: (c)Bl(=c,x,p,u,17y)
7: (C;)) «C; U{c,—c}
8: (Co) +C, U{cy, e}
9: end for
10: (T;n) < TESSELLATE (C;)
11: for all a < axes do
(t, v)« argmin||BI (c(t,v), X, D, U, 1) — aliy |

12: tETin

veRn-1
13: (c)<BI (c(t,v), x,p,u,1,)
14 (t, v)— arg;ninllBI (c(t,v), x,D,u, 1) + any,||

: €Tin

veRn-1
15: (cp)<BI (c(t,v), x,p,u, 1)
16: (Co) «Co U{cy, c3}
17: end for
18: (Tyur) < TESSELLATE (C,)
19: end procedure

Algoritma, 2. Satirda hiper-kiire {izerinde verili liggenin merkezini
hesaplar. Algoritmanin hedefi, bu merkeze en yakin sekilde
sonlanacak optimal yolun baslangi¢ noktasin1 bulmaktir. Once, verili
iicgeni olusturan noktalara ait optimal yollarm hiper-elipsoit
iizerindeki baglangi¢ noktalar1 kullanilarak 3. Satirda bir “sanal”
icgen olusturulur. Bu ftggenin sanal olarak nitelendirilmesinin
sebebi, hiper-elipsoit yiizeyinin iggenlenmesi ile olusmug kiimenin
(T;y) igerisinde yer almama ihtimalidir. 4. Satirda bu sanal liggenin
de merkezi bulunur. 5. Satirda, T}, kiimesinin i¢indeki liggenlerden
hangisinin bu merkezi icerdigi bulunur ve 6. Satirda bu iiggen
genislik Oncelikli aramanin iizerinde yapilacagi Q listesinin ilk
eleman1 olur. Bu {icgen, aramanin baslayacagi, hiper-elipsoit
iizerindeki ilk iiggendir. 7, 8 ve 9. Satirlarda, genislik oncelikli arama
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algoritmasinda ihtiya¢ duyulan derinlik degerleri tiim iiggenler igin
sonsuza esitlenir. 10. Satirda en iyi hata degeri sonsuza esitlenir.
Boylece genislik oncelikli arama algoritmasinin ilklendirilmesi
tamamlanmis olur. 11-27. Satirlar arasinda bu arama algoritmasi
gerceklestirilir. Arama, 12. Satirda her seferinde Q listesindeki ilk
iicgeni ele alir. Listede tiggen kalmayinca veya yeterince iyi bir tiggen
bulunmasi durumunda arama sonlanir. 13. Satirda eldeki tiggen
izerinde bir optimizasyon gerceklestirilmektedir.  Burada,
optimizasyon yapilacak n-1 boyutlu uzayda p; € R™~! parametreleri,
bu iiggen lizerinde Barisentrik koordinatlarda bir noktayr temsil
etmektedir. Optimizasyon, p; noktasinin temsil ettigi baslangic
noktasindan (c(t,p;)) baslayan optimal yolun sonlandigt p,
noktasinin, p,, yani dis iliggenin merkezine uzakliginin en kiigiik
degerini bulmay1 hedefler. 14-16. Satirlar, bu hata degerinin belirli
bir esigin altina inmesi durumunda algoritmanin sonlanmasin saglar.
17-20. Satirlar, eldeki iiggen tizerinde bulunan en iyi noktanin, daha
Onceki tiggenlerde bulunan en iyi noktadan iyi olup olmadigini
kontrol eder ve daha iyiyse en iyi nokta bilgisini giinceller. 21-26.
Satirlar eldeki iiggenin daha 6nce iizerinde arama yapilmamis olan
komgularini tespit edip arama kuyruguna ekler. 28. Satirda algoritma,
arama siiresince buldugu en iyi optimal yolun baslangi¢ ve bitis
noktalarin geri dondiiriir. Genislik 6ncelikli arama uzay1 Sekil 2’de
goriilebilir. Dig kiire {izerindeki bir t1-t2-t3 {iggeninin kdselerinin
elipsoid lizerindeki baglangic noktalarmin orta noktast “x” ile
isaretlenmistir. Arama algoritmasi, bu noktayi i¢eren a-b-c liggenini
ve bu iiggenin birinci dereceden komsularini aradiginda, arama uzay1
Sekil 2°deki gibidir.

Optimal yollar1 tireten Algoritma 1, yinelemeli olarak hem baslangic
noktalarinin {izerinde yer aldigi hiper-elipsoiti, hem de optimal
yollarin  iizerinde sonlandig1 hiper-kiireyi {iggenlere ayirir.
Algoritma, hiper-kiire iizerindeki en biiyiik figgenin biiytikliigii belirli
bir esigin altina ininceye kadar bu islemi tekrarlar. Yeterince yiiksek
¢oziinilirligiin tim durum uzayinda saglanmasini garanti altina almak
icin bu algoritma artan 1, degerleri i¢in birden fazla kez caligtirlir.

Algoritma 1 sonlandiginda iiretilen tiim optimal yollar kayit altina
alinmis olur. Kayitlar, her bir 7, degeri i¢in olusan hiper-kiirenin
optimal yollarla kesistigi noktalardan olusur. Optimal denetleyici,
geri besleme degerlerini bu kesigim noktalarint kullanarak hesaplar.

Tablo 3. Optimal Yol Arama Algoritmasi
(Optimal Path Search Algorithm)

Algoritma 3

1: procedure BESTTRAJ (¢t, C;, Cpy, Tin, X, D, U, Ty)

2: (p,) <—CENTER (C,[t])

3: t;=CREATETRI (C;[t(1)], C;[t(2)], ..., C;[t (M)])

4: (p;) —CENTER (;[t!])

5 (t;) —FINDTRI (p;, T;y,)

6 (@it}

7: forallt € Ty, do

8: (d(t)) oo

9: end for

10: (gbest) o

11: while Q # @ do

120 (©pop (@

13: (01, Po)— aregn{{nilgllBl (c(t,p), %, D, w, 1) — Pyl
p;ER™

14: if”po - pref” < &nin then

15: return (p;, Po)

16: end if

17: if”po - pref” < €pest then

18: (07, po)— (i Po)

19: (€pest) <_||po - pref”

20: end if

21: for all t* adjacent to t do

22: if d(t'") == oo then

23: d())—d(t) +1

24: (@ «Qut

25: end if

26: end for

27: end while

28: return (p;, py)

29: end procedure

4. Optimal Denetleyici Tasarimi (Optimal Controller Design)

Es. 5’te gosterilen giris tasarimi, sistem durumuna (x), yardimci
sistem durumuna (p), girigin sistem dinamigine etkisini temsil eden
vektor alanina (g(x)) ve giris agirhk matrisine (R) baglhdir.
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Denetleyicinin giris degerini hesaplarken x, g(x) ve R degerlerine
dogrudan erisimi vardir, ancak p yardimci durum vektoriine yoktur.
Bu sebeple, veri tabani olusturulurken, her kayit noktasi i¢in optimal
yolun o noktasindaki p degeri kullanilip u girisi hesaplanarak kayda
dahil edilmektedir.

Denetleyici, belirli bir x sistem durumu i¢in girigi veri tabaninda
interpolasyon yaparak hesaplar. Her denetleyici iterasyonunda, dnce
x degerini iceren iicgen ve bu degerin iiggen ilizerindeki konumu
Barisentrik koordinatlarda bulunur. Uggen iizerindeki bu sistem
durumu x;, € R™"! Es. 12°de gosterilmistir.
xp = [Xp1 Xp2 Xpn-1)]T (12)
Burada 0 < x3; < 1, liggenin i numarali kdsesinin agirhigint temsil
etmektedir. Barisentrik koordinatlarn  6zelli§i geregi x;,, +
" lxp; =1 oldugu igin x,, dolayh olarak n numarali késenin
agirhgim da igermektedir. Bu bilgileri kullanilarak denetleyici
tarafindan giris Es. 13°deki gibi hesaplanr.

u =TI + (1= 205 i )un (13)
Burada u;, tiggenin koselerindeki giris degerlerini temsil etmektedir.

Dolayisiyla girig, n boyutlu tiggenin koselerindeki giris degerlerinin
xpagirliklarina gore ortalamasi olarak hesaplanmusg olur.

5. Simiilasyon Sonuglar1 (Simulation Results)

Onerilen optimal denetleyici, asagidaki {i¢ boyutlu dogrusal olmayan
sistemin denetimi i¢in kullanilarak simiilasyonu yapilmistir (Es. 14).

—X1 + Xy
X1 —Xp +X1X3+ U
X1+ XX, — X3

X =

(14

Bu sistemin, Es. 1’de belirtilen forma getirildigindeki bilesenleri
asagida gosterilmistir (Es. 15).

—X1 + X
X1 — Xy + X1X3
X1+ XXy — X3

fl) =

0
g(x) = H (15)
0

Geri integrasyon yonteminin baslangic noktalarmin {izerinde
bulunacag: hiper-elipsoiti belirlemek iizere, sistem 0 noktasinda Es.
7 ile dogrusallagtirilarak Es. 6°daki A ve B matrisleri elde edilir (Es.
16).

-1 1 0 0
A=(1 -1 0|,B= 1] (16)
1 0 1 0

Es. 2’deki durum ve giris agirlik matrisleri Es. 17°deki gibi
secilmistir:

1 00

Q=0 1 of,R=[1] amn
0 0 1

Es. 9°daki ARE denklemi ¢oziilerek asagidaki P matrisi bulunur (Es.

18).

0.7639 0.8783 0.0898
0.2586 0.0898 0.4960

1.2307 0.7639 0.2586
P= (18)

Es. 3, Es. 4 ve Es. 5 kullanilarak optimal yardimer durum dinamigi
ve giris bulunur (Es. 19-20).

P1— X+ P — 1D —ps(x + 1)
p= P2 —P1— X2 — P3X1 (19)
P3 — X3t P2X
u=-p (20)

Dinamigin dogrusal olmayan dogasini gorebilmek i¢in Algoritma 1,
Ve=1e—7 ve 7, =0.005 olacak sekilde calistirilmistir. 20
iterasyon sonra olugan optimal yollar ve kiire lizerindeki liggenleme
Sekil 3’te goriilebilir:

Solda, optimal yollarin merkezdeki elipsoit yiizeyinden yola ¢ikislari
ve izledikleri yollar, sagda ise optimal yollarin lizerinde sonlandiklart
kiire ve bir sonraki baglangic noktasini secebilmek icin ihtiyag
duyulan iiggenleme goriilebilir.

Denetleyicinin performansini gostermek icin algoritma 60.000
iterasyon ¢alistirilmis ve optimal yollar yarigaplari artacak sekilde 8
katmanda kiirelerle kesistirilmistir. Bu kiirelerin yar1 c¢aplarn
[0,005 0,01 0,03 0,05 01 02 0,5 1] olacak sekilde
belirlenmistir. Yollar1 olusturan Algoritma 1, her katman i¢in en
biiyliik ticgen ¢evresi o katmana ait ¢Oziinlirliik smirinin altina
ininceye kadar calistirtlmustir. Bu sinirlar:
[0,003 0,003 0,005 0,005 0,01 0,02 0,05 0,1].

x107 x107
5 |I 5=
| .
% |I ///
N 0 04
//
/ ;
-5 -5
-5 -5 -5
i3 0 .
%10~ 9 %103 %1072
5 5
Y - X

Sekil 3. 20 iterasyon sonunda optimal yollar (Optimal paths after 20 iterations)
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Denetleyici, 1 KHz 6rnekleme frekansinda 10 sn. ¢alistirilmigtir.
Baslangic kosullar: x, =[0,8 —0,7 0,8]T olacak sekilde
belirlenmistir. Denetleyicinin performansini  degerlendirebilmek
icin, ayni sistem, dogrusallastirilmis sistem kullanilarak tasarlanan
bir LQR denetleyicisi ile de galistirilmigtir. Her iki sistemin sistem
durumlarinin  zaman igerisindeki degigimleri Sekil 4’te, sistem
giriglerinin  zaman igerisindeki degisimleri de Sekil 5’te
gosterilmistir.

- Dogrusal Olmayan Denetleyici
- Dogrusal Denetleyici

0.8

0.6

0.4

0.2

0.5

—
—

< -1

~ 06 U8
0o 04
X 0 2
).’
Sekil 4. Dogrusal olmayan ve LQR denetleyici ile durum vektor
yollar1 (State trajectories with the nonlinear and LQR controllers)

0.06

Dogrusal Olmayan Denetleyici
- Dpgrusal Denetleyici

0.04 |

0.02 .

002 |
0.04 }

-0.06

-0.08 ' ; ! :
0 2 4 6 8 10
1

Sekil 5. Dogrusal olmayan ve LQR denetleyicinin iirettigi girigler
(Generated inputs of the nonlinear and LQR controllers)

Sekil 4 ve Sekil 5’te goriildiigii gibi, dogrusal olmayan denetleyici
LQR denetleyiciye gore daha hizli tepki vermekte ve sistemin denge
noktasina daha kisa yoldan ulagmasini saglamaktadir. Her iki
denetleyicinin optimallik konusundaki etkinligini kiyaslayabilmek
icin caligtiklar1 siire boyunca durum vektdr normlart ile girig
normlarini toplamlar1 Tablo 4’te gosterilmistir:
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Tablo 4. Toplam denetleyici maliyetleri (Total controller costs)

[ie [z

46,6747  2,0242 48,6989
46,7976 2,1309 48,9285

Denetleyici

Dogrusal olmayan denetleyici
LQR denetleyici

6. Sonuclar ve Tartiymalar (Conclusions and Discussions)

Bu caligmada, Euler-Lagrange Geri Integrasyon yonteminin ii¢ ve
daha fazla boyutlu dogrusallastirilabilen, dogrusal girigli dogrusal
olmayan sistemlerde kullanilabilmesine yonelik yeni bir algoritma
sunulmugtur. Bu yontemin iki boyutlu sistemlerde kullaniminda
optimal yollarin belirlenmesi, bu yollarin baglangi¢ noktalarinin
seciminde durum uzayindaki bos bolgelerin karsilik geldigi elips
arklarmin ikiye boliinmesi gibi basit bir yontemde gerceklestirilir. Ug
ve daha fazla boyutlu sistemlerde ise bu yontem kullanilamaz. Bu
caligmada sunulan yontemde her iterasyonda durum uzayinin sinirini
belirleyen hiper-kiire yiizeyi liggenlere ayrilarak en biiyilik liggen
belirlenmekte ve bu iiggenin iginde sonlanacak optimal yolun
baslangi¢ noktas1 bir arama algoritmasi ve optimizasyon yontemi ile
bulunmaktadir. Daha sonra bu yollarin olusturdugu veri tabani
denetleyici tarafindan denetim ¢evriminde kullanilmaktadir.

Tasarlanan denetleyicinin {i¢ boyutlu dogrusal olmayan bir sistemin
denetiminde simiilasyonu gerceklestirilmistir. Ayni sistemin
denetimi daha sonra bir LQR denetleyici ile gergeklestirilerek her iki
denetleyicinin performansi kiyaslanmigtir. Sonugta, tasarlanan
denetleyicinin hem hata normu hem de uygulanan giris biiytikligii
acgisindan LQR denetleyiciye gore daha iyi oldugu gosterilmistir.

Optimal yollarin olusturulmas: yiiksek bilgisayar performansi
gerektiren bir algoritma ile gerceklestirilmektedir. Bu sebeple,
algoritmanin uygulanmasi 6ncelikli olarak {i¢ boyutlu bir sistemde
gergeklestirilmistir. Gelecek ¢aligmalarda 6nce sistemin dort ve daha
yiiksek boyutlu sistemlerde kullanilabilmesi igin optimal yollarin
olusturulmasinda kullanilan algoritmanin performansinin artirilmasi
hedeflenmektedir. Ayrica, gelecek c¢aligmalarda kullanilacak
dogrusal olmayan sistemin birden fazla denge noktasi lizerinde
caligabilmesi hedeflenecektir.
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