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Arastirma Makalesi

OZET
Makale Tarihgesi: Simetrik modiiller ve Exterior modiiller ile ilgili ¢aligmalar zellikle Degismeli
Eggﬂfi‘;}.lﬁ.;g%ézzgzzll Cebir alaninda arastirmacilara degisik bakis agilar1 kazandirmistir. Bu bakig
Online Yayl'nla'nm'a: 15.12.2021 acilarindan birisi de Simetrik ve Exterior modiillerin kararli ve yar1 karali alt

modillerinin cebirsel 6zellikleri ile ilgilidir. Bu modiil yapilarinin matematik ile i¢
ice olan Matematiksel Fizik gibi bagka alanlarda da kullanimi s6z konusu
olmaktadir. Bu ¢alismada, herhangi modiill homomorfizmalar1 i¢in Simetrik

Anahtar Kelimeler:
Simetrik modiil

Homomorfizma modiillerin yar1 kararli alt modllerinin ozelliklerini inceleyecegiz. Ayrica bu

Sonlu iiretilmis modiil makalede 6zel olarak karakteristigi sifir olan bir halka iizerindeki sonlu olarak

Halka iretilen modiill yapilarinin kararli olan alt modiillerinin bazi 6zellikleri

Simetrik modillerin tirevi incelenmistir. Son olarak da Yardimci Teoremler ile elde edilen bazi sonuglara yer
verilmistir.

A Note on Derivation of Symmetric Modules
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Syymwmetric module mathematics. In this paper, we will examine properties of semi stable submodules

Homomorphism of symmetric modules for any module homomorphisms. In addition, in this article,

Ei_nitely generated module some properties of stable submodules of finitely produced module structures on a
ing

ring with zero characteristic are examined. Finally, some results obtained with

Derivation of symmetric modules . .
i Auxiliary Theorems are given.
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Giris

Bir cebirin yiiksek dereceden diferansiyel operatorlerinin modiilleri ise ilk defa (Osborn, 1967) tarafindan
tanimlanmistir. Daha sonra benzer tanimlar Heyneman ve Sweedler (1969) in ¢alismalarinda goriilmektedir.
Bu konuda en kapsamli ¢alisma ise Nakai (1970) tarafindan yapilmistir. Tiirev modiilleri ve simetrik tiirev
tanimu ise ilk olarak Osborn (1968) tarafindan yapilmistir. Ayni konu iizerinde Vasconcelos (1968); Sweedler
(1975); Hart (1996); Bergman (1997) gibi birtakim matematik¢iler de ¢alismigtir. Ayrica Karakus (2021)’da

yine exterior ve simetrik modiillerin tiirevleri ile ilgili baz1 sonuglar elde etmistir.
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M karakteristigi sifir olan bir halka iizerinde sonlu iiretilmis bir modiil olsun. M Gzerindeki her e* modiil

homomorfizmas i¢in d (e*), S (M ) simetrik modulll Uzerinde bir tirevdir ve

p
d(e") XXX, = kZe* (X ) X Keeen X,
1

ile tamimlanir.

Bu c¢alismada, herhangi el* ,e; €M modiil homomorfizmalar1 icin d (ef )d (e;)Ag A sartin1 saglayan

S (M ) nin A alt modiillerinin 6zelliklerini inceleyecegiz.

Simetrik modiller kavrami birgok bilim insani1 tarafindan yillardir ¢aligilan bir konudur. Bu ¢alismada Greub
(1967), Lambek (1971), Huneke (1981), Sharp (2000)’den faydalanilmistir.

Hom ( M, M ) , M iizerindeki tiim modiill homomorfizmalarin olusturdugu kiime olmak iizere, M,
Hom ( M, M ) ile birlikte karakteristigi sifir olan bir R halkasi iizerinde sonlu iiretilmis bir R —modul olsun.

Aynca S(M)=> S"(M),M izerinde bir simetrik modil olsun. Her €"€Hom(M,M) igin
m=0

d (e*),S(M ) iizerinde bir tiirev olarak tanimlanir ve her P el AeRx;eM,j=12,..,p icin

d (e")xlxz...xp = ge* (% ) Xeee XXz X
d(e’)2=0

dir. Ac $(M) oldugunu kabul edelim. O zaman, A,

1) &" € Hom(R,R) igin d (") A< A ise kararls

2) el* ) e;‘ e Hom ( R, R) icin ise yar1 kararl olarak adlandirilir.

Bu ¢alismada, S (M ) simetrik modullerinin yar1 kararli alt modullerini ve 6zelliklerini inceleyecegiz.
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Simetrik Modiillerin Yar1 Kararh Alt Modiilleri

Bu kisimdaki ana teoremi ve ispatini vermeden Once asagidaki yardimci teoremleri ispatlayalim.

Yardimer Teorem 1: X, ¥;, Yy, Y €R,024€R ve f (X) =X+ AX® olsun. Ayrica

H= {11 (0)

ya da

H :{1, f(x), f(X)yp.... f () yk}u{yiyj 1<i<j< k} olsun. O zaman H tarafindan iiretilen S(M)

nin B alt modull yar kararlidir.

Ispat: Eger H ={1, f (X)} ise ispat asikardir. Biz ikinci durumu ispatlayalim. X=Y, , olmak (zere
Yii Yo Yo € Hom(R, R) R—modiil  homomorfizmalar1 ile  birlikte  Y;, Yy Y, €M ve

¢1=d(y:)eS(M),¢2 =d(yt*)eS(M) iki tiirev olsun. d;,d, € H alalm.

(d(yi) £ (x)) =(f' () =1+421 (x) B oldugundan

¢1(d1)¢2 (dz)e B (0.2)

dir. Dolaystyla @0, (dl) € B olur.

mZZ,gi eH,i=12,..,m icin §=0,0,...9,, ve h=glgz...gm_1 olsun. m>3 i¢in tiimevarimdan

faydalanarak

4(9,9,--9,,)%,(9,)<B (0.2)

oldugunu kabul edebiliriz. Dolayisiyla (1.2) den

¢1 (h)¢z (gm ) = (gm_1¢1(glgz...gm_2))
+(9192...gm_2¢1(gm_1))¢2 (gm) eB

dir. Tekrar tlimevarim yaparak

¢, (h)eB (0.4)

elde ederiz. (1.1), (1.3) ve (1.4) denklemlerinden
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¢1¢2 (g) = ¢1(h¢2 (gm)+ gm¢2 (h))
=@ (h)¢2 (gm ) +hgd, (gm ) + ¢1(gm )¢2 (h) elde edilir. Buise B nin yar1 kararli olmasi demektir.
+ gm¢1¢2 (h) € B

Yardimer Teorem 2: A, S(M ) nin yar1 kararh bir alt modtlti ve Y, Yy, Yy € R,0# ﬁv, i=12,...K olmak

k
uzere Y = Zﬂf, yf olsun. Ayrica X € M igin x +y € A olsun. O zaman asagidaki ifadeler dogrudur.
i-1

a) Her 1<i <K igin bir Xi' €M vardir dyleki Xi' + yi2 € A dur.

b) Xx=0 iken Y, Y5, Yp € A dur.
Ispat:

a)k>1ve Y, Y,,... Yy € Hom(R,R) igin ¥y, Y5, ¥, € R olsun.

k
Ac(x+y) =xt+2xy+> 22y*+2 > AAy?Y? oldugundan baz Qg € F,g; € R icin
i=1

1<i< j<k

v=d(y;)d(y;)(x+y)’

=g+, +1247y; +4iﬂlﬂf.yf €A
i-2
dir. Dolayistyla
V=42, (X+Y) =0, +(9, —44X)+8Ay} € A
olur. Buradan da acikca goriilecegi iizere F < A dir. Ayrica (8212 )_l(g1 —4AX) = X, € R oldugundan

Xi + yf € A dir. Benzer sekilde 2 <i <K olmak iizere baz1 X; €R icin Xi' + y,z €A dr.

b) nin ispati1 (a) nin ispatina benzer olarak yapilir.

k
h.h,...0 €R oimak tzere 0# 4 €R,i=12,....K icin heSZ(l\/l)simetrik modili Zi,hizolarak

i=1

yazilabilir.

Yardimer Teorem 3: A,S(M) nin yar1 kararli bir alt modili olsun. O zaman baz1 W < M igin
ANS*(M)=S*(W) dir.
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fspat: W,M nin en bilyiik alt modullerinden biri olmak tzere S? (W)g A olsun. Kabul edelim ki
he AnS? (W) ve hgS? (W) olsun. Yardimer Teorem 2(b) den, bir € € M vardir dyle ki €° € S* (W) ve

e’ e A dir. € € A oldugundan, W #0 ve 0=y eW icin y’e* € A olur. A mn yan kararl olusundan,

ye e A ve dolayisiyla A> S? (W + <e>) dir. Bu ise bir ¢eliskidir. O halde ANS? ( M ) =8° (W) dir.

Yardimer Teorem 4: W, M nin bir alt modiili, z € S° (M) ve r <( bir pozitif tamsay1 olsun. Eger

z¢ S (l\/l ) ise ei*,..., e;‘_r € Hom(R, R) R —modiil homomorfizmalar1 vardir 6yle Ki

dir.

r =1 i¢in bu Yardimci Teorem, Marvin Marcus da ispatlanmigtir.

Teorem: B,S (M ) simetrik modiliiniin yar1 kararli bir alt modiiliidiir ancak ve ancak
Ya, B=S(W) dir.

Ya, bazt W = M alt modiilleri igin B=>"S?" (W) dir.

m=0

Yada B, Yardimci Teorem 1 de belirtildigi gibi bir alt moduldr.

Ispat:
Gereklilik: Yardimci Teorem1’den agiktir.

Yeterlilik:
1.Durum: BAM =W #0 ve S*(W)cB oldugundan F< B dir. z€S'(M),z,#0,q>2 icin

q
Z= Z Z, € B olsun. Eger qtek sayrise F < B,BNM =W ve Yardimci Teorem 4’den z% € S° (W) dir.
i=1

q
Kabul edelim ki g ift say1 ve 0=weW olsun. O zaman zw=» zweB iken zwe S™ (W) olur.
i=1

Dolayistyla buradan da B =S (W) elde ederiz.
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2 -
2.Durum: BNM =0 oldugundan, eger B O(ZS' (M )j =F ise Yardimci Teorem 4’den B =F elde

i=0

2 2.
edilir. Simdi, B G(ZS' (M )j # F oldugunu kabul edelim. Buradan, F — B ve B G(ZS' (IVI )) #0

i=0 i=0

o q
oldugu kolayca gériiliir. Simdi; z' € S' (M) ve z, # 0 olmak iizere z = Z Z, € B oldugunu kabul edelim.
i=1

BNM =0 oldugundan Yardimci Teorem 4 e gore q ¢ift olmalidir. Dolayisiyla burada iki tane daha alt

durum ortaya ¢ikar:

AltDuruml: 0#u, eU,u, s? ( M ) olmak tizere B ,u, + U, formunda hi¢bir eleman igermesin. Yardimci

Teorem 3’den, bazi1 W < M alt modiilleri igin
BA(M+S*(M))=S*(W)  (05)

dir. Eger Q>4 ise, Yardimcit Teorem 4 ve Yardimci Teorem 5’¢ gore ze B ve F < B oldugundan

Z, € S (W) elde ederiz. Dolayisiyla tiimevarimdan da yararlanarak, Z = ZSzm (W) bulunur. Bu ise

m=0

B= z S?™ (W) oldugunu gésterir.
m=0

Alt Durum 2: 0=uU eM,u,eS?(M) olmak izere B,u,+U, formunda bir eleman: igersin.

K
V,V,,...,V, €M olmak lzere, o; #0,i=12,...k icin u, :Z:aivi2 yazariz. Yardimci Teorem 2’den
i1

dolay, Vl',vf,...,vl'< €M vardir oyle ki i =1,2,...,k igin Vi' +05ivi2 eB dirr BAM =0 veheri=12,..,k

olmak iizere, yar1 kararliliktan dolay1 V; € (V,) oldugu gériiliir. Dolayisiyla BAM =0 iken
U +u, = > (Vi + V) (0.6)

dir. Yani baz ij #0 dir. Bu yiizden bazi A€ R igin 0#XeM vardir 6yle ki X+ Ax? € B dir. Simdi,
W, M nin bir alt moduli olmak iizere Bm(SZ(M )): S?(W) olsun. o zaman ya W ={0} ya da W,
f (X)z X+AX*, f(xX)=1+2Ax ve H :{1, f(x), f'(x) Yireen f'(x) yk}u(Sz(W)) elemanlarina

sahiptir. Simdi, B nin H tarafindan iiretildigini gdstermeliyiz. 11k olarak, sunu belirtmeliyiz ki; her 1<i <Kk

icin
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f(x)y’ B (0.7)

dir. BMM =0 oldugundan X ve Y, farkli elemanlardir. Dolayisiyla, B ’nin yari kararliligi ve (1.7) den
2f (X) Yy, € B dir. Ayrica [H ] ) (M ) nin H tarafindan tretilen alt modulini godstermek tzere [H ] cB

dir. Bm ( M +S? (M )) C [H ] oldugunu gostermeliyiz.

0#uUeM,ceR olmak lizere u+cu® e B olsun. Eger U ve X farkli elemanlar degilse BAM =0 ve

X+ AX%,u+cu’ da farkl elemanlar degildir. Dolayisiyla U+ cu? € H “dir. Simdi, kabul edelim ki U ve X

farkli elemanlar olsunlar. X*,u” € Hom(R, R) icin
x*(x)=1, x(u)=0
u'(w=1, u(x)=0

olsun. O zaman,

/l(x+ﬁx2)+c(u +cu2)

1., . . , a1 , dir. Bu yiizden (Ax—cu)eW ’dur.
—Ed(x )d (u”)(x+Ax*)(u+cu )+§:(/1x—cu) eB

c(u+cu2):(/1x—cu)2+/1(x+/1x2)

0.8
- f (x)(Ax—cu) ©9)

ve (1.8) in sag tarafindaki her terim [H ] nin elemant oldugundan
u+cu’e[H] (0.9)
olur. Dolayisiyla (1.6),(1.8) ve (1.9) dan

B (M +8%(M))

(0.10)
[H]S S (4 Y Yoo Yi))

sonucunu elde ederiz.

92
q =4 ve timevarim yardimiyla B G[ZS' (M )j c[H] oldugunu kabul edelim. y,,, =X olmak tzere

i=0

Vi, Yo, Y, €M olsun. O zaman; Gq'n,q uzunlugundaki tiim azalmayan dizilerin kiimesi olmak iizere,

aeRigin z, = Z a, Yy, Y, dir. Kabul edelim ki, G, = {0{ €G,, 3, # 0} olsun.

aeGy
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Yardimei Teorem 4 ve (1.10) dan dolay1 her € G, igin a, < k +1 elde edilir. Buradan, her o € G, a; < k

icin

bulunur. Eger j ciftise,

a

2 =(100) "y,

Ja

dir. Eger j, tek ise

(a-i,-1)
J,=(f(x)) 1 YooY, T (%)

a

dir. Dolayistyla her o € G, i¢in J, € [H ] c B vebir c, eR icin,

Cd, =8, Yy Yo, €2.8' (M)

dir. Dolayisiyla

z— > ¢, d,

aeG,

1
qui + DAY Y, — 2 Cds
i-0

aeG, aeG,
c
i

Dolayisiyla B = [H ] dir.

-2

Ko

Si(M)ij

1l
o
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