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Ober die C — Summierbarkeİt der unendfichen 
Reihen

; von

(Mathematisehes Institut der Universitât Ankara)

Özet: Bu tezde, (C, 1) toplanatnlen seriler İncelenmekte v" Ş» teorem* 
ler ispatlanmaktadır ;

Teorem. 1. Sa^ serisi verilmiş olsun. Eğer
k

limiti mevcut ve 
^5.'v (^v —^v-1-1)

serisi toplanabilirse, ’StO.y, b.f serisi de (^, 1) tpplanabî- 
lirdir.

Teorem 2. £ğer (C, toplanabilen her seri {b.fy dizisi 
tarafından gine (C, 1) toplanabilen bir "Sıa.., b., serisine donûş- 
târ&luyorsa, (C, 1} toplanabilen bütün serilerden kısmi toplam­
ları sınırlı planların teşkil ettikleri cümleyi İSli İle gösterdi­
ğimize göre, 9R1 e oı7 (G, 1} toplanabilen ^a.^ serileri için teo~ 
rem I deki şartlar zarurî olarak sağlanırlar.

3. /SıOy serisi sınırlı kısmı toplamlara malik bu­
lansan oe (G, ly toplanabilir olsun. Eğer ib,^ dizisi monoton oe 
sınırlı ise, Sa^ b.^ serisi de (G, 1) toplanabilir.
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Teorem 4. = aj + 2a2 + • • • + «a.n
7"—1) _}- ... B„*:'"~'^

olduğuna göre, eğer sonlu bir m tam sayısı için
cc
2B,

1
•V

serisi (G, 1) toplanabilirse, "Sta,/ serisi de (C, l) toplanabilirlidir.

Son paragrafta teorem 3 ve 
maktadır.

teorem 4 hir misale uygulan-

Einleitung
İn dieser Note werden wir die (C, 1)—■ Summierbarkeİt einer 

Reihe der Form Sa^. by untersuchen. Ausserdem geben wir im 
§ 2 einen Satz, welcher bei der Feststellung der (G, 1) Summi- 
erbarkeit mancher unendlicher Reihen vielleicht niitzlich sein 
könnte. Einige der Sâtze des § 2 wollen wir spater auf die (G, 
■— Summierbarkeİt verallgemeinern.

Bekanntlich İst eine unendliche Reihe (G, k\ —summi- 
erbar zum Werte s, wenn bei festem & die Folge s strebt, 
wobei

S*^n
’n+k' 

k .

und 
Sn

ist*\ Öder, da
” “J” T(A-|-n;+ 1) 

r(^4-i)r(n + 1)

İst, so İst der gesuchte Grenzwert âquivalent für ein festes 
dem Grenzwert von

r(^ + i) Sn<"^
(n+l)"’

so dass wir sagen können:
Die notwendige und hinreichende Bedingung fir die (C, A) 

— Summierbarkeİt einer unendlichen Reihe İst die Ezistenz des

*) Vgl. [X] Seite 483.
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Grenzwertes von
(n + 1)

für ein festes k. Der Wert der ReiheJ
wird dann erhaiten durch Multiplication dieses Grenzwertes mit

Die Reihe Sa^ İst also dann und nur dann (G, 1) 
— summierbar zum Werte s, wenn

iim
^0 -F ^1 ~t- • • • +

n + 1

existiert und gleich s ist.
Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, <fie die 

Folge \b^} erfüllen muss, damit jede (C, 7) — summierbare Reihe
Soy in die (C, k} — summierbare Reihe Sa^ überführt wird
sind schon bekannt . Und zwar wurden diese Bedin-
gungen für den Fail —Z== 0, also für die gewöhnliche Kon- 
vergenz, von J. Hadamard [3] gegeben. Für den allgemeinen 
Fail, d. h. also für die (C, K) — Summierbarkeit der Reihe b^^ 
sind diese Bedingungen zuerst von I, Schur [4] als ein Satz 
ausgesprochen worden, der dann durch L. S. Bosanquet [5] und 
K. Knopp [6] bewiesen wurde.

§1. Einige Hilfsmittel,
Als Hilfsmittel stellen wir zunâchst einige Sâtze aus der The- 

orie der C —■ Summierbarkeit zusammen. Wenn man mit Schur und 
Knopp eine Folge (6^) vom Typus (C/, C*) nennt, die jede (C,/) 
summierbare Reihe in eine (C> k) summierbare Reihe b.^ 
überführt, so lautet der von Knopp [6] bewiesene Satz wie folgt:

Satz A. Die Faktorenfolge {by,) ist dann und nur dann 
vom Typus {Cı, Ck), k beliebig reel, l ganz) wenn 

= O
und

V
4- 00

İst.
Nun formulîeren wir 

'*'> Vgl. [21 Seite 97.

unsiren zmeiten Hilfssatz. 'Wir setzen
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c„~na, und bilden B„(‘) • •• B„^*^ aus c„. tvie ' - aus
a„., Dann gilt

Satz B*^.Eine notwendige und hinreichende Bedingung für
die (C, r + 1) — Summierbarkeît der Reihe 'Sıa. 
bestehet darin, dass die Reihe

OTO T-J- l —1,

n n

‘V .1

—1 (n-1)!n r + 1
>4-1 ,

*^n ____________________ v* _________________ ____

n ■“ (r + 2) (/■ + 3) • • • (n4"'"H"!)

konvergiert, öder, was dasselbe ist, dass die Reihe Sn~’' 
konve^iert.

Endlich brauchen wîr noch den
Satz C^*). Eine notwendige und hinreichende Bedingung 

für die {Q, \) — Summierbarkeit der Reihe 1,0^ mit den Teil-
summen Sj^ zur Summe s besteht darin, dass die Reihe 

n 24^
v="l

konoergiert und dass, wenn mit a„ und a die Teilsummen und 
die Summe dieser Reihe bezeichnet vjerden, die Beziehung

s —s„=:n(a — a„)4-o(l)

öder also

+Sn4-(«+ 1) • 4" 2 4- • • • ->s
n + 1

besteht.

§ 2. Die Sâtze.
Nun Beweisen wir den folgenden

Satz 1. Es sei die Reihe ^a.^ gegeben. llZenn der Grenz- 
wert 

k
(1) lim 2®v*v+l

‘ o
existiert und die unendlîche Reihe 

(2)

*) Vgl. [7] Seite 122.
**J Vjl. [1] Seite Ö04.
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(C, 1)—summîerbar İst, 
sammierbar, wobei

so İst auch die Reihe b.^ (C, i).—

= flo 4- uı 4" • • • 4~ > 5_j = O
gesetzt İst.

Beweis. Wir betrachten die Gleichung
k k

v=0 v=0
(^v +1) + Sfe6it+ı ,

die man öbrigens aus der Abelschen partiellen Summation mit 
Rücksicht auf s_ı = O sehr leicht ableiten kann *^ Wenn man 
jetzt die Teilsummen der Reihe by mit Zy bezeichnet, so ist

Zfl “<70 60 — Sg (60—■6i)4"?So^1>

1 1
Zı = = 2 ■’v {^v — ^v4-l) + «162 >

O 

2

O 

3

t'i — 2 — 2 '®v — ^v-j-l) 4" 1
o o

k&

2 2®V {^v "“^v+l) 4"'®* ^fc+l •
o o

Wenn wir nun diese Gleichungen addieren, durch â: + 1 divi-
dieren und dann für k 00 zur Grenze übergehen, erhalten wir

*

lim + Hm
M^û~^ı)+' • * + 2 — ^v4-ı)

ViFO 
+ 1+ 1

(3) + lim

İst jetzt der lim^—►(30 1 1

1 
A + l

fe
2®v •

o
1 2®v ^v+l vorhanden und die Reihe 

o
ce

Sv (^v ” ^v4-l) (C, 1) —summierbar, so İst nacb (3) auch die 
'O ■
Reihe '^a.^ 6^ (C, 1)—summierbar. Die Bedingungen des Satzes 
sind also hinreichend für die (C, 1) — Summierbarkeİt der Reihe 
Sa^"6y . Damit ist der Satz 1 bewiesen.

*> Vyl. ı.B. [1] Seite 328.
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Nun fassen wir die Menge aller(C, 1)—summierbaren Reihen ins 
Auge. Diese Menge bezeichen wir mit 3R. In dieser Menge gibt es 
natûrlicht auch Reihen mit unbeschrânkten Teilsummen, z. B. die 
gegen + oo bestimmt divergenten Reihen, die auch (C, 1)— sum­
mierbar sind*\ Es sei jetzt SKj die Untermenge von 3K, die nur 
Reihen enthâlt, welche (C, 1) — summierbar sind und beschrankte 
Teilsummen haben. Dann werden die Bedingungen (1) und (2) 
des Satzes 1 für die (C, 1)—Summierbarkeit der Reihe 
auch notwendig, wenn die Reihen der Menge Oîlj angehören. 
Das zeigen wir durch den folgenden

Satz 2, Wenn jede (C, 1) — summierbare Reihe ^a^ durch 
die Folge {b^) in eine (C, 1) — summierbare Reihe b^ über- 
fûhrt wird, so voerden für die der Menge 311, angehSrenden 
(C, 1) — summierbaren Reihen ^a^ die Bedingungen (1) und (2f 
des Satzes 1 notwendig erfüllt.

Be weis: Es sei Sa^ 6^ (C, 1) — summierbar. Da jetzt die 
Faktoren 6^ notwendig vom Typus (Cı, C,) sein müssen, so ist 
nach dem Satz von Schur — Knopp 6^ = 0(1) und

2 *1 I H- 00 • Es existiert also İim = 6 **\ Nuıı bet-
Ve«ı

rachten wir von der Menge aller solchen (C, 1) — summierbaren
Reihen die Untermange, die von den Reihen der Menge
9Î11 und von den selben Faktoren 6^ gebildet wird. Nach Vo- 
raussetzung haben die Reihen beschrânkte Teilsummen und 
sind (C, 1) — summierbar. Daher existiert der Grenzwert

k
İim Ş —A(a)«

o

Mit der Bezeichung A.{a} wollen wir andeuten, dass dieser 
Gren2wert von der Reihe abhângt. Andererseites stehen in 
der Schema

') Mit der Summe 4-00 natürlich.
Vgl. [6] Seite 72.



summierbarkeît DER UNENDLICHEN REIHEN

^0 
1

2

3

^0 
4

^1 
2

Ji.
3

^1
4

^2
3

«3
4 4

t-

^8

n + 1
st 

n +1
Sn 

n 4- 1

a) in jeder Spalte Nullfolgen.
nach Voraussetzung beschrânkt, also für jedes n, 

1 s„ I < K İst, so gibt es eine Konstante (nâmlich die Konştante 
K), so dass die Summe der Betrâge der Glieder einer jçden

b) Da s,

Zeile, also für jedes n die Summe

. I gp I
n + 1 +

I ^1 I

1 + • • • + I I 
n + 1

.< K

bleibt. Daher existiert nach dem Cauchy — Toeplitzschem Satze 
der Grenzwert

k
iim ~ S^vA-ı-ı-

V=»o

ÛO
Nach (3) İst also auch die Reihe —^v4-l) 1) “ sum-

mierbar, w.z. b. w.
Nun können wir mit Hilfe dieser beiden Satze den folgen­

den Satz aussprechen:

Satz 3. Die Reihe habe beschrcmkte Teilsummen und 
sei (C,l) — summierbar. İst dann die Folge {b^ monoton und 
beschrânkt, so İst auch die Reihe b^ summierbar.

Denn, die Reihe 2(6^ — ist jetzt absolut konvergent, 
also die Reihe [b^ sog&r absolut konvergent. Nach
den Ausführungen des Sat^es 2 İst der
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lim 1
₺ _>.!» k + 1

k
2 ^v+l 
o

vorhanden. Mit Rücksicht auf Satz 1 folgt die Behauptung.
Auch dieser Satz könnte, wie im §3 mit einem Beispiel ge- 

zeigt wird, bei der Feststellung der (C, 1)—; Summierbarkeİt der 
unendlichen Reihen nützlich sein.

4 Zum Schluss betrachten wir in diesem Paragraph die Rçihen 
der Form und wollen mit Hilfe der Reihen deren (C, 1) —
Summierbarkeİt schon bekannt sind, die (C, 1) Summierbarkeİt 
der gegebenen Reihe feststellen. Zu diesem Zweck beweisen 
wir den

ıVai* 4. l^enn die Reihe

fiîr ein endliches ganzes m
-die Reihe 'S.a,) (C, 1) — summierbar. 

Be we i s. Es İst

“ ByW

2j——-
t

(C, i} summierbar isi, so ist auch

Bı(“-*>
1

+
2

VBy('"-*)
V

Es sel jetzt S(C, 1) — summierbar. Dann ist nach Satz C 

in §î die Reihe
00

2
BOy

also auch die Reihe
T V • V

B (■")__7'y__
^v(v+l)
00

konvergent*\ Daher ist nach Satz B in § 1 die Reihe 
Denn da

ByC”)
v(v+ 1) V. V

V
v4-1

İst und die Reihe hv^,ı) mit hy absolut konvergiert so ist nach

dem Kriterium vött Du Bois—Raymond auch die 'Reike S 

gent. Vgl. auch [8J.

ByC”)
v(v + 1)

fconver-
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CO
2 
1

(4)
B (”-1)

V

(G, 1) — summierbar. Nun gehen wir einen Schritt weiter: 
die Reihe (4) (C, 1)— summierbar ist, so ist nach Satz C 
Reihe

Da 
die-

00 
s 

1

____

V • V

also auch die Reihe
00

2
1

konvergent. Es ist aber
v-(v-l-l)

■~î
2B2(’"-«

2+ V

Also İst die Reihe

S
B ("-a)*-'v

1

(C, 1)— summierbar. So fahren wir fort. Schliesslich erhaiten 
wir, dass die Reihe

00 o

1 V

(C, 1) — summierbar ist. Dann ist nach Satz C

2?^
00

T V*V
also auch die Reihe

Q0 B,
S
t v-(vH-l)

konvergent. Daher ist nach Satz B die Reihe
2« V

(C, 1)—summierbar.
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§ 3. Anwenduog

Wir betrachten die Reihe
OD

= 2 (- ır~'' 
1

2v—1

7
(5) 11

2 ■*" 3 4 5 ¥■*■= 1 3 5 9

Diese Reihe ist sicher divergent, da das allgeıneine Glied nicht 
gegen Null strebt. Um zu zeigen dass sie (C, 1) — summierbar 
İst, wenden wir zunâchst den Satz 3 an. Hier İst

Sav = 2(-1)',v-ı 2v —1
V1

Da die Reihe (C, 1) summierbar ist und beschrânkte Teil­
summen hat, und die monoton und beschrânkt sind, so ist 
nach Satz 3 auch die Reihe (5) (C, 1) — summierbar.

Auf das selbe Beispiel wollen wir endlich den Satz 3 an- 
wenden. Wir betrachten also wieder die Reihe

(5) Say = 1 -1 + I - ^ + - ... (- If-’■1 2v -1 
V

Hier İst
Bı = l.

3B3 = 1-2.^=-2,

5 + • • •

3 5B3=1-2-^ + 3- -|=3 ,

B, = (- D’■v-l • V ■

Die Reihe V = 1 — 1 + 1 —14—İst aber (C, 1) —sutn- 

mierbar. Nach Satz 4 ist also auch die Reihe (5) (C, 1) — sum­
mierbar.
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