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Uber die C — Summ:erbarkent der unendhchen
: Relhen
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Berki YURTSEVER
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 Ozet: Bu tezde (C 1) toplanabilen seriler mcelenmekte ve gu teorem-
- ler ispatlanmaktadir ¢~

Teorem'.v 1. _Ea serisi verilmis olsun. Eger

T JL“ZEHZSV bt
 limiti mevcut ve o .
' Ssy (by — by41)

serisi (C, 1) toplanabllzrse, Sa, b, serisi de (C 1) toplanabx- g
lirdir. . '

Teorem 2. Eger (C,’_l) : toplqndbilen her seri (b,) dizisi
. tarafindan yine (C, 1) toplanabilen bir Za, b, serisine . donis- .
tardldyorsa, (C, 1) toplanabilen biitiin serilerden kismi toplam- .
lart siurly olanlarin teskil ettikleri . cimleyi M, ‘ile gosterdi-
gimizc gore, My e ait (C, 1) toplanabilen Za, serileri icin teo~
“rem 1deki sartlar zaruri olarak saglanzrlar.‘

- Teorem 3. Za, serisi sinwrly kismi toplamlara malik 'bu-

lunsun ve (C, 1) toplanabilir olsun. Eger (b,) dizisi monoton ve
stnirly ise, Zav b, serisi de (C 1) toplanabzlzr
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Teorem 4. BV =1a; + 2a;+ -+ + na, :
' B, = B,(m1 4 ... 4 B,(m-D '
olduguna gore, eger sonlu bir m tam sayist igin -

ZB (m)

serisi (C, 1) toplanabzlzrse, Z‘av serisi de (C, 1) toplanabtlzrlzdzr

, Son paragrafta teorem 3 ve teorem 4 bxr misale uygulan-
maktadir. :

Einleitung
In dieser Note werden wir die (C, 1) — Summierbarkeit einer
Reihe der Form Za,. b, untersuchen. Ausserdem geben wir im

§ 2 einen Satz, welcher bei der Feststel]ung der (C, 1) Summi-
erbarkeit mancher unendlicher Reihen wvielleicht niitzlich sein
_konnte. Einige der Sitze des § 2 wollen wir spater auf die (C, k)
— Summierbarkeit verallgemeinern.

Bekanntlich ist eine unendliche Reihe Za, (C, k) — . summi-

erbar zum Werte s, wenn bei festem k die Folge C. (")—>s strebt,
wobei '

s"uc) |

n4k .
("x%)
S =D 4 §,k=D f ... f S *=D =G B =8O
ist®. Oder, da 4

C,0 =

und

n+4-k\ . I‘(k—Fn"—I—l)
("¢ )=ratire s

ist, so ist der gesuchte Grenzwert aquwalent fir ein festes &
dem Grenzwert von

(&)

Tk D

so dass wir sagen konnen _
Die notwendige und hinreichende Bedmgung fir die (C, k)
- Summlerbarkelt einer unendlichen Reihe ist die Ex1stenz des

*) Vgl. [1] Seite 488.
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(k)

Grenzwertes von( S+ 1)" fiir ein festes k. Der Wert der Relhe

wird dann erhalten durch Multiplication dieses Grenzwertes mit

, I‘(k—[—l) *).  Die Reihe Ea-\,'ist also dann und nur dann (C, 1)

— summierbar zum Werte s, wenn

. Sot-s 40 Fs,
nllinoo n41

existiert und gleich s ist.

Die notwendigen und hinreichenden Bedingungen, die die
Folge (b,) erfiilllen muss, damit jede (C, /) — summierbare Reihe
Za, in die (C, k) — summierbare Reihe Za, b, iberfihrt wird
sind "schon bekannt (0 <<k <{Il). Und zwar wurden diese Bedin-
gungen fiir den Fall k=17==0, also fir die gewdhnliche Kon-
vergenz, von J. Hadamard [3] gegeben. Fiir den allgemeinen
Fall, d.h. also fiir die (C, K) — Summierbarkeit der Reihe Za, b,
sind diese Bedingungen zuerst von I. Schur[4] als ein Satz
-ausgesprochen worden, der dann durch L. S. Bosanquet [5] und
K. Knopp [56] bewiesen wurde.

§ 1. Einige Hilfsmittel.

Als Hilfsmittel stellen wir zunichst einige Sitze aus der The- -
orie der C — Summierbarkeit zusammen. Wenn man mit Schur und
Knopp eine Folge (b,) vom Typus (C,,C;) nennt, die jede (C,1)
summierbare Reihe’ Za, in eine (C, k) summierbare Reihe Za, b,
iberfiihrt, so lautet der von Knopp [6] bewiesene Satz wie folgt:

Satz A. Die Faktorenfolge (b,) ist dann und nur dann
vom. Typus (C,, Cp), (0=Sk=<, k beliebig reel, | ganz) wenn

b, = O (v*)
und |

Zvl | Al*1p, | < 4 o0
v

ist. . v
Nun formulieren wir unscren zweiten Hilfssatz. Wir setzen

% Vgl. [2] Seite 97.
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¢,=na, und bilden B, -..B,® aus c, wie S,V--- S,® aus
. Dann gilt '

Satz B¥®. Eine notwendige und hinreichende Bedingung fur
die (C, r + 1) — Summierbarkeit der Rezhe Za,, wor + 1>-1,
bestehet darin, dass die Keihe

Zn‘l— +1>—IB<f> 5 | (n— 1!

r+1 ) (r+2)(r+3)-- (n—{—-r-{—l)
konvergiert, oder, was dasselbe ist,dass dze Rezbe Zn" 2B, ®
kom}erglert :

Endlich brauchen wir noch den

‘Satz C**). Eine notwendige und hinreichende Bedingung
fir die (C,1)— Summierbarkeit der Reihe Za, mit den Teil-

summen s, zur Summe s besteht darin, dass die Reihe

@
ﬁav

va] Vv

konvergiert und dass, wenn mit 6, und  die Teilsummen und
die Summe dieser Reihe bezeichnet werden, die Beziehung

s—s,=n(s—3,)+o(1)

oder also

R R [

besteht.

-§ 2. Die Satze.

Nun Beweisen wir den folgenden

Satz 1. Es .sei_die Reihe Za, gegeben. Wenn der Grenz-

. wert

(1) ‘ kl_‘:l:o k+1 2_. syb -1

existiert und die unendliche Rezlze

(2 - s, (bv —bv+1)'

*) Vgl. [7] Seite 122.
**) Vgl. [1] Seite 504.
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(G, 1)'?-:umm;erbar ist, so ist auch die Reihe Za, b, (C, 1) — '
-summierbar, wobei »

—a0+a1+ —{—ay, s_,--O

gesetzt ist.

Beweis. Wir betrachten die Gleichung,

Zav by = st 6y — V+ 1) + sebrat »

v==(

die man ﬁbrigeps aus der Abelschen partiellen Summation mit
Riicksicht auf s_; = 0O sehr leicht ableiten kann*. Wenn man
jetzt die Teilsummen der Reihe Za, b, mit ¢, bezeichnet, so ist

to==a by == 50 (by—by) + 5 by,

_ 1 1 .

=20y by = Z‘v (bv —-bv—{-l) + s18y, -
0

2
f2=§0: ay b ZSv by — bv+1) + sabs ,

--------------------

-k k
tk:zav by =23v (by ~— by 1)+ bk+1 .

~ Wenn wir nun diese Gleichungen addieren, durch k+ 1 divi-
dieren und dann fir k> o zur Grenze iibergehen, erhalten wir

so(by "‘bl)+ -+ 2 Sv bv-{-‘-l)

_lim t°+t1 + - M= lim V=0 L
ko k + 1 L ko k —-l—-’l
‘ \ .

N . ~,|: i J*st bv+1 ‘

Ist jetzt der hm  IF 1 > by11 vorhanden und die Reihe

Z sy (by — by41) (C, 1) —summierbar, so ist nach (3) auch die

Relhe Sa, b, (C, 1) — summierbar. Die Bedingungen des Satzes

sind also hinreichend fiir die (C, 1) — Summierbarkeit der Reihe
2a, b, . Damit ist der Satz 1 bewiesen. :

*) Vgl z. B. [1] Seite 323.
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Nun fassen wir die Menge aller(C, 1)—summierbaren Reiben ins
Auge. Diese Menge bezeichen wir mit 9. In dieser Menge gibt es
natiirlicht auch Reihen mit unbeschrinkten Teilsummen, z.B, die
gegen + o bestimmt divergenten Reihen, die auch (C, 1) — sum-
mierbar sind®). Es sei jetzt M; die Untermenge von 9, die nur
Reihen enthilt, welche (C, 1) — summierbar sind und beschrinkte
Teilsummen haben. Dann werden die Bedingungen (1) und (2)
des Satzes 1 fir die (C, 1) — Summierbarkeit der Reihe Za, b,
auch notwendig, wenn die Reihen Za, der Menge M, angehdren.
Das zeigen wir durch den folgenden

Satz 2. Wenn jede (C,1) — summierbare Reihe Za, durch
die Folge (b,) in eine (C, 1) — summierbare Reihe Za, b, iiber-
fiihrt wird, so werden fiir die der Menge M, angehérenden
(C, 1) — summierbaren Reiken Za, die Bedtngangen (1) und (2)
des Satzes 1 notwendig erfiillt.

Beweis: Es sei Za, b, (C, 1) — summierbar. Da jetzt die
Faktoren b, notwendig vom Typus (C;, C,) sein miissen, so ist
nach dem Satz von Schur — Knopp 4, = O(1) und
iv | A%, | <+ oo+ Es existiert also lim b, = 5**). Nun bet-
Vam ’
raéhten wir von der Menge aller solchen (C, 1) — summierbaren
Reihen 2a, 4, die Untermange, die von den Reihen der Menge

9M; und von den selben Faktoren b, gebildet wird. Nach Vo-
raussetzung haben die Reihen Za, beschrinkte Teilsummen und
sind (C, 1) — summierbar. Daher existiert der Grenzwert

x

lim —— = A(a)-

Mit der Bezeichung A (a) wollen wir andeuten, dass dieser
Grenzwert von der Reihe Za, abhingt. Andererseites stehen in
der Schema v '

¥) Mit der Summe + ®© natiirlich.
) Vgl [6] Seite 72,
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S,
1

So - s

2 2 f
S Y _
3 3 3 :
S S S S
4 4 4 4 ’
S0 _S_i__ _5n

n+1 n41 n-41

a) -In jeder Spalte Nullfolgen

'b) Da s, nach Voraussetzung beschrinkt, also fiir 1edes n, -
|'s, | <K ist, so gibt es eine Konstante (nimlich die Konstante
K) » 8o dass die Summe der Betrige der Glieder einer. }eden L
Leile, -also fiir 1edes n die Summe o -

| sol 15| . lSnI
axitarFitot <K

bleibt. Daher eXistiert nach dem Cauchy——Toephtzschem Satze
der Grenzwert

k
: s, b
lim k+ 1 — Sy ’V+1

pare)
Nach (3) ist also auch die Reihe st (bV —bv41) (C, 1)—-3u_m-

- mierbar, w.z.b. w.
Nun kénnen wir mit Hilfe dleser belden Sitze den folgen-
den Satz aussprechen A
Satz 3. Die Reike Za, habe bescbmnkte Tezlsummen und
sei (C, 1) — summierbar. Ist dann die Folge (b;) monoton und
“beschrdnkt, so ist auch die Reihe Za,b, summterbar
Denn, die Reihe E(b '"'"bv+l) ist jetzt. absolut konvergent,
also die Reéihe Xs, (by#=by ) sogar absolut konvergent Nach
* den- Ausfuhrungen des Satzes 2 ist der ' :
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llm k+128\, V+1

k—+°°

vorhanden. Mit Riicksicht auf Satz 1 folgt die Behauptung
. Auch dieser Satz kdnnte, wie im §3 mit einem Beispiel ge-
zeigt wird, bei der Feststellung der (C, 1)——Summlerbarkelt der
unendlichen Reihen niitzlich sein..
* Zum Schluss betrachten wir in diesem Paragraph die Rglhen
der Form Za, und wollen mit Hilfe der Reihen deren (C, 1) —
va_ummlerbarkeIt schon bekannt sind, die (C, 1) Summierbarkeit
der gegebenen Reihe feststellen. 'Zu diesem Zweck beweisen
wir den (

Satz 4. Wenn die Reihe
o aBw

1 v

f

fiir ein endliches ganzes 'm (C, 1).— summierbar zst, so ist ‘auch
die Reihe Eav (C, 1)—summzerbar

Beweis. Es ist :
B,™ =B,(™1 4 ...4 B (")

B | 2B,»D ' vB,(m=1)
S 1 + 2 toee v

, o B , ~ , -
Es sei jetzt ;-—%— (C, 1) — summierbar. Dann ist nach Satz C
in §1 die Reihe -

- = B,

1 V-V
also auch die Reihe
= B,™
gv—(wl)
konvergent®). Daher ist nach Satz B in §1 die Reihe

*) Denn da . . :
By(™  Bym
v(v+l)—-5 V.v‘V v+ 1
ist und die Reihe Z(by— by4.1) mit by=_"

. v

absolut konvergiert so ist nach
By(™
Y1) -

+1

dem Kriterium von Du Bois-j-R.aymond auch dieF'Reihe T e

gent. Vgl, auch [8].

kon ver-
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@ Bv(m_x)’

(4)

1 v

(G, 1)—summlerbar Nun gehen wir einen Schritt weiter: Da
die Reihe (4) (C, 1) — summierbar 1st, so ist nach Satz C die-
- Reihe v v
) By(m_])

e e

3 T vew
also auch die Reihe
o ' B (m=1)

).
konvergent. Es ist aber ‘ :
B, "V =B,"-? 4 ... 4+ B (™ ,
: B  2B,™2 VB, ("D

e

" Also ist die Reihe
' . B (M2)

22—
(C, 1) —summierbar. So fahren _ wir fort.. Schliésslich -erhalten
wir, dass die Reihe _ ‘
. v - B,
3y
(C, 1) — summierbar ist. Dann ist nach Satz_ C
. B,
vy

v“M a

<~

also auch die Reihe
B,
- : Ty (v+1) ‘
konvergent Daher ist nach Satz B die Reihe
, Sa,

M8' ‘

(C, 1) — summierbar.
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§3 ‘Anwendung
Wir betrachten die Reihe

- 2y —1
Za, b, = 21 (— 1y -1, vv
: . 3,5 7.9 11,
(5) | _—1—.2_+,3__I+?_.6_+_

Diese Reihe ist sicher divergent, da das allge’meiné Glied nicht
gegen Null strebt. Um zu zeigen dass sie (C, 1) — summierbar
ist, wenden wir zunichst den Satz 3 an. Hier ist

Zay =S b =20

v

Da dle Relhe 2a, (C, ]) summierbar ist und beschrinkte Teil:
summen hat, und die 4, monoton und beschrinkt sind, so ist
nach Satz 3 auch die Reihe (5) (C, 1) — summierbar.

Auf das selbe Beispiel wollen wir endlich den Satz 3 an-
wenden Wir betrachten also wieder die Reihe )

=143 1 v~12“ ...

Hier ist

Blv_lﬁ

‘ 3

Bz=1—277=——2,

3 5

B,=1—25+3.3=3,

13_(—1)“-1

(1) : .
Die Relhe =1—14+1—14 — ... ist aber(C, 1)‘-—sum- .

mnerbar Nach Satz 4 ist also auch die Reihe (5) (C, 1) — sum-
mierbar.
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