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Ozet: Ugiinci nevi Bloch fouksiyonlar1 hakkinda. Ugiincii nevi Bloch
fonksiyonlar1 ilk defa olarak R. M. Robinson [!] tarafindan tarif edilmigtir.
Bualarin hakkinda Teorem 2 yi[l] ispatlamigtir. Ispatsiz olarak ta bizim bu-
rada ispatint vermis oldugumuz neticeyi soylemigtir (§8). §4 de Birim dai-
resinde analitik w==f(2) =2z ... foaksiyonlarinia bir alt smifi ile ilgili
yeni bir € Sabiti tarif ediyoruz ve gésteriyoruz ki A>G.

Résiimé : Les founctions de Bloch de la troisidéme espéce ont été intro-
duites par R. M. Robinson [!] qui a établi &3 leur sujet le Théoréme 2[1]. I
a annoncé le résultat (§3 de cette note) que pous nous proposons de dé-
montrer. Au §4 nous considérons les fonctions w=f(z) =z +... analyti-
ques dans le cércle unité pour lesquelles nous définissons une nouve“e cons-
tante € et nous montrons que A>¢.

1. Soit
(1) w=f()=z+--

une fonction de Bloch de la troisitme espéce donnant la repré-
sentation conforme de |z | <1 sur un domaine simple R.

Si la frontiére de R comprend un arc analytique on est dans
le cas du Théoréme 2['] (voir cependant notre remarque 2 la fin
du §3).

D’un autre cbté la frontiére de R ne peut contenir d’arc qui
n’est pas suffisamment régulier de fagon i permettre i un cercle
A de rouler le long de cet arc a I'intérieur de R. Car dans ce
cas il y’aurait un point P sur cet arc et un voisinage dé P dans
R qui n’est pas coupé par un cercle 2. On peut alors prolonger
R au dela de P en la région R’ DR sans avoir augmenté lé ra-
yon des cercles contenus dans R.

Soit
2) W=az4... , &réel,
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la fonction donnant la représentation conforme de R’ sur
| z| <1. 1l est aisé de voir que « > 1. En effet la fonction (2)
représente R conformément sur une partie (2') de | z | < 1.
Avec les nouvelles notations (2) s’écrira

@y w=oz 4 -

Ensuite nous représentons | z | <<1 conformément sur (z') au
moyen d’une fonction de la forme

3) ' =fz+4 .- , P réel,
D’aprés le Lemme de Schwarz § << 1.

En combinant (2)° et (3) on obtient w = afz 4.+ c’est a
dire la fonction (1). D’olt af = 1 et par suite « > 1. La propo-
sition finale s’établit immédiatement par I’absurde.

Il ne nous reste plus qu’a considérer le cas intermédiaire,
c’est a dire le cas d’un arc frontiére qui n’est pas analytique
mais qui cependant est suffisamment régulier de fagon a permettre
a un cercle A de rouler le long de l'arc a Vintérieur de R.
Pour simplifier le langage un tel arc sera dit un arc de fronti-
ére admissible. Il s’agit de montrer que la frontiére de R ne
peut pas non plus contenir d’arc de frontiére admissible.

2. Citons tout d’abord deux Lemmes.

Définition. Nous entendons par rayon intérieur d’une région
R par rapport a2 un point a de R le nombre ? > 0 tel que
| z | << p peut étre représenté sur R au moyen d’une fonction

de la forme a + 2 +---

Lemme 1. Soit R(0) la région obtenue en modifiant la fron-
tiere de | z | <1 comme suit. Remplacer 'arc du cercle unité joig-
nant e , =% par la corde qui le sous-tend. Alors le rayon
intérieur de R(9) par rapport a l'origine est

(m —0) sin nh/(x — )
7 sin 0
En effet il suffit de remplacer dans le lemme 1[!] de R. M. Ro-
binson « par (1 —0)/xn.

Pour les valeurs de 6 suffisamment petites la fonction qui
donne la représentation conforme du cercle unité sur R(8) est
de la forme

A ) =(1—0Br)x - .
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Lemme 2. Le rayon intérieur de la région R(¢), par rapport
a D'origine, obtenue de | z | << 1 en ajoutant I'intérieur du cercle

passant par e, e=? orthogonal au cercle unité et supprimant
les points z>x 1 — ¢/3 est plus grand que 1 si¢ est suffisam-
ment petit. D'une maniére plus précise il est de la forme 1+kg®
ot k est une constante positive indépendante de .

En effet, la premiére partie du Lemme est due a R.M. Ro-
binson, quant a la seconde, elle s’obtient par un calcul facile.

3. Soit w = f(z) =z +--- une fonction de Bloch de la
Troisidme espéce donnant la représentation conforme de | z | <1
sur un domaine simple. Soit ¥ un arc de frontiére admissible.
D’aprés un Théoréme de Carathéodory la transformation est
continue et biunivoque sur y. Donc a deux points voisins sur y
correspondent sur | z | =1 deux points voisins A et B. D’oua
au segment de droite AB correspond dans R un arc analytique
PQ qui peut &tre confondu avec un segment de droite ], lors-
que les points P et Q sont suffisamment rapprochés.

Si R(0) désigne la région du Lemme 1, la fonction

g(x) = (1 — 0%3m) x +- -
donne la représentation conforme de | x| << 1 sur la région R’
obtenue de R en remplagant Parc de frontiére admissible PQ
par le segment de droite J(c’est & dire en supprimant la région
déterminée par v et J). Soit A’B’ I'arc de cercle | x| =1 cor-
respondant 4 J. La fonction g(x) peut &tre continuée analytiqu-
ement a travers A’B’ dans une petite région limitée par un arc
de cercle passant par A’ et B’ et orthogonal 3 | x|=1. En
faisant tourner le cercle autour de son centre si cela est néces-
saire soient ¥ , ¢—? les affixes de A’ et B’ respectivement.
La fonction g(x) est univalente dans la région R(p) du Lemme 2
qui est représentée conformément sur la région R’ obtenue de
R’ en remplagant l’arc de frontiére analytique J par un nouvel
arc analytique K, extérieur & R’, qui est approximativement un
demi cercle de diamétre ] et par une coupure L faite le long
d’un arc analytique qui est approximativement un segment du
diametre de K perpendiculaire 2 J, de longueur égale a peu prés
au deux tiers du diamétre de K.
Le Lemme 1 montre que

x=(1+ ke?)g+---
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ou § = A'(1, 8)y avec A'(1,08)—>1 lorsque 6->0.
D’ot la fonction
w = (1 — 8%3n) (1 + ko3/A (1, 8))g + - - -
qui pour 6 suffisamment petit s’écrit
w=(1+ k6)y+---

représente conformément R” sur | y | << 1 tout en restant uni-
valente dans le cercle units.

La fonction w(y) montre que le rayon intérieur de R’ par
rapport a Porigine est plus grand que 1. Il s’en suit que R’
doit contenir des cercles de rayon plus grand que . D’un autre
coté loperation qui consiste 4 remplacer J par K et L ne peut

augmenter le rayon des cercles U lorsque § est suffisamment
petit.

Nous pouvons donc énoncer le résultat général suivant an-
noncé par R, M. Robinson.

Théoréme. Toute fonction de Bloch de la troisiéme espéce
représente conformément | z | <<1 sur un domaine simple R
comprenant tout le plan tel que tout point du plan est ou bien
un point intérieur ou bien un point fronticre.

Remarque. Il est clair que notre démonstration peut étre
rendue valable indépendamment du Théoréme 2 de R. M. Robin-
son. Il suffit en effet de tenir compte explicitement de la con-
dition que les points de vy (qui peut &tre maintement un arc
analytique) sous considération sont limites de points qui ne sont
ni points frontiéres ni points intérieurs. Ceci étant reppelé le
Théoréme de R. M. Robinson se trouve maintenant inclus dans
le résultat general.

4. Définition. Par systémes d’arcs analytiques nous enten-
dons un ou plusieurs arcs analytiques en nombre fini issus d’un
méme sommet et satisfaisant aux conditions suivantes.

1. Deux arcs appartenant 3 un méme systéme ou a des sys-
témes différents ne se coupent pas 3 distance finie.

2. Dans chaque systéme il est possible qu’un et un seul arc
puisse s’étendre jusqu’a Pinfini, Dans ce cas nous dirons que le
systéme posséde un arc infini, donc wun arc¢ fini dans le cas
contraire.
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Considéroas les fonctions w = f(z) = z+ -+ - qui sont analy-
tiques dans Je cercle unité telles que les surfaces de Riemann
engendrées par w couvrent le plan entier coupé suivant des
systémes d’arcs analytiques. En plus on suppose que ces surfa-
ces ne possedent aucun point de ramification et que les syste-
mes d’arcs analytiques sont en nombre fini dans toute partie
finie du plan.

L’ensemble des fonctions w = f(z) se subdivise en deux
Classes C et S. A la premiére classe C appartiennent les fonc-
tions w = f(z) qui ne sont pas univalentes dans le cercle unité
tandis qu’a la deuxieme classe S appartiennent les fonctions qui
sont univalentes dans le cercle unité.

Définition. Soit €' = §’(f), la borne supérieure des rayons
des cercles contenus dans le plan coupé relatif 3 fEC. € est

définie comme étant le minimum des nombres €' D’aprés un
théoréme de R. M. Robinson[] et [4] :

LLE

ou L est la constante de Landau.

Définition. Soit & = &'(f), la borne supérieure des rayons
des cercles contenus dans le plan coupé relatif a fES. © est
définie comme étant le minimum des nombres &'.

D’aprés le théoréme du §3 & =9 ou U est la constante de
Landau relative aux fonctions w = f(z) =z + - - - qui sont uni-
valentes dans le cercle unité. Désignons par fe toute fonction

extrémale attachée 4 &, a savoir une fonction de Bloch de la
troisicme espéce.

Théoréme. C¢.< 9.

En effet tragons dans le plan w les systémes d’arcs analyti-
ques qui forment la frontiére de la région représentée confor-
mément sur le cercle unité par fg. Coupons le plan w tout le
long de tous les arcs finis & partir de chaque sommet et seu-
lement jusqu’a un point a distance finie lorsqu’il s’agit d’arcs
infinis. La surface de recouvrement universel du plan ainsi coupé
peut étre représentée conformément sur le cercle unité. 1l est
clair que la fonction inverse f(z) = z + - appartient 3 C. En
complétant les coupures le long des arcs infinis f—>f6 , ce qui
démontre le théoréme.
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Nous avons construit un exemple de la classe C donnant une
borne supérieure de €, et obtenu la valeur £*[’]. A cause du
caractére symétrique de la fonction considérée il semble trés
probable que £* = ¢ et par suite A 2*[%],
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