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Oz

Kismi Diferansiyel denklemlerin analitik ¢oziimleri, kuantum mekanik ve plazma fizigi
gibi alanlarda, ac¢iga ¢ikmamis olaylarin agiklanmasinda fayda saglamaktadir. Bu
calismada, lineer olmayan kismi tirevli Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS)
diferansiyel denkleminin analitik ¢éziimlerini bulmak icin Homojen Denge Metodundan
yararlamilmigtir.  Homojen Denge  Metodunun  Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff
denklemine uygulanmasiyla elde edilen analitik ¢oziimler literatiirde bulunan
sonuglarla karsilastirilmis ve literatiirde bulunan ¢éziimlerle uyumlu hiperbolik ve
trigonometrik tipten fonksiyonlar elde edilmistir.

Anahtar kelimeler: Calogero—Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) denklemi, homojen denge
metodu.

Analytical solutions of Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff equation

Abstract

Analytical solutions of Partial Differential equations are useful in explaining
unrevealed events in areas such as quantum mechanics and plasma physics. In this
study, the Homogeneous Balance Method is used to find analytical solutions of the
nonlinear partial differential Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) differential
equation. Analytical solutions obtained by applying the Homogeneous Balance Method
to the Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff equation are compared with the results found in
the literature, and hyperbolic and trigonometric type functions that are compatible with
the solutions in the literature are obtained.
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1. Giris

Lineer olmayan kismi tiirevli diferansiyel denklemlerden; plazma fizigi [1,2], akiskanlar
mekanigi [3], fiber optik [4] ve bir¢cok bilim alaninda yararlanilmaktadir. Bu
denklemlerin ¢oziimlerini elde etmek igin niimerik ve analitik metotlar gelistirilmistir
[5]. Bu metotlardan; Varyasyonel Iterasyon Metot [6, 7], Homotopi Analiz Metot [8],
Homotopi Pertiirbasyon Metot [9-11], Adomian Ayrisim Metot [12], Homojen Denge
Metot [13-24] ve digerleri son yirmi yilda litaratiirde bulunan ¢alismalardandir. Lineer
olmayan denklemlerin ¢6ziimlerine Homojen Denge Metodun kullanimiyla hizli ve
analitik sonuglara ulasilmaktadir. Lineer olmayan kismi tiirevli Korteweg-de Vries
denklemlerinden olan Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) denklemi, farkli
calismalarla tamitilmistir [25-34]. Bu ¢alismada, CBS denkleminin analitik ¢6ziimlerini
elde etmek igin yapilan literatiir calismasinda Homojen Denge Metodun bu denkleme
uygulanmadig: tespit edilmistir. Homojen Denge Metodun lineer olmayan denklemlerin
analitik ¢oztimlerinin elde edilmesinde uygun bir metot olmasindan dolayr CBS
denklemine uygulanmistir.

Lineer olmayan kismi tirevli CBS denklemi, U bagimli degisken, X,t bagimsiz

degiskenler olmak iizere;

U +2U U, +4U U, +U_ =0, )

Xxxy

seklindedir.

(2+1) boyutlu CBS (1) denklemi, Riemann'in y ekseni boyunca yayilan dalga ile x
ekseni boyunca yayilan dalga arasindaki etkilesimi agiklamaktadir [25].

2. Homojen denge metodu

Lineer olmayan denklemlerin analitik ¢oziimlerini elde etmek i¢in kullanilan Homojen
Denge metodu, [13-24] kaynaklarinda incelenmistir. Bu metot, dengeleme terimi
esasina dayanir ve kolay bir algoritmasi vardir. Homojen Denge metodu ile lineer
olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklemin tam ¢6zlimii,

U() = ' (1. @

formunda aranir. Burada 0 ler sabit ve

@ = tanh(k ), ¢ = coth(ky);
fonksiyonlar1 da

(0' =a¢2 +bp+c ve gD' :k(l—(pz),

530



BAUN Fen Bil. Enst. Dergisi, 23(2), 529-538, (2021)

denklemlerin ¢6ziimleridir. Homojen Denge metot, kisaca asagidaki maddeler halinde
Ozetlenebilir;

i. Lineer olmayan bir kismi tiirevli diferansiyel denklem

F(U,U,U,U,U,U,, ..)=0 (3)
seklinde yazilabilir. U =U (X,t) bilinmeyen fonksiyon olmak tizere (3) denkleminde
U(p)=U((xt), u=kx+It+d, (4)

dontisiimii uygulanirsa,

P(U,U,UU",..)=0, ®)

kapali formda (5) adi diferansiyel denklemi elde edilir.

Ii. (3) numarali denklemin ¢6ziimii ise (2) formunda bulabilmek icin N dengeleme
terimine ihtiya¢ vardir. Bu metodun isleyisi “dengeleme terimi” olarak adlandirilan ve
en yiliksek mertebeli lineer terim ile en yiiksek dereceli lineer olmayan terim
karsilastirilmasina dayanir. Bu N dengeleme terimi lineer olmayan herhangi bir adi
9
u
diferansiyel denklemde en yiiksek mertebeden lineer olan terim R en ylksek
U

((jj u{J ve N dengeleme terimi olmak iizere
i

N +qg = Ng+s(N +r) esitliginden elde edilir [23].

dereceden lineer olmayan terim up(

iii. Dengeleme terimi N degeri bulunduktan sonra (2) de yerine yazilarak (3)
denkleminin ¢6ziimii:

U(77)=ay (q))N —I—aNfl(go)N_l +..+a,=0,

formunda aranir. Burada ¢,

@ =ap’ +bp+c veya ¢ =k(1—¢?),

denklemlerin ¢oziimidiir ve a,b,c ve k sabitler olmak tizere U ve tiirevleri alinarak,
mathematica gibi programlar yardimiyla, elde edilen sabitler (5) numarali denklemde

yerlerine yazilir.

Iv. (5) numarali denklemde U ve tiirevleri yerine yazilirsa, katsayilara, ’lerden olusan
@’li cebirsel denklemler elde edilir. Bu cebirsel denklemler diizenlenerek elde edilen ¢
‘nin katsayilart,

P(@A,,9, 9 K W,..)=0, (n=0,12,3,...,m)
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seklindedir. Bulunan cebirsel denklem sistemleri birtakim hesap programlar1 yardimiyla
sifira esitlenerek ¢oziimlenir.

v. Elde edilen ¢oziimler (2) ¢oziim Onerisinde yerine yazilarak (5) numarali denklemin
tam ¢Oziimiine ulasilir. (5) denklemi (3) denkleminin doéniisiimii oldugu igin (3)
numarali denklemin ¢oziimii elde edilmis olur [13-24].

3. Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) denkleminin homojen denge metodu ile
analitik ¢oziimleri

Lineer olmayan kismi tiirevli Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff (CBS) (1) numarali
denklemine

U(xy,t)=U®), n=Xx+y+At, (6)
dontisiimii uygulanirsa,
U™+3((U")*)+aU"=0, (7)

(7) denklemi elde edilir. ¢ integral sabiti olmak iizere, (7) denkleminin integrali
alinirsa

U"+3U ")’ +AU'+c=0, (8)
(8) denklemi bulunur. (8) denkleminde U '=V alinir ve diizenlenirse,
V"+3V2+ AV +¢c=0; ©)

denklemi elde edilir. (9) denkleminde V" ile V2 terimleri arasinda dengeleme islemi
yapilirsa, dengeleme terimi m+2=2m, m=2 elde edilir. Bu ylizden ¢6zlim Onerisi

V ()=, +ap+a0’; (10)
seklindedir. Burada,
' =ko® +1lp+m, (11)

(11) denklemi ve k,l,m sabitler olmak lizere;
V'=ap'=a ke’ +lp+am),
V" =2akepp'+ale'=2akeke® +1p+am)+al(ke® +lp+am),

=2ak’p’ +2aklp’ + 2akme+akle’ +al’p+alm,
=2a,k’p’ +3aklp’ +2akmp+al*p+alm,

532



BAUN Fen Bil. Enst. Dergisi, 23(2), 529-538, (2021)

V’nin tiirevleri bulunur ve (9) denkleminde yerlerine yazilirsa,

3al¢" +6a,a,¢° +6a,8,¢0° +6a,k’*p* +10a,klgp® +8akme® +4a,l’p® + 6a,Ime + 2a,m?
+a,p° A +3al ¢’ +6a,a,0+2a,k’p’ +3aklp® +2akme +a°p
+aIm+api+3a’ +a,A+c=0

denklemi elde edilir. Burada ¢ ve kuvvetleri sifir olmayacagindan ¢ ve kuvvetlerinin
katsayilarindan olusan,

¢*:3a,(a, +2k*) =0,

¢°2(3a,3, +5a,kl +ak*) =0,

¢” :6a,a, +8a,km+4a,l’ +a,41+3a +3akl =0,
¢ :6alm+6aa, +2akm+al’+al=0,

¢’ :2a,m*+alm+3a’ +a, A +c=0,

denklem sistemi elde edilir. Bu denklemler Mathematica yardimiyla ¢oziimlendikten
sonra,

) 12k?Im —8km-12-1
a,=-2k*, a = — Q=——————,
6a, +2km+1°+ 4 6 (12)
C_—16k2m2+8klzm—l“+/12

12

katsayilar1 elde edilir.
Durum 1: (11) denklemi igin ¢ ve ¢° terimleri arasinda dengeleme terimi
hesaplanirsa dengeleme teriminin degeri m+1=2m, m=1 elde edilir. Buradan Ricattti

m -
denkleminin 6zel ¢oziimii olan ¢ = Zb, tanh' 77 den ¢6ziim Onerisi,
i=0

@ =D, +b, tanh(z), (13)
elde edilir. (13) denklemi (11) denkleminde yerine yazilirsa,
—b tanh(7)°k — 2b,b, tanh(r)k b, tanh(r7)* —b, tanh(r) I+, - bozk —bl-m=0

denklemi elde edilir. Bu denklem diizenlendiginde,

b, (bk +1)[tanh(7)]" =0,
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b, (—2b0k =1 ) tanh(r7) =0,
b, —bik —bl -m=0
denklem sistemine ulasilir. Bu denklem sisteminin ¢6ziimleri,

-1 - 124
- b=, m=— 14
by b m (14)

seklindedir. (12) ve (14) denklemleri (10) ve (13) denklemlerinde yazilarak
diizenlenirse (9) denklemin ¢6ziimii,

_ —12tanh(r7)* -1 +8
6 )

Y (15)

seklindedir ve (15) numarali denklemde U'=V alinir ve diizenlenirse, (1) denklemin
¢ozumil,

u4m=—%nm+@+2mmn, (16)

(16) hiperbolik tip fonksiyon seklinde elde edilir.
Benzer sekilde ayni islemler ¢ = Zbi coth' 57 iginde yapilirsa,

i=0

V() = —12a coth((sn)b—/1+81 (17)

denklemi elde edilir. (17) denkleminde U'=V alinir ve diizenlenirse, (1) denklemin
¢Ozimil,

U, () :—%n(4+1)+2coth n, (18)

seklinde olur. (16) ve (18) c¢ozimleri; birbirleriyle benzer hiperbolik tip
fonksiyonlardir.

Durum 2: (11) denkleminde k =1, 1=0 igin ¢'=¢’+m olur ve

—J—-mtanh(~-m7), m<0
1

¢(77): T m=0
n

Jm tan(~/mzn), m>0

¢oziimleri elde edilir. Buradan da (1) denklemin ¢6ziimii,
m < Oigin,
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12 tanh(v—m#7)* m—8m— A
V()= 5 :

U'=V alinir ve diizenlenirse,

Us(n)zén(4m—l)+2\/—m tanh v—mn, (19)
m=0 ig¢in,
2
—n?A-12
V(p) =L =,
() o

U'=V alinir diizenlenirse,

U, =2-14, (20)
n 6

seklinde hiperbolik tip ¢oziimler elde edilir ve m >0 igin,

—12tan(~'mn)> m-8m- 1
6 )

V(n)=
U'=V alinir ve diizenlenirse,
Us(n) =2 n(dm - 2)~2mtan (21)

seklinde trigonometrik tip ¢oziim elde edilir.

(19) fonksiyonunun m=-1, A =1degerleri i¢in
5
U(n) =—677+2tanh77,

Coziim egrisinin grafigi Sekil 1 de gosterilmistir.

3FT

2L

Z* AN

10 5 0 5 10

Sekil 1. CBS denkleminin, U (7) :—gn+2tanh n, ¢Ozim egrisi.
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4. Sonuclar

Bu ¢alismada, lineer olmayan dalga denklemlerinden Calogero-Bogoyavlenskii-Schiff
CBS denklemine Homojen Denge metodu uygulanmistir. Bulunan fonksiyonlar ve
tirevleri CBS denkleminde yerine yazilarak sonuclarin dogrulugu tespit edilmistir. Bu
metotla CBS denkleminin hiperbolik ve trigonometrik tipte ¢éziimlerine ulasilmuistir.
Yukarida ifade edilen bu ¢oziimler [31] kaynaginda bulunan ¢oziimlerle uyumludur.
Ancak, [31] kaynaginda Sine-Gordon Ag¢ilim Metodundan faydalanarak kompleks
fonksiyon ¢oziimleri de elde edilmistir. Bu sebeple, lineer olmayan kismi tiirevli
denklemlerin hiperbolik ve trigonometrik tipte ¢oziimlerini elde etmek igin kolay
algoritmasindan dolayr Homojen Denge metodu tercih edilebilir.
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