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~ Ozet: Diizgiin Aynikdeger Fonksiyonlarin Katsayilar Teorisi. — Bi-
rim dairesi igerisinde diizgiin ayrikdeger fonksiyonlar, bundan &nce 1943
yilinda hazirlamp 1945 de basilan (Istanbul Fen Fakiiltesi yaymm) bir ma-
kalemizde tarif edilmigti. Bu aragtirma ise bildhare E. Egesoy tarafindan
da incelenen katsayilar teorisini, 1. Schur metodunun tatbiki siras: rastlanan
duraklamalar: da izah etmek ve genigletmek suretiyle bu fonksiyon simifinin
katsayis: teorisini tamamlamig olmaktadir. Kullanilan metot birim dairesini
kendisine degigtiren Mébius transformasyonu, Schwarz lemmas: ve Maksi-
mum Prensibinin sistemli bir gekilde tatbikine dayanmaktadir.

§ 3 de goriilen ve Fourier serilerine benzeyen Zaz (1+5+4-... gk 1)k
serilerine ait bir incelemeyi ayrica negredecegiz.

* * *

In dieser Arbeit wird das Koeffizientenproblem der glelch-
missig schlichten Funktionen behandelt. Das sind diejenigen
schlichten Funktionen, fiir die das Differenzenquotient, dem
absoluten Betrage nach eine von Null verschiedene untere
Grenze besitzt.

Andererseits dies ist eine allgemeingiiltige Eigenschaft, fiir
die im Kreise | z | << R schlichten Funktionen. D. h. jede fiir
| 2| <R schlichte Funktion, ist fir | z | <r <R gleichmadssig
schlicht. Die hier untersuchten gleichmissig schlichten Funk-
tionen unterscheiden sich von den letzteren, nur dadurch, dass
man sie, als statt im geschlossenen r-Kreis im offenen Ein-
heitskreise definiert befrachtet.
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§1.
Es sei nun f(z) eine Schlichte Funktion fiir | z] <1, dann ist
@y pGal=| L =m0 >0

tirlzl <p <1, |LI=1, (D.2)=f()+0.

Wir sprechen diese Eigenschaft einer jeden, im Inneren
des Einheitskreises schlichten Funktion durch folgenden Satz
aus:

Eine jede im Inneren des Einheitskreises schlichte analy-
tische Funktion, ist im Inneren und auf der Grenze eines je-
den mit dem Einheitskreise konzentrischen Kreises vom Radius
p (<< 1) gleichmissig (oder auch stark) schlicht.

Diese Tatsache fiihrt uns dazu, um eine Klasse von Funk-
tionen zu studieren, welche fiir | z | <<1 der folgenden Bedin-
gung geniigen $

(1.2) | DE,2) | > 1.
Hieraus folgt zuerst, dass dann notwendig
(1.3) | f@=1

ist.

Diese Funktionen nennen wir, gleichmissig (oder auch stark)
schlicht. Die gleichmissig schlichten Funktionen stehen in en-
ger Beziehung mit den beschriankten Funktionen. Niamlich,
bilden wir den Ausdruck

‘ 1

(1.4) F(g,2) = D2

so ist

15 |FG2)I<lin |z | <1, fir jedes feste | { | =1.

N 1
Insbesonere es ist 'm =< 1. Machen wir nun die weitere

Annahme, dass f(z) mit f(0) = 0, ausserdem in | z | <1 regu-
lar sein soll, so sind wir dann im Stande, das sogenannte
Koeffizientenproblem dieser Klasse zu behandeln. Aus der
Ungleichung (1.1) folgt, fiir § ==0, notwendig, dass fur |z]|<1,

(1.6) [ fa) =12
sein muss. In dieser Ungleichung, das Gleichheitszeichen, kann
nur fiir f(8) = ez, mit | € | = 1 stehen, :
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§ 2. Das Koeffizientenproblem

Um das Koeffizientenproblem der gleichmiissig schlichten
Funktionen zu studizren, sind wir nun im Stande die Schur-
schen Algorithmen zu benutzen. Das ist also die gleiche . Me-
thode, welche man fiir das Studium der analogen Fragestel-
lung fiir die Beschrinkten Funktionen sich bedient. Also, d.h.
ist eine analytische Funktion gegeben, welche fiir |z | <<1,
der Ungleichung .

2.1 lf(z) | <1

geniigt, so folgt hieraus zuerst, dass | f(0) | <<1 ist, im Falle
des Gleichheitszeichens, die Funktion f(z) reduziert sich auf

eine Konstante, d.h. esist dann f(z) ==¢, mit | ¢ | = 1. Im an-
deren Fall kann man den folgenden Ausdruck bilden :

1 z) — f(0
(2.2 fle)=— LO_1O_.

z 1—£(0) f(2)
f1(2), geniigt dann seinerseits der Bedingung | fi(2) | =<1 fiir
| 2| <1. Das ist eine leichte Folgerung auf Grund des Sch-

warzschen Lemma’s. Es ist wiederum fi(z) =¢; mit | ¢ | = 1,
falls | £i(0) | = 1. Dann ist aber
(2.3) flo) = -2 T A0

1+ £(0) &2

also die Anfangsfunktionk f(2) hat eine Wohlbestirnrnte Gestalt.
Ist aber, | f4(0) | <<1, so kann dieses Verfahren wiederholt
werden. Also es unterscheiden sich zwei Fille, namlich: a)
Entweder nach endlich vielen Schritten, stiesst man dem oben-
genannten Fall, d.h. f.(2) reduziert sich auf eine Konstante
E:n( I S" I :1))d h‘
249 fl=/(2). IfO)<L, If(OI<1,... | fomr (D)<, £ (0)|=1

b) Oder das Verfahren ist ununterbrochen fortsetzbar, nimlich
(2.5) IAQ) | <1 fir 1=0,1,2,.

Im Falle a) haben die Funktionen, wie zuerst I. Schur gezeigt
hat eine wohlbestimmte Gestalt. Es ist nimlich, falls

A0 T <Ly | fuma) 1 <1, 1 £l0) 1 =1,

—efr 2t oy ke tAk, _ PETY
€O fO=c]l 5= Trket ke == 7@
mit |, | <1, |e]=1. ‘
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Es seien fig) =a, + @z +...+ a,&" +... und f,(2) =a,,+
a, £ +...+ a, 2" +... die Taylor Entwickelungen fiir f(z) bzw.
f,(2). Dann ist f,(0) = a,, eine wohlbestimmte Funktion von
Qy, Ay Ay d.h.

f'v(o) = Qyo = (I)V (aO"'-a a'v) '
und umgekehrt ‘
ay = W (ages A109..9 a'vo)'

Die Bedingungen (2.4) und (2.5) stellenalso die notwendigen
und zugleich hinreichenden Bedingungen. fiir die Taylor Koef-
fiziepten der analytishen Funktionen, welche fiir | z | <<1, der
Ungleichung | f(z) | =1 geniigen. Die Schursche Methode geht
also aus, von der Mébiusschen Transformation, welche den
Einheitskreis in sich abbildet und benutzt systematisch das
Schwarzsche Lemma. Durch die Konstrucktion der succesiven
Koeffiziententenriume, wird aber, das sogenannte Koeffizien-
tenproblem derj:nigen analytischen Funktionen, welche: im
Einheitskreise beschrankt sind, gelost.’

§3
Es sei nun f(z) die in § 1 definierte, im Einheitskreise
gleichmissig schlichte und regulare, analytische Funktion und

3.1) f(z) =ay +az +...+ a,e” +... = Za,2*
sei ihre Taylor Entwicklung. Es ist dann
(3.2) . IDE 2| >1 far lz] <l, wo

63 Dea=tEZL _zg (=)o —actat+ 0

z—{z
4ot a4+ AT
bedeutet. Bezeichnen wir nun

a, (1 + C _I_"'_I_ En-l)‘: Pn (C)! ¢ =a

und bilden wir

(3.4) = F({,2) _ S, (C) 2+t

1 1
D(%,2) - Iy
so lassen sich die Koeffizienten W;(C) folgendermassen aus-

driicken ¢

1 1 o — 95(%)
. . .I‘ T e, . — et
@ 5) ! Pt a 2 a?

und fir n>2
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@2 P4 0+ ¢ ¢ o« 0 o 0

Pz P2 2 B

(_ 1)"-1 e e e e e s e e e e e e
=0T 0
Pamt Pamz 0 7ttt Py
Pn Pret Ppmz * 0 vttt P2

also sowohl ¢y als auch W sind wohlbestimmte von { abhin-
gige Polynome. Es folgt aber nun aus (3.4) wegen (3.2), dass
fir | 2| <1 und fiir ein festes | { | <1

(3.6) | FG,2) | <1

ist. Demnach koénnen wir wegen (3.5) und (1.1) folgenden
‘Satz aussprechen:

Damit, eine im Einheitskreise reguldre analytische Funk-
tion ebendort gleichméssig schlicht sein soll, ist notwendig
und hinreichend, dass -die Ausdriicke @,.(T({)ye..y T (L)) simt-
lich (d.h. fiir n=1,2,.....) der Ungleichung ’

(3.7) 12,00 1<t |J¢I<l, n==123,.,.

geniigen. Wenn man die Ausfiihrungen des § 2 verfolgt, so
kann man leicht sehen, dass wegen Maximumprinzips, nur fiir
bestimmte aber dann isolierte { -Werte, mit | { | =1 irgend
ein | ®,(C) | =1 sein kann. Das hingt natiirlich von der be-
sonderen Beschaffenheit Jer Anfangsfunktion ab. Das hindert
uns aber nicht um das Verfahren fortzusetzen, falls wir uns
der einschrinkenden Bedingung|{ | <1, anhalten. Das zu-
treffen dieses Verhaltens far § =1 verdient besondere Beach-
tung, da ja dann D(1,2) = f'(z) ist. Es sei nun zum Beispiel
| ®,(1) | =1, dann folgt aber wegen (2.6), dass f(z) folgende
Gestalt haben muss, nimlich :

o= 52 fel=1 Jai<t

Durch einfache Integration erhilt man hieraus fiir f(z) fol-
genden Ausdruck:

fle)= E(koz-l- Z k,log(z+w,)), mit k= H wp  und

p=1 n=1
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Allein die Feststellung, dass diese Funktion im Inneren des
Einhzaitskreises logaritmische Pole besitzt, geniigt zu sehen,
dass sie nicht von gewdlinschter Art ist. Dieser Umstand ist
aber nicht unerwartet, weil ja die Bedingung wie wir am
Anfang erwihnt haben ist nur eine notwendige. '

(Eingegangen am 18.5.1953)





