Die Ubertragung der Konstruktion vofi
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Ozet: Bundan evvel pegredilen bir yazimizda, E. Study tekabiil prensi-
binden faydalanarak, Savary ingasinin gizgiler uzayina iegmili tetkik edilmig-
ti. Bu makalemizde, yine ayn1 prensip kullanilarak, Savary ingasinin daha ge-
el hali olan E. E. Bobillier ¢iziminin gizgiler uzayina tegmili incelenmigtir.
Bu teoremin, bir parametreli diizlem hareketlere ait ifadesi goyledir:

fki pol 1g:101 iizerindeki X ve Y noktalarinin yoriingelerinin bu noktalara
ait egrilik merkezleri X’ ve Y’ ise, XY ve X’Y’ dogrulan daima sabit bir
pol agini iizerinde kesigirler; bu sabit pol 1sininia durume verilen: pol 1gin-
larina baglidir. Alinan pol iginlarindan biri P polii etrafinda - donerse, pol
i1 da aym ag1 kadar ayol yonde doner.

Bulteoremden faydalanarak verilen herhangi iigiincii bir nol:taya tekabiil
eden efrilic merkezi bulunabilir.

Bu yazimizds, bu teoremin kiire iizerindeki kargihgn ézetleperek duale
tegmil edilmigtir. Burada dual sayilar ve dual vektdrlerin &zelliklerinden: ve
bilhassa dual bir kiirenin bir eksen etrafindaki ddnmesine iig boyutly Oklid
uzayinda bir «yivienmes nin tekabiil etmesinden faydalamlmnstn

Simdi gizimde ne yapildigint Szetleyelim :

R hareketli uzay: R’ sabit vzayina nszaran bir parametreli bir hlteeh
icra etsin. R nin X ve Y gibi sabit iki dogrusunun R’ de tevlit ettigi regle
yiizoylere ait W. Blascchke digyiizlilerini M ve N ile gosterelim. M/R’ va
N/R’ hareketlerine ait ani dénme eksenlérinide X’ ve Y’ ile igaret edelim.

QOace. kanonik izafe sisteminde X, X' ve Y dogrular bilindigine gore
Y’ dogrusuaun ¢izimi verilmigfir. Tatbikatinda isa, R nin X, Y. ve:Z sabit
dogrular: ve bunlarla ilgili X/, Y’ &ni dénme eksenleri verildigine gove, ka-
nonik izafe sistemine bagli olmaksizin, Z dogrusu ile ilgili Z’ &ni donme ek-
seninin naml gizilecefi gosterilmigtir.

*
*® L]

Zusammenfassung : Mit Hilfe des Ubertragungsprinzipes der Lini-
engeometrie von E. Study [1] haben wir schon i einer fritheren Arbeit die
Ubertragung der Savaryschen Konstruktion in den Linienrsum behandelt {2].

Wir wollen fetzt mit der Verwendung desselben Prinzipes die Kons:
truktion von E. E. Bobillier, die noch allgemeiner als: die Savarysche Kons-
truktion ist, in den Liniearaum abertrag‘en Fie die Ebene heust der -Satz
von E.LE. Bobillier :
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Liegen auf zwei Polstrahlen zwei Paare zussmmergehdriger®) Punkte
X, X’ und Y, Y’, daon schneiden sich XY ued XY’ immer in den Pupkten
einer festen Achse, die nur von den beiden Polstrshlen 2bhéngt. Dreht sich
einer der beiden Polstrahlen um den Drebhpol P, so dreht sich die zugehdrige
Achse um den gleichen Winkel im gleichen Sinn [3].

Mau kano.mit Hilfe dieses Satzes zu einem beliehigen dritten Punkt den
entsprechenden Kriimmungsmittelpunkt finden.

Ta der vorliegendeén Arbeit wird erst das sphirische Gegenstick dieses
Satzes formuliert und ins Duale erweitert. Hierbei werden Eigenschaften der
dualen Zahlen und Vektoren verwendet, insbesondere wird das Entsprechen
einer dualen Kugel-Drehnng und einer Schraubung benutzt.

Im Linienraum lautet die Konstruktion :

Der bewegliche Raum R fiihre einen einparametrigen Bewegungsvorgavg
gegen den festen Raum R’ aus. Die festen Geraden X unrd Y von R erzevgen
- im. Verlaufe des Bewegungsvorgangs in R’ die Strelilflichen? X)urd (Y)
Die W. Blaschke-Dreibeine [4] 'von (X) und (Y) bezeichnen wir mit M und
N. Die Momentanachsen von M/R’ und N/R’ seien die Geraden X’ und Y’.

Zuerst wirt bei Vorgabe der Geraden X, X/ und Y im kanonischen Pe-
zugskreuz die Gerade Y’ konstruiert. Im letzten Abschnitt wird gezeigt, wie -
die der Geraden Z zugehérige Momentanachse Z’ unabhingig vom kanoni-
schen Bezugskreuz gefunden werden kann, wenn die festen Geraden X, Y und-:
Z von R und die Momentanachsen X’, Y’ bekanat sind. s

Das sphirische Gegenstiick des Satzes von E. E. Bobillier;

Wir betrachten zwei kozentrische Einheitskugeln K und
K’. K sei eine bewegllche Kugelschale (Gangkugel) und K’ sei -
eine feste Kugelschale (Rastkugel). Um einen_eingliedrigen Be-
wegungsvorgang K/K’ festzulegen, nehmen wir das kanonische
Bezugskreuz {0; Py, P;, Py} aus [5]. Wir bezeichnen mit p; den
Grosskreis, der die Punkte P; und P, enthiit (Fig. 1). Die sphi-
rischen Polstrahlen, die durch den Punkt P, gehen und mit p
die Winkel ® und 8 bilden, bezeichnen wir mit g; und g,. X
und Y seien zwei auf der Gangkugel K befestigte Punkte, X’
und Y’" seien die zugehdrigen sphirischen Kriimmungsmittel-
bunkte ihrer Bahn auf der Rastkugel K. Die Grosskreise, die
der Reihe nach die Punkte X, Y und X', Y’ enthalten, bezeich-

wir mit @ und @’. Die beiden Grosskreise a und a’ schneiden, .
sich in einem Punkt U. Den sphirischen Polstrahl, der durch
die Punkte P, und U geht, nennen wir g,. Das sphicrische

*) Bahnpunkt und Bahnl:rummungsmlttelpunkt bei einem elgg,snmetn- '
gen Bewegungsvorgang.
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: Fig. 1- . ‘ .
Gegenstiick des Satzes"von E. E. Bobillier besagt, dass g, den
Winkel @ 6 mit p; bildet [6].

Die Konstruktion von E. E. Bobillier in der sphérischen
" Kinematik. ‘ : ) C

Wenn die Punkte X,_:X’ und Y . gegeben sind, findet man
den Punkt Y’ nach diesem Satz auf folgende Weise:

Da (p3, g1) = (gg, go) = @ ist, so kann der Polstrahl g,
leicht ermittelt werden. Dann findet man den Schnittpunkt U
“mit g, und a. Den Polstrahl, der durch die Punkte X’ und U

fihrt, bezeichnen wir mit a’. Der gesuchte Punkt Y’ ist der
Schnittpunkt von g, und a’. o

Die Upertragung der Konstruktion von E. E. Bdbillier
in den Linienraum.

Die Senkrechten im Punkte :O auf den Ebenen der .Gross-
‘kreise p3, go-, £1, g2, aund a’ schneiden die Kugel der Reihe
nach in den Punkten P;, Gy; G,, Gy,-A- und A’. Daraus
ergeben sich folgende Beziehungen :
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I 1 I Iv \'4 V1
1. PaGr=cos p 1. GiX=0 1. G,Y=0 1. GoU=0 1. AX=0 1. A’X'=0
2. GoGo==cos p 2. G;X'=0 2. G;Y'=0 2. GoP;=0 2. AY=0 2, A’Y'=0
8. GyP;=0 8. G,P;=0 3. AU=0 3. A’ U'=0

Nach Study’s Ubertragungsprinzip der Liniengeomelrie kép.
nen den gerichteten Geraden des dreidimensionalen Euklidischen
Raumes die ‘dualen Punkte der Einheitskugel eineindeutig zu-
geordnet werden, Da den dualen Drehungen der Einheitskugel
eineindeutig die Bewegungen des dreidimensionalen Raumes
entsprechen, denken wir uns den obigen zwangliufigen Drehung-
svorgang K/K’ ips Duale erweitert. Die auftretenden Grossen
seien also dualen Zahlen bzw. Vektoren gleich.

Durch duale Ubertragung werden aus den Bahnkurven (X)
und (Y) zweier in K befestigter Punkte X und Y die Bahnflic-

hhen 6() und (Y) der im Gangraum R festen Geraden X und Y.

Wir bezeichnen_jetzt die W. Blaschke-Dreibeine der zuge-

hérigen Bahnfldchen mit M(X =X, , X;, Xp)und N(Y=Y,,Y,, Y;).
Die Momentanachsen der Bewegungen M/R’ und N/R’ benennen
wir mit X’ und Y’. Die Konstruktion von E. E. Bobillier im Li-
nienraum besteht aus der Konstruktion der Geraden Y', wenn
die Geraden X, X’ uad Y gegeben sind.
. Jetzt beschreiben wir unsere Konstruktion: Aus den Bedin-
gungen_ll; und Ill; folgern wir, dass die Geraden G, und G,
die Gerade P, rechtwinkelig schneiden. Zuerst zeichnen wir
diese beiden Geraden. Dann zeichnen wir die Geraden X, X'
und Y und beriicksichtigen die Giiltigkeiten II;, I, und Il .

Setzen wir ® = ¢ + € 9, in der Bedingung I, ein, so bedeu

_tet in der dualen Zahl @ der Reelteil ¢ dea Winkel (euklidisch)

uad der Dualteil 9, den-kiirzesten Abstand der beiden Geraden
P, und G,. Aus der Bedingung I, konnen wir entsehmen, dass
die Geraden G, und G, denselben Winkel und kiiyzesten Ab-
stand haben wie die Geraden P3 und G, . '

Da die Geraden G, und G; bekannt sind, kan man die Ge-
rade G, so konstruieren, dass die Bedingung IV, erfiilltt ist.
Wenn wir der_Reihe nach die folgenden Konstruktignen ausfith-
ren, finden wir leicht die Gerade Y’ (Fig. 2):
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Mit Hilfe von Vy und V; konstruirt man das Gemeinlot A von X und Y.

» IV, .. VS » » U » Go > A.
s VL » VI » s A X s U,
C» "Ig » Vlz » » Y » Gg « A’

Fig. 2

Eine Anwendung der Konstruktion von E. E. Babhillier
im Linienraum.

Liegen auf zwei sphérischen Polstrahlen g, und g, zwei Paare
zusammengehodriger Punkte X, X' 'und Y, Y’, dann schaeiden
sich @ und @’ immer in den Punkten eines festen sphirischen
Polstrahl g,, der nur von den Polstrahlen g; und g, abhingt.
Dreht sich z. B. der Polstrahl g, um den Winkel Q um P, so
dreht sich der zugehdrige sphirische Polstrahl g, um den glei-
chen Winkel im gleichen Sinn. Hiermit kann man zu einem
festen beljebigen Punkt Z, der auf dem Polstrahl g liegt, den
entsprechenden Z’ finden (Fig. 1). ‘ :

Die Grosskreise, die der Reihe nach die Punkte X, Z und
X’, Z' enthalten, bezeichnen wir mit 4 und?b’. b wnd b’ schneiden
sich in eivem Punkt V.. Den sphirischen Polstrahl, der durch
die Punkte V und P fiihrt, nennen wir g,.
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Die Senkrechten im .Punkte O auf den Ebenen deri Gross-
kreise g;, g4, & und b’ schneiden die Kugel der Reihe nach
in den Punkten G;, G,, B und B’. Man kann daher folgende
Bedingungen schreiben :

1 I mo- v v
1. GGy=cosQ 1. G;X=0 1. G,Y=0 1. GiZ=0 1. AX=0
2. GG,=cos2 2. G X'=0 2. G,Y'=0 2.GZ'=0 2. AY=0
3. GP;=0 3. GP,=0 3. GP;=0 3. AU=0

Vi vl vili Xi X
1. AX'=0 1. GP;=0 1. BX=0 1. BX'=0 1. G V=0
2. A’Y'=0 2. GU=0 2. BZ=0 2. B'V=0 2. GP,=0
3. AU=0 3. BV=0 3. BZ'=0
Wir denken uns auch die neu eingefiihrten Zahlen und Vek-
toren ins Duale erweitert. ,
Da die Geraden X, X, Y,Y' und Z im Linienraum bekannt
sind, wollen wir die Gerade Z’ konstruieren: Setzen wir
Q=+ e, in den Bedingungen I, und I, ein, entnehmen
wir, dass die , Geraden Paare G,, G; und G,, G, denselben
Winkel und kiirzesten Abstand haben. Wir fithren jetzt die
folgenden Konstruktionen aus.

Mit Hilfe von U, und lI, kounstruiert man das Gemeinlot G1 von X und X/,

3 Hy » mz » N Gy » Y » Y’
» I, » 1l » - > P, »:G; » G
> IV » 1V, > » Gg » Z » Py
» Vy » V, » > A » X » Y.
s VL » 'V > A » X s Y,
) Vg » VI, > » U » A » A,
> V“] ’f Vllz . > > Go » Pl » U;

Da die Geraden G2, G; und Gy bekanat sind, kan man G4 so konstrui-
eren, dass die Bedingung X erfiillt ist. .

R VIll; » Vil > > B s X » Z,
» Vill; » X » > V: » B » Gy
» IXI s IXg » » B » X' » Vv,
» Wz,- > 1Xs » » ‘ 7 » Cg » B,
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