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özet: Bundan evvel neşredilen bir yazımızda, E. Study tekabül prenai-
binden faydalanarak, Savary inşasının çizgiler uzayına leşmili tetkik edilmiş*
ti. Bu makalemizde, yine aynı prensip kullanılarak, Savary inşasının daha ge­
nel hali olan E. E. Bobillier çiziminin çizgiler uzayına teşmili incelenmiştir.
Bu teoremin, bir parametreli düzlem hareketlere ait ifadesi şöyledir: 

İki pol ışını üzerindeki X
ait eğrilik merkezleri X' ve

ve Y noktalarının yörüngelerinin bu noktalara
Y' ise, XY ve X'Y' doğruları daima sabit bir

poi aşını üzerinde kesişirler; bu sabit pol ışınının durumu verilen pol ışın­
larına bağlıdır. Alınan pol ışınlarından biri P polü etrafında - dönerse, pol 
ışını da aynı açı kadar aynı yönde döner.

Bu^teoremden faydalanarak verilen herhangi üçüncü bir noktaya tekabül 
eden eğrilik merkezi bulunabilir.

Bu yazımızda, bu teoremin küre üzerindeki karşılığı özetlenerek duale 
teşmil edilmiştir. Burada dual sayılar ve dual vektörlerin özeiliklerinden ve 
bilhassa dual bir kürenin bir eksen etrafındaki dönmesine üç boyutlu Öklid 
uzayında bir «yivlenme» nin tekabül etmesinden faydalanılmıştır.

Şimdi çizimde ne yapıldığını özetleyelim :
R hareketli uzayı R' sabit uzayına nazaran bir parametreli bir hareekt 

icra etsin. R nin X ve Y gibi sabit iki doğrusunun R' de tevlit ettiği regle
yüzeylere ait W. Blascchke üçyüzlülerini M ve
M/R' hareketlerine ait âni dönme eksenlerini de X'

N ile gösterelim, M/R' va

Ö,
ve Y' ile işaret edelim.

aee, kanonik izafe sisteminde X, X' ve Y dojfruları bitirdiğine göre
'f' doğrusunun çizimi verilmiştir. Tatbikatında İsa, R nin X, Y ve-Z sabit 
doğrulan ve bunlarla ilgili X', Y' âni dönme eksenleri verildiğine göks, ka­
nonik izafe sistemine balrlı olmaksızın, Z doğrusu ile ilgili Z' âni dönme ek­
seninin nasıl çizileceği gösterilmiştir.

* * *
Zusammentassung : Mit Hiite des ObertragaagsprtazipeS der- Liai» 

engeometrie von E. Study [l] haben wit sehon in einer früheren Arbeit die 
Ûbertragung der Savarysehen Konstruktion in den Linienraum behandelt [2]. 

Wir wollea jetzt mit der Verwenduag desselben Prinzipes die Kona*.
truktion von E. E. Bobillier, die noch allgemeiner als die Savarysehe Kons-
truktion İst, iu den Linienraum Obertragen. Eûc die Ebene heisst der Satz 
von E.|E. Bobillier ;
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Liegen auf zwei Polstrahlen zwei Paare zusaırmergehöriger*) Punkte 
X, X' und Y, Y', dann schneiden sich XY und X' Y' immer in den Punkten 
einer festen Aehse, die nur von den beiden Polstrahlen abhângt. Dreht sich
einer der beiden Polstıahlen um den Drehpol P, so dreht sich die zugehörige
Aehse um den gleichen Winkel im gleichen Sinn [3].

Man kann mit Hilfe dieses Satzes zu einem beliebigen dritten Punkt den 
entspreehenden Krümmungsmittelpunkt finden.

In der vorliegenden Arbeit wird erst das sphârische Gegenstück dieses 
Satzes formuliert und ins Duale erweitert. Hierbei werdeB Eigensehaften der 
dualen Zahlen und Vektoren verwendet, insbesondere wird das Entspreehen 
einer dualen Kugel-Drehnng und einer Sehraubung benutzt.

Im Linienraum lautet die Konstruktion •'
Der bewegliche Raum Rführeeinen einparametrigen 6ewegungsvorgang

geg^en den festen Ranm R' aos. Die festen Geraden X und Y von R erzeugen
im Verlaufe des BewegUDgsvorgangs in R' die Strablflâchenl (X)urd (Y)
Die W. Bfascbke-Dreibeine [4] von (X) und (Y) bezeichnen wir mit M und
N. Die Momeutanachsen von M/R' und N/R' seien die Geraden X' und Y'.

Zuerst wirt bei Vorgabe der Geraden X, X' und Y im kanonisehen Pe- 
zugskreûz die Gerade Y' konştruiert. İm letzten Absehnitt wird gezeigt, wie 
die der Geraden Z zugehörige Momentanaehse T.' unabhângig vom kanoni- 
sehen Bezugskreuz gefunden werden kann, wenn die festen Geraden X,Yund 
Z von R und die Momentanaehsen bekannt sind.

Das sphârische Gegenstück des Satzes von E. E. Bobillier.

Wir betrachten 2wei kozentrische Einheitskugeln K und
K'. K sei eine bewegliche Kugelschale (Gangkugeî) und K' sei 
eine feste Kugelschale (Rastkugel). Um einen eingliedrigen Be- 
wegungsvorgang KjK' festzulegen, nehmen wir das kanonische
Bezugskreuz ^0 ; Pj , P2. aus [5], W ir bezeichnen mit ^>3 den
Grpsskreis, der die Punkte Pj und P2 enthâit (Fig. 1). Die sphâ­
rischen Polstrahlen, die durch den Punkt Pı gehen und mit 
die Winkel und 9 bilden, bezeichnen wir mit gı und g2 • 
und Y seien zwei auf der Gangkugel K befestigte Punkte, X'
uhd Y'" seien die zugehörigen sphârischen Krümmungsmittel-
bunkte ihrer Bahn auf der Rastkugel K'. Die Grosskreise, die 
der Reihe nach die Punkte X, Y und X', Y' enthalten, bezeich-
wir mit a und a. Die beiden Grosskreise a und a' schneiden
sich in einem Punkt U. Den sphârischen Polstrahl, der durcb
die Puhkte Pj und U geht, nen nen wir . Das sphârische

*) Bahnpunkt und Bahnkrümmungsmittelpunkt bei einem ei|^^rsmetri' 
gen BewegoDgsvorgang.
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♦ P4

Fie- 1 ■
Gegenstück des Satzes^von E. E. BobiUier besagt, dass gg den 
Winkel + 9 mit ps bildet [6],

Die Konstruktion von E. E. Bobillier in der sphârischen 
Kinematik.

Wenn die Punkte X, X' und Y gegeben sind, findet man 
den Punkt Y' nach diesem Satz auf folgende Weise ;

Da — go) = ® İst, so kann der Polstrahi gç,
leicht ermittelt werden. Dann findet man den Schnittpunkt U 
mit go und a. Den Polstrahi, der durch (die Punkte X' und U 
fuhrt, bezeichnen wir mit a'. Der gesuchte Punkt Y' ist der 
Schnittpunkt von g2 und a'.

Die Üpertragung der Konstruktion von E. E. BobiUier 
in den Linienraum.

Die Senkrechten im Punkte O auf den Ebecen der Gross-
kreise j 
nach in

, ^1, £2» ound a' schneiden die Kugel der Reihe
den Punkten P3 , Gg Gı, G2:, A und A'. Daraus

ergeben sich folgende Beziehungen :
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I V11
!■ P3G1—cos $ 1- GıX—0

III
!. G2Y=O

IV VI
l. GoU=O 1. AX=0 1. A'X'=O

2. G8Go=cos $ 2. GıX'=0 2. G2Y'=0 2. GoPı=O 2. AY=0 2, A' Y'=0
8. GıPı=0 8. G2Pi=0 3. AU=0 3. A' U'=0

Nach Study’s Obertragungsprinzip der Liniengeomelrie kön­
nen den gerichteten Geraden des dreidimensionalen Euklidiscben 
Raumes die dualen Punkte der Einheitskugel eineindeutig zu- 
geordnet werden. Da den dualen Drehungen der Einheitskugel 
eineindeutig die Bewegungen des dreidimensionalen Raumes 
entsprechen, denken wir uns den obigen zwanglâufigen Drehung- 
svorgang K/K.' ins Duale erweitert. Die auftretenden Grössen 
seien also dualen Zahlen bzw. Vektoren gleich.

Durch duale Obertragung werden aus den Bahnkurven (X) 
und (Y) zweier in K befestigter Punkte X und Y die Bahnflâc- 
Jıen (X) und (Y) der im Gangraum R festen Geraden X und Y.

Wir bezeichnen jetzt die W, Blaschke-Dreibeine der zuge- 
hörigen Bahnflöchen mit M(X =Xı, X2, X3) und N (Y= Yi, Yg , Y3). 
Die Momentanachsen der Bewegungen M/R' und N/R' benennen 
wir mit X' und Y'. Die Konstruktion von E. E. BobiUier im Li­
nienraum besteht aus der Konstruktion der Geraden Y’, wenn 
die Geraden X, X' und Y gegeben sind.

Jetzt beschreiben wir unsere Konstruktion: Aus den Bedin- 
gungen'^IIg und III3 folgern wir, dass die Geraden G) und Gg 
die GeradoşPı rechtwinkelig schneiden. Zuerst zeiçhnen wir 
diese beiden Geraden. Dann zeiçhnen wir die Geraden X, X' 
und Y und berûcksichtigen die Gültigkeiten Ilı > und lUı .

Setzen wir — (p 4" ® 'î’o ’u der Bedingung I, ein, so bedeu 
tet in der dualen Zahi ® der Reelteil den Winkel (euklidisch) 
und der Dualteil ^^0 den-»kürzesten Abstand der beiden Geraden 
P3 und Gı . Aus der Bedingung I2 können wir entr.ehmen, dass
die Geraden Gg und Gg denseiben Winkel und kürzesten Ab- 
stand haben wie die Geraden P3 und Gı .

Da die Geraden G) und G2 bekannt sind, kan n^an die Ge­
rade Gg so konstruieren, dass die Bedingung IV2 erfülltt ist.
Wenn wir der^Reihe nach die folgenden KoBstruktiqnen ausfSh- 

A'

finden wir leicht die Gerade Y' (Fig. 2);
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Mit Hilfe von Vj ond V2 konstrairf nıah das GemeİBİot A von X und Y.

IVı . V3 I» »

1 » VI»

U
A'

^2
VI

IH VI2»

I

----- 6,

Fig.

Go » A.

X' . u,
Y' ► Gî « A'

P,

Eine Anwendung der Konstruktion von E. E. Babillier 
im Linienraum.

Liegen auf 2wei sphârischen Polstrahlen g, und g2 zwei Paare
zosannneflgehöriger Punkte X, X' und Y, Y', dann schneiden
sich a und a' immer in den Punkten eincs festen sphârischen
Polstrahl g». der nur von den Polştrahlep gj und gg abhângt.
Dreht sici| z. B. der Polstrahl gg um den Winkel Q um P, 
dreht sich der zugehörige sphârische Polstrahl gç, um ı’

so

eben Winkel im gleichen Sinn.
den glei-

Hiermit kann man zu einem
festen beljebigen Punkt Z, der auf dem Polstrahl gg liegt, den 
entspreehenden Z' finden (Fig. 1)

Die Grosskreise, die der Reihe liach 4’Ç Punkte X, 2. und 
X', 2.' enthalten, bezeichnen wir mit 6 und;6'. 6 und scbneiden 
sich in einem Punkt V. Den sphârişehen Polstrahl, der durch 
die Punkte V und P führt, nennen Wir
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Die Senkrechten im .Punkte O auf den Ebenen der< Gross- 
kreise g,, g^, b und 6' schneiden die Kugel der Reihe nach
İn den Punkten G3 > G4, B und B'. Man kann daher folgende
Bedingungen sehreiben :

11
1. G2G3-=cosö 1. GıX=0

m '
1. GaY^O

2. GoGt^cos Q 2. GıX'=0 2. GaY'=0
3. GıPı=0 3. G2Pi=0

IV

1. G3Z=O
2. G3Z'=O
3. G3Pi=0

V
1. AX=0
2. AY=0
3. AU=0

VI VII
1. A'X'=0 1. GoPı=O
2. A'Y'=0 2. GoU=O
3. Â'U=0

VIII
1. BX=0
2. BZ=0
3. BV=0

XI
1. B'X'=0
2. B'V=0
3. B'Z'=0

X
1. G4V’eO
2. G4Pi=0

I

Wir denken uns auch die neu eingeführten Zahlen und Vek- 
toren ins Duale erweitert.

Da die Geraden X, X.', Y, Y' und Z im Linienraum bekannt
sind, wolien wir die Gerade "L' konstruieren : Setzen wir

in den Bedingungen Ij und eiıi, entnehmen
wir, dass die Geraden Paare G2 , G3 und G^ , G4 denselben 
Winkel und kürzesten Abstand haben. Wir führen jetzt die 
folgenden Konstrıiktionen aus.

Mit Hilfe von Ilı »nd İL konstruiert man das Gemeinlot Gj von X und X',
İlil • niz G;>2
»3 

IVı
» 111, Pı » Gı

Vı » 
' yiı »

IV3
Va

Via
V, i VI3

VIIı » VII2

Gg 
A 
A' 
U

X'

Y', 
Ga, 
Pı. 
Y.

Go U.

»

»

»
»

► Y »

» Z »
» X .
»

» A . A',

Pı ’

. Oa die Geraden Ga , G3 and Go bekannt sind, kan man G4 so konstrui- 
eren, daaa die Bedingrung Xa erfüllt İst.

VIIIı
VIII3

» Villa

1X1 » 1X2 
, IV8 * >X3

V 
B' 
Z'

B 
X'

Z.
Ga.
V,

Cg » B'.

B » X
X

» ;> »
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