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Uber die Eulersche Reihentransformation

BERKi YURTSEVER

Mathematisches Institut der Universitdt Ankara
(Eingegangen am 12. Januar 1966)

x 4
Es gilt bekanntlich der Satz : Wenn 2 (—1) a  eine beliebige konvergente
y=0 v

. . n . . .
Reihe ist, und wenn A a 0 die n-te Differenz von e, bedeutet, so ist
n
oo oo
v A" a
2 (-1)a = X 0

y=0 v n=0 2”%1

?

d. h. auch die zweite Reihe ist konvergent und hat dieselbe Summe wie die erste. In
dieser Note wird zuniichst gezeigt, dass die Matrix (Cav), wobei

c _L(ﬂ) (k_l)n—/y n — O, ]., 2, P
ny ~ pr\v K y=0,1,2, ...
ist und £ == 2 eine ganze Zahl bedeutet, die Regularititsbedingungen erfiillt. Danach
werden fiir eine Folge (s, ) folgende Definitionen gegeben : Es wird gesetzt

Apys, = (k1) s, - Sy

und allgemein

An s = ( )An—l An—ls AIS'V: ASV
o k1% T g1 v A = s

Mit Hilfe dieser Bemerkungen und des Markoffschen Satzes wird endllch der folgende
Satz bewiesen :

Es sei

(=]
f (-1ay

=90

eine beliebige konvergente Reihe. Dann gilt fiir jede ganze Zahl k = 2

oo oo n q
P (_1 a = 2 Ak-l [
y=0 v n=0 kn+1

<

b

d. h. auch die zweite Reihe ist konvergent und hat dieselbe Summe wie die erste. Fiir
k = 2 erhilt man den Eulerschen Satz. :
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1. EiNLEITUNG
Es set die Reihe

* v
-l)e, = a,—a, +a, -+ ...

y=0 4

konvergent. Dann ist bekanntlich, wenn A" a, die n—te Differenz von

a, beduetet

L 5 Atg
0(1) a”inio 2n+;’, (1)

M8

d. h. auch die zweite Reihe ist konvergent und hat dieselbe Summe.

Wir wollen dieser Eulerschen Reihentransformation (1) eine andere
Gestalt geben.

Wir erinnern daran, dass, wenn die Matrix (c,,) reguldr ist, und
wenn die Folge der Zahlen s, s, ...,s,, ... gegen s strebt, so konver-

giert auch die Folge

n=>0
Dabei nennen wir eine Matrix (c,,) regulir,

(i) wenn fir jedes feste p = O und fir n > o, ¢,, - 0 ist,

np
ii) wenn es eine Konstante K gibt, so dass fiir jedes n = 0 und
g ]
jedes ¢ = 0 die Summe

g
Vi 0 .Crw| < K
bleibt, und
) o
(iti) wenn fir n > e, vio Cpy = A, — 1 strebt.

II. HILFSBEMERKUNGEN

1. Es sei k = 2 eine ganze Zahl. Wir setzen

= 0,1,2,

1 n
c,. = m (k-1)"" Y
ny P (v) (k=1) » — 0,1,2,
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und betrachten die unendliche Matrix (c,y)> wobeiwir fiir y>n.c,, = 0

gesetzt denken. Diese Matrix ist reguldr. Denn fiir jedes feste p = 0
ist

1

— ___ " .- 1P
C”P g p) ( )»

!: kk;l)" (k-1)P (p) (k ])

Nun konvergiert aber die Reihe mit positiven Gliedern

® p
ry
=0 (L)
(=

1 -1
m 2 hm (12 )P L g
n—>oo a, n k

n—-co

da

weil p eine feste Zahl ist. Also ist fiir jedes feste p = 0 und fiir n — oo,

o = 3 () 077 o

d. h. die Bedingung (i) ist erfiillt.

Die Bedingungen (ii) und (iii) sind auch erfiillt, da

q n n
‘2[c|£2|c]=26,
n =
y=0 4 y=0 w y=0 w
1 n _
_— ( )(kl'”’
k" y—o
=1
und
o0 . n
2 e, = 2 ¢ =1
g W b W
ist. Daher, wenn s, —s ist, so ist auch
n-1 n-2

O D 54+ 0) 1) 5 + OGN s+ 43y o)
K"
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2. Es sei 5,5, s,, ... irgend eine Zahlenfolge und k = 2 eine
ganze Zahl. Wir bilden
(-1)s;—s,, (k=1)s,=s,, ..., (k=1)s;, -5,
und bezeichnen sie der Reihe nach mit
Ay 5 Ay 85 oo A s, e
und speziell fir k= 2

A5, =A4As,.
Wir bezeichnen weiter fir » = 0,1,2, ...
2
A = (k-1) A -4 . 3
k—1 K (+-1) k—1 K k—1 iy ®)
allgemein
n n-1 n-1
Ak;l s, = (k1) Ak~1 s, _Ak—l Syil s
und setzen fest
0
A s =5
k—1 Y v

Dabei ist, wie aus (3) zusehen

, _ _
A7 s, = () l_(k—l)sv s, +1_|—(k— 1) 8,01 + Spuo

— ((2)) (k-1)2 5, — G) (k-L)s, y + (g) Syi9

Wie man leicht durch Induktion zeigen kann, es ist fiir jede natiirliche
Zahl n und fir jedes ganze kb = 2

Aea sy = (8) (k-1 s, - (7) (k-1 Syp1 T T
+EN () s, @

.. . . n n
Fiir &k = 2 setzen wir wieder Al s, = A’sy, .

1IL. EIN SATZ

Wir formulieren den folgenden

Satz . Es sei

. (—l)vav =a,— a, + az—a?‘—{— s (5)

I 8

v
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eine beliebige konvergente Reihe. Dann konvergiert auch die Reihe

A" a
k=1 °
0 kn+1

X
| M8

fiir jede natiirliche Zahl k = 2 und hat dieselbe Summe wic die Reihe
(5). D. h. es ist

A" a

- .
v k—1 ° :
0(—1) a, = nio 71—1— s (k = 2, ganz).

78

Ehe wir den Beweis erbringen, erinnern wir an den wohlbekannten
Markoffschen Reihentransformationssatz.

Es sei die konvergente Reihe

u
v

T8

0

gegeben. Wir nehmen an, dass jedes Glied dieser Reihe seinerseits

durch eine konvergente Reihe dargestellt ist:

0o = By T 8y + @y, - ...+ ey, T+ ..
U = Gy ey e, o e, o
......................................... (6)

.........................................

Weiter nehmen wir an, dass jede Spalte in diesem Schema (6)

konvergiert und = s, ist (n = 0,1,2,...), so dass auch die Zeilenreste

o0
= <

a
4 n
n=lI

fiir festes ! eine konvergente Reihe

bilden. Wenn nun
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ist, so ist auch die Reihe der Spaltensummen
oc
2 s,
n=90

konvergent und es ist

Das ist der Inhalt des Markoffschen Satzes.

IV. BEWEIS DES SATZES

Wir geben nun den Beweis des in III formulierterg‘ Satzes. Wir

setzen, in Schema (6)

-1 n 1 ntl 7
— (-1YY - ,
o, = -1 o Ak_l a, T Ak—l a,

(7

und summieren die v—te Zeile. Wir erhalten

00 0 -1 - 1 n+l =
w=2%Xa =2 Y| = " - — ay ()
Von=0 " a—o S T e
T
= (-1) e,

da wegen der Konvergenz der Reihe (5) die Folge (a, ) eine Nullfolge
bildet und wegen (2) und (4)

n

a
lim kY (8)
n—>eo k™

=1im(8) (-1)"a, - (,1,) (k-1 s = (3) “y+n =0

n—co k"‘

ist. Durch den Ansatz (7) ist also jedes Glied der Reihe (5) als eine un-
endliche Reihe dargestellt.

Nun summieren wir in Schema (6) die n-te Spalte, d.h. wir bilden
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% % -1 1
Sa, =2 ()| —da"a, - — A" a |. @
=0 vn y—0 kn k-1 Y k"+ k-1 'p_
Da . A
nt+1 : n n
a = k14 a - A a
g B = 6D k-1 7 k-1 vl
ist, so ist
1 n 1 n+1
S a - —— a
Kn k-1 ? k"+1 k-1 Y
n n n
B kAk~1 a, — (k- l)Ak 1 v+Ak—1 LS | Ak lav-’_Ak 1 v+1 ,
N P - LT

Daher ist die Reihe (9) fiir festes n

— (1 ats Aty - li 1yA”
v=0( ) L A A + o ( V4 %

Nun strebt aber a,~ 0, also ist auch die Folge der Zahlen

(k1) a, — a,4,

d. h. die Folge (4,_, a,) eine Nullfolge. Man sieht also, dass auch die

Folge
(Ak 1 ’V) .

fiir festes n und fiir jede ganze Zahl k = 2 eine Nullfolge ist (fiir v— o).
Es ist daher
1 n

0
L —— i a/vn = —kn—l"]- Ak—lao’

o0
Tl = 2 Yn
n=I
1 on 1 a1l —
_ »
= 2 1) k1% T T 4 %
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und man findet, genau wie in (7')

_ o
T = n Ak—l a,.
Also fiir festes | = 0
o o0 y 1 1
R=2 r,= X (-1)) — 4, .a
l =0 ’Vl =0 kl k-1

TR mme— 2 —1 A a .
kl 0( ) k-1"7
g I.EISS

lim R, =0

l—)oo

ist. Zu dem Zweck schreiben wir

[=-] » 1
20 -1 4,

y=

— (0) -1 oy - () =1 @, + (3) =D 0y - (D (ﬁ)kal
- (f)) (k-1)'a, +(ll) (k—l)l_l a, - (12) k-1 a,+ . (D) G) @
TP ... (10)

Q)1 e~ ()1 T ey + o+ (D () ayy

..........................................................

Wenn wir jetzt fiir die als konvergent gegebene Reihe

; 1Y a ,
v=0( ) v

-
r, = (1) !_(zyw;v+1 taygs - oy - |

setzen, so strebt r, ~> 0. Auf der anderen Seite kann man die Reihe

(10) durch gléiedweise Addition  der konvergenten (I41) Reihen

(0) =1 rs ()= s () ) s (1)
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entstanden denken (I fest!). Also erhalten wir nach (8), da ry, r;, ...
eine Nullfolge ist,

Rl:

(o) 1) ro + (1) (k_l)"‘ rot e+ () ED ()7
i ’

=

| Damit sind die Voraussetzungen des Markoffschen Satzes erfiillt, und

unser Satz bewiesen. Fiir k = 2 erhiilt man die Eulersche Reihentrans-
formation.

Literatur

K. Knopp. Theorie und Anwendung der unendlichen Reihen
(Springer - Verlag, Berlin, 1964).

‘ Ozet
s n
Bilindigi gibi, X (_ 1)’Vav yakmsak bir seri olduguna ve Aao s Gy
v=0
n n ninci farkim gdsterdigine gore, Euler seri transformasyonu teoremi

s S A"a
2 (1 a, 2 0

y=0 - n=>0 gn+1

oldugunu, yani ikinci serinin de yakinsak ve toplamummn birinci serinin toplamma esit
bulundugunu ifade eder. Bu yazida once, k => 2 bir tamsay1 olmak iizere

1 _ = 0,1,2, ...
¢ - n) (k—l)n v n
ny [ AN y =012, ...

alinmis, v > n i¢in ¢, = 0 olmak iizere (cy,,) matrisinin regiilerlik gartlarmm sagladig

gosterilmis, bunu miiteakip bir (s, ) dizisi igin

Ak—l sy, = (k-1) Sy 7 Sp+1
ve genel olarak
n n—-1 n—I AI Sy = A Sy N
Ak—l s, = (k-1) Ak—l s, _Akvl Syl s o

tarifleri verilmistir. Nihayet bunlar ve Markoff seri transformasyonu teoremi yardimiyle
su teorem ispatlanmgtir :

Eger

2 (-1Ya
y=0 v
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serisi yakimsak herhangi bir seri ise, her & == 2 tam sayis i¢in

-] o0 An

2 (-1Va = X %
4 1

y=0 n=0 k"t

dir, yani ikinci seri de yakinsak ve toplam, birinci serinin toplamimin aymdir. k = 2
icin buradan Euler teoremi elde edilir.
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