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Oz

Fourier olmayan hiperbolik 1s1 iletim modeli kullanilarak fonksiyonel derecelendirilmis sonsuz uzunlukta ici bos
silindirin gegici rejimdeki analizi yapilmistir. Termal gevseme siiresi diginda malzeme 6zelliklerinin radyal yonde
tistel olarak degistigi kabul edilmistir. Sonsuz uzunlukta bir silindir ele alindigindan silindirin alt ve st ucundaki
etkiler ihmal edilmistir. Bu kosullar altinda, uzay yoniinde sadece radyal degiskene bagli degisken katsayili kismi
diferansiyel denklem elde edilir. Bu diferansiyel denkleme Laplace doniisiimii uygulanarak, Laplace uzayinda
zamandan bagimsiz elde edilen lineer adi diferansiyel denklem, Chebyshev Pseudospektral yontemi kullanilarak
sayisal olarak ¢oziiliip, Modifiye Edilmigs Durbin Ters Doniisiim Yo6ntemi kullanilarak zaman uzaymdaki ¢6ziim
elde edilir. Sicaklik ve 1s1 akisinin gegici dinamik tepkileri, 6zel bir metal-seramik karigimi alinarak ve cesitli
goreceli sicaklik degisikliklerine gore incelenmistir. Farkli zamanlarda sicaklik dagilimi ve 1s1 akisinin davranist
farkli sekiller lizerinde gosterilmistir. Bu birlestirilmis yontemin dogrulugunu gostermek igin literatiirde mevcut
olan ¢oziimler kullanilmistir. Bu ¢alismada kullanilan birlestirilmig yontemin, iyi yapilandirilmis, basit, etkili bir
yontem oldugu gosterilmistir.

Anahtar kelimeler: Silindirlerde hiperbolik 1s1 iletimi, Fonksiyonel derecelendirilmis malzeme, Laplace
dontisiimii, Chebyshev pseudospektral yontemi, Durbin ters doniigiim yontemi.

Heat Conduction Analysis of a Functionally Graded Cylinder in Transient
Regime with Chebyshev Pseudospectral Method

Abstract

Transient analysis of functionally graded infinite length hollow cylinder is performed using non-Fourier hyperbolic
heat conduction model. Except the thermal relaxation time, the material properties are assumed to change
exponentially in the radial direction. Since an infinite-length cylinder is considered, the effects at the upper and
lower ends of the cylinder are neglected. Under these conditions, a partial differential equation with variable
coefficients is obtained which is only depend on the radial variable in the space direction. By applying Laplace
transform to this differential equation, the linear ordinary differential equation obtained in Laplace space is solved
numerically by using Chebyshev Pseudospectral method and the solution in time space is obtained by using
Modified Durbin Inverse Transformation Method. The transient dynamic responses of temperature and heat flux
are investigated by taking a special metal-ceramic mixture and examining various relative temperature changes.
The behavior of temperature distribution and heat flux at different times is shown in the form of graphs. The
solutions available in the literature are used to demonstrate the accuracy of this combined method. The combined
method used in this study has been shown to be a well structured, simple, effective.

Keywords: Hyperbolic heat conduction in cylinders, Functionally graded material, Laplace transform, Chebyshev
pseudospectral method, Durbin inverse transform method.
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1. Giris

Materyaller, diinyadaki ilk insandan beri insanlarin yasaminda 6nemli bir rol oynamustir. Farkli
donemlerde uygulamada kolayligi i¢in degisik tip malzemeler kullanilmis veya kompozit malazemler
yapilmistir. Homojen malzemeye gore daha hafif, daha giiclii ve tasarim esnekligi saglayan kompozit
malzemeler arastirmacilarin ilgisini ¢ekmistir. Genis uygulama alanlarinin yanmi sira korozyona ve
asinmaya kars1 direngli olmasindan dolay1 literatiirde bu alanda birgok ¢aligma yapilmistir. Ancak bu
tip malzemelerin birlesme yerindeki 6zelliklerinin keskin gecisi, delaminasyon siirecinde bilesenlerin
bozulmasina neden olmaktadir [1].

Bu durumun {stesinden gelebilmek icin ilk olarak Shen ve Bever fonksiyonel olarak
derecelendirilmis malzemeler iizerine bir ¢aligma yapmuslar ancak iiretiminin karmagsik ve zor olmasi
gerekli ilgiyi gormesinin 6niine ge¢mistir [2]. Daha sonra Japonya'daki bir grup aragtirmaci tarafindan
yapilan uzay mekigi projesinde, yiiksek sicaklik ve sicaklik farkina dayanabilecek 1s1l bariyer malzeme
ihtiyacindan dolay1 yeni bir kompozit materyal cinsi olan fonksiyonel derecelendirilmis malzeme
(FDM) onerisi ile ortaya ¢ikmistir [3]. Elastik ve termal olarak heterojen olan bu malzemeler bir
yiizeyden digerine siirekli degisen o6zelliklere sahiptirler. Fonksiyonel olarak derecelendirilmis
malzemeler, yaygin olarak, metallerin mukavemet, islenebilirlik ve bag kurabilme ozellikleri ile
seramiklerin 1s1, asinma ve oksitlenme direnclerinden dolayr metalden seramige dogru bir
derecelendirmenin oldugu yapilardir. Istya karsi direngli, erozyon ve korozyona dayanikli ve kirilma
toklugu yiiksek olmalarindan dolayi, bugiine kadar, biyomedikal, kimyasal, niikleer, madencilik ve
enerji santrali gibi hemen hemen her alanda kullanilmiglardir [1].

FDM elemanlardaki termal stresin dogru olarak hesaplanabilmesi i¢in 1s1 iletim analizinin dogru
yapilmasi gerekir. Katilardaki 1s1 iletiminin matematiksel modellenmesi ile ilgili farkli teoriler vardir.
Bunlardan en ¢ok kullanilan1 olan Fourier 1s1 iletimi teorisidir. Bu teoride katilardaki 1s1 iletkenligi
kullanilarak, 1s1 akisinin dogrudan sicaklik gradyanina esit oldugu varsayilmaktadir. Bu teori bircok
mithendislik uygulamasi i¢in yeterli olmasina karsin, termal sok, darbeli lazerli 1sitma gibi ¢ok cesitli
termal yiiklemelerin neden oldugu durumlarda 1s1 iletimini dogru bir sekilde agiklayamaz. Ani bir termal
soka maruz kalan bir levhanin yiizey sicakligi ile ilgili yapilan bir calismada, elde edilen yiizey
sicakligimin Fourier yasasinin 6ngordiigiinden 300 °C daha yiiksek oldugu gézlemlenmistir [4]. Fourier
1s1 iletim teorisinde, fiziksel olarak gercekci olmayan sonsuz bir 1sisal dalga yayilma hizi ile
sonu¢lanmasinin yaninda, diisiik ve yiiksek sicakliklarda ve ¢ok biiyiik 1s1 akiginin oldugu durumlarda
dogru sonug vermez.

Bu durumu daha iyi agiklayabilmek i¢in Fourier olmayan 1s1 iletim modelleri gelistirilmistir. Bu
modellerden de en ¢ok kullanilan1 hiperbolik 1s1 iletim modelidir. Diferansiyel denklemin yapisindan
dolay1 bu sekilde adlandirilan bu modelde, diferansiyel denkleme de gecen termal gevseme siiresi
sicakligin termal diizensizliklerinin ge¢mesi icin gereken zaman olarak tanimlanmistir. Bu teori
kullanilarak, silindirik geometrideki sicaklik ve 1s1 akisinin davraniglart iizerine bir¢ok calisma
yapilmustir.

Wilhelm ve Choi [5], Fourier (parabolik) ve Fourier olmayan (hiperbolik) 1s1 iletim modelini
kullanarak silindirik geometride termal dalgalar i¢in kapali formda bir ¢6ziim sunmuslardir. Chen ve
Lin [6], Fourier olmayan hiperbolik 1s1 iletim modelinin analizi i¢in bir hibrid yontemi sunmuslardir.
Lin ve Chen [7], Fourier olmayan 1s1 iletim modellerinden biri olan hiperbolik 1s1 iletim modeli
kullanarak silindirik ve kiiresel geometri i¢in birlestirilmis bir sayisal yontem kullanmiglardir. Antaki
[8], Fourier olmayan 1s1 iletim modellerinden biri olan hiperbolik 1s1 iletim problemlerine, hareketli 1s1
kaynagi ve faz degisimleri iceren durumlar harig, analitik ¢éziimler sunmusgtur. Zanchini ve Pulvirenti
[9], Fourier olmayan kararli-periyodik hiperbolik 1s1 iletim problemi kullanilarak sonsuz uzunluktaki
silindir i¢in analitik bir ¢6ziim takdim etmislerdir. Al-Nimr ve Naji [10], Fourier olmayan hiperbolik 1s1
iletim modelini kullanarak izotropik olmayan bir cisimdeki termal davranisi incelemislerdir. Chen vd.
[11], ters hiperbolik 1s1 iletimdeki bilinmeyen yiizey kosullarini tahmin etmek igin sayisal bir
birlestirilmis yontem kullanmiglardir. Tarn ve Wang [12], fonksiyonel olarak derecelendirilmis
silindirik bir anizotropik tiipteki 1s1 iletimini incelemislerdir. Liu vd. [13], dogrusal olmayan sinir
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kosullarina sahip sonsuz uzunlukta tabakali kat1 bir silindirdeki hiperbolik 1s1 iletim problemini, Laplace
dontisiimii teknigi ve kontrol hacmi yontemi ile birlikte hiperbolik sekil fonksiyonunu kullanarak
¢ozmiislerdir. Lu vd. [14], tabakali kompozit dairesel silindirde bulunan gegici sicaklik ¢dziimiine giden
analitik bir yontem lizerinde ¢aligma yapmislardir. Hosseini vd. [15], Fourier olmayan hiperbolik 1s1
iletim modelini kullanarak, islevsel olarak derecelendirilmis sonsuz uzunlukta kalin cidarli silindirik
kabugun gecici rejimdeki analizi i¢in analitik bir ¢6ziim sunmuslardir. Darabseh vd. [16], yiiksek
sicaklik degisimi etkisinde bulunan silindirlerdeki termal gerilme analizi tizerine bir c¢alisma
yapmuislardir. Babaei ve Chen [4] fonksiyonel olarak derecelendirilmis bir i¢i bos silindirdeki hiperbolik
1s1 iletimini incelemislerdir. Chen [17], silindirik malzemelerdeki hiperbolik 1s1 iletim problemlerini
hibrit Green fonksiyon metodu kullanarak analiz etmistir. Keles ve Conker [18], fonksiyonel
derecelendirilmis malzemeden olusan i¢i bos silindir ve kiirede hiperbolik 1s1 iletimi problemini analitik
olarak ¢ézmiislerdir. Afshin vd. [19] ¢alismalarinda, fonksiyonel derecelendirilmis kalin cidarli dénel
silindirik basingli kabin gegici rejimdeki termal-elastik analizini sunmuglardir.

Bu calismada, fonksiyonel derecelendirilmis (FD) i¢i bos kalin cidarli sonsuz uzunluktaki silindirin
gecici rejimdeki analizi hiperbolik 1s1 iletim modeli kullanilarak Laplace- Chebyshev-Pseudospektral
Durbin birlesik yontemiyle sayisal olarak incelenmistir. Sonsuz uzunlukta bir silindir ele alindigindan,
silindirin alt ve iist ucundaki etkiler ihmal edilmistir. Termal gevseme siiresi harig, malzeme
Ozelliklerinin radyal eksen boyunca listel olarak degistigi kabul edilmistir. Bu kosullar altinda, radyal
ve zaman degiskene bagli analitik yontemlerle ¢6ziilmesi zor olan dogrusal bir kismi diferansiyel
denklem elde edilir. Bu kismi diferansiyel denklemin zaman yoniindeki bagimliligi Laplace dontigiimii
kullanilarak ortadan kaldirildiktan sonra elde edilen adi diferansiyel denklem yiiksek dogruluk
derecesinde Chebyshev Pseudospektral Yontemi [20, 21, 22] ile dogrusal denklem sistemine
doniistiiriiliir. Dogrusal denklem sistemi uygun bir ayriklastirma yontemi ile ¢oziildiikten sonra, Laplace
uzayindaki vektoriin fiziksel uzaydaki degeri Modifiye Edilmis Durbin Yo6ntemi [23] kullanilarak
bulunur. Bu ¢alismada fonksiyonel derecelendirilmis silindirin malzeme &zelliklerinin her birinin
gercekte olmasi gerektigi gibi farkli homojensizlik parametrelerine gore degistiginin varsayilmasi ve
gecici rejimdeki analiz i¢in diisiik sayida 1zgara noktasiyla yiiksek dogruluk diizeyinde ¢dziimler sunan
Chebyshev pseudospektral yontemi ile Durbin y6nteminin birlikte kullanilmasi bu ¢alismayi
literatiirden ayirmaktadir. Sicaklik ve 1s1 akisinin gegici dinamik tepkileri, seramik-metal karigim1 6zel
bir malzeme i¢in ve ¢esitli goreli sicaklik degisikliklerine gore incelenmistir. Farkli zaman ve malzeme
Ozellikleri arasindaki sicaklik dagilimi ve 1s1 akisinin korelasyonu farkli sekiller iizerinde
vurgulanmigtir. Literatiirde mevcut analitik ¢oziimler, kullanilan birlestirilmis yontemle ¢oziilerek
yontemin dogrulugu gosterilmistir. Bu ¢calismada fonksiyonel olarak derecelendirilmis silindirik kaptaki
gerilme analizlerini yapmak i¢in kullanilan bu birlestirilmis yontemin, basit, kolay uygulanabilir ve
yiiksek hassasiyette ¢oziimler sunan bir yaklagim oldugu gdsterilmistir.

2. Materyal ve Metot

Fonksiyonel derecelendirilmis kalin cidarli, sonsuz uzunluktaki silindirin hiperbolik 1s1 iletim problemi
ele alinmistir. Silindirin i¢ yarigapi a ve dis yarigapi b olmak iizere kesit alam1 Sekil 1'deki gibi
verilmistir.

[zotropik ortamlar igin hiperbolik 1s1 iletim denklemi [24] en genel formda

-

3 _Eq = — 2.1a
g+t 35t AVT (2.1a)

ve i¢ 1s1 tiretiminin ihmal edildigi enerji denge denklemi [8] ise

aT N
pep 57 = ~Vq (2.1b)
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seklinde ifade edilmektedir. Burada G, T, 7, 4, V, p Ve ¢, sirastyla 1s1 aki vektoriini, sicaklig, termal
gevseme siiresini, 1s1 iletkenligi, gradyan operatoriinii, yogunlugu ve 6zgiil 1s1y1 gdstermektedir.

Sekil 1. Fonksiyonel derecelendirilmis sonsuz uzunluktaki kalin cidarli silindirin kesiti

Fonksiyonel derecelendirilmis malzemenin (FDM), metal ve seramik karisimini ihtiva eden bir
malzeme oldugu kabul edilmistir. Bu varsayim altinda, malzeme o6zelliklerinin silindirin kalinlig
boyunca iistel olarak degisimi

A(r) = AgePr— (2.2a)
p(r) = pae?™® (2.2b)
cp(r) = cpae“’(r_a) (2.2b)

bigiminde olup, homojensizlik parametreleri B = In(4,/4,)/(b —a), y = In(py/pa) /(b —
a)vew = ln(cpb / cpa) /(b — a) bagintilar1 kullamlarak hesaplanir. I¢ yiizeyi sadece metal, dis yiizeyi
ise sadece seramik olacak sekilde bir yap1 olusturulmustur. Malzeme ozelliklerinin radyal yonde tistel
olarak degistigi kabul edilen silindirin, metalce zengin i¢ cidar ile yiiksek mukavemetli, seramik¢e
zengin dis cidar ile de yiiksek sicakliga dayanikli heterojen silindirik bir malzeme elde edilmistir. Bu
bagintilarda, a alt indisi i¢ ve b alt indisi ise dis yiizeydeki malzeme 6zelliklerini gostermektedir.

Sistemi idare eden denklemlerdeki tiim degiskenlerin etkisinin aym derecede sayisal ¢oziime
yansimasi i¢in boyutsuzlastirma iglemi yapilmistir. Boyutsuzlagtirma islemlerinde asagidaki degiskenler
kullanilmugtir:

_T' _a Q—T_Ti T—Ta_Ti 23
"=y Ty YTSr @ leTT T (2:33)
_ Kqt _ KqT A _ bg,
$=pr T = OTan (2:30)

Burada, kg, T;, &y Ve T, sirasiyla seramik i¢ yiizeydeki 1s1  yaymimini, islevsel
derecelendirilmis silindire etki eden ilk sicakligi, boyutsuz termal gevseme siiresini ve bagil sicaklig
gostermektedir.

Kalin cidarli i¢i bos silindirin eksenel-simetri kosulunu sagladigi ve sonsuz uzunlukta oldugu
kabul edildiginden eksenel yonde etkilerin olmadig1 varsayilmistir. Bu kosullar altinda, sicaklik ve 1s1
akis1 sadece radyal koordinata ve zamana baglidir. Malzeme 6zellikleri (2.2) ve boyutsuzlastirma
parametreleri (2.3) kullanarak silindirik geometride boyutsuz hiperbolik 1s1 transfer denklemi ve
boyutsuz enerji denkleminin baglasimli (coupled) formu asagidaki sekilde olusturulur:

aZ(n, 2Z(1,
Py () % + P, (1) % +Ps(mZ(®,§) =0 (2.4)
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oyleki

Z(n,&) = H(n,f)]

Qm,¢)

bilinmeyen sicaklik ve 1s1 akis1 igeren vektorii ve

0 £ T, — T, 0 1
B(bn-a)
_T. e 0
P =|Tp — T cn-ar+w) | P20D= [ T; ] P;(n) = [0 1]
i 0 1 n

kismi diferansiyel denklemin uzay degiskenine bagli katsayilar matrisleridirler.
2.1. Baslangi¢c ve Simir Kosullar

Fonksiyonel olarak derecelendirilmis silindirin gegici rejimdeki sicaklik davranisini lgebilmek ve
kullanilan hiperbolik 1s1 iletimi denklemi ile enerji denkleminin asikar olmayan ¢6ziimiinii elde etmek
icin sisteme etki eden baslangi¢ ve smir kosullarini belirlemek gerekir. Silindirik yiizeye herhangi bir
etki olmadan once sabit bir sicaklik (T;) etkisi altinda oldugu varsayilmistir. Is1 akisinin da ilk anda
sifir oldugu kabul edilmistir. Dolayisi ile baslangi¢ kosullart boyutsuz parametreler (2.3) kullanilarak
6(n,0) = Q(n,0) = 0 seklinde elde edilir.

Silindirin i¢ ve dis cidarina etki eden sabit sicakliklarin oldugu duragan simir kosulu ele
alinmustir. i¢ ve dig cidar arasindaki sicaklik farkinin fazla (T, > T, ) oldugu varsayilmistir. Bu
kosullariin boyutsuz formlar1 da (2.3) kullanilarak,

0,8 =T, 01,8 =1 (2.5)
olarak bulunur.
2.2. Laplace Doniisiimii

Is1 iletim denklemi ile enerji denkleminden olusan kismi diferansiyel denkleme (2.4) zaman y6niinde
Laplace doniisiimii uygulanirsa, n degiskenine bagh adi diferansiyel denklem elde edilir. Bilinmeyen
sicaklik ve 1s1 akisim iceren Z (7, &) vektdriiniin Laplace uzayindaki déniisiimii L[Z(n,&)] = Z(n,s)
olsun. i1k anda sicaklik ve 1s1 akisinin degeri sifir oldugundan, Laplace doniisiimiinde kullanilacak olan
baslangic kosulu Z(n,0) = [0 0]7 seklindedir. Bu kosullar altinda kismi diferansiyel denklemin (2.4)
Laplace doniisiimii alinirsa

aZ(n, _
DD 1 (P s + B2 5) = P20, 0) (26)

P, (m)
baglasimli (coupled) formda bir adi diferansiyel denkleme doniisiir. Buradaki s degiskeni Laplace
parametresidir.

2.3. Chebyshev Pseudospektral Yontemi

Spektral yontemler ailesi iginde yilksek dogruluk derecesinde ¢o6ziimler sunan Chebyshev
pseudospektral yontemi yerel olmayan bir yaklagim ile problemi ele alirken, sonlu elemanlar yontemleri
yerel bir yaklagim kullanir. Yani uzayda belirli bir noktada bir tiirevin degeri sonlu elemanlar
yontemlerindeki gibi sadece komsu 1zgara noktalar1 degil, uzaydaki diger tiim noktalardaki ¢oziime
baghdir. Ayrica, daha diisiik sayida 1zgara noktasiyla yiliksek dogruluk diizeyinde ¢oziimler verir. Bu
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nedenlerle, Chebyshev pseudospektral yontemi iyi tanimli problemler i¢in hizli ve iistel yakinsama
ozelligine sahiptir. Ancak, karmasik geometriler ve siireksizlik durumlarinda diger yontemlere gore
daha az esnektir ve genellikle uygulanmasi daha karmasiktir. Ornegin, sok ve siireksizlik iceren
problemlerde spektral yonteminin keskin gradyanlarla birlestirilmesi zordur.

Bu calismada, boyutsuz radyal yondeki tiirevlere sahip Laplace uzaymndaki adi diferansiyel
denklem birinci tip Chebyshev polinomu yaklasimina dayanan Chebyshev Pseudospektral Yontemi
(CPY) ile ¢oziilecektir. Diferansiyel matris yaklasimina dayanan yontemde, hatay1r minimum yapacak
sekilde bir nokta dagilimi segilerek bu noktalara karsilik gelen interpolasyon polinomu aranir. Sinirdaki
nokta dagilim orta noktalara gore daha sik olan Chebyshev-Gauss-Lobatto noktalar

nj=cos(X¥).  j=0.123...N 2.7)
ile daha az 6rgii noktas1 kullanilarak elde edilecek olan diferansiyel matrisi, sayisal ¢oziimlemede
yiiksek hassasiyette sonuglar elde edilmesini saglamaktadir [22]. Yarim ¢ember iizerine esit araliklarla
yerlestirilmis olan bu noktalarin yatay eksene izdiisiimleri alindiginda sinirlarda sik, orta noktalarda
daha seyrek bir dagilim olusturmaktadirlar. Chebyshev-Gauss-Lobatto noktalarinda Lagrange
interpolasyon polinomu ile olusturulan diferansiyel matris (Dy), sol taraftan bir kere Z(n, s) vektorii ile
carpildiginda bu vektdriin birinci tiirevine Z'(n,s) = DyZ(n, s), iki kere carpildiginda bu vektdriin
ikinci tiirevine Z''(n,s) = DZZ(n, s), ii¢ kere ¢arpildiginda bu vektoriin iigiincii tiirevine Z'"'(n, s) =
D37Z(n,s) karsihik gelir. Bu sekilde soldan diferansiyel matris ile carpim yapilarak yiiksek mertebeli
tiirev ifadelerine yiiksek hassasiyetli yaklasimlar saglar. Bu yontemin, yiiksek hassasiyete sahip, basit,
etkili bir metot oldugu Trefethen'nin [22] bu konu ile ilgili kitabinda gosterilmistir.

Laplace dontisiimii ile adi diferansiyel denkleme doniistiiriilen (2.6) baglasimli (coupled)
formdaki kismi diferansiyel denklem, Chebyshev Gauss-Lobatto noktalarinda elde edilmis olan
diferansiyel matrisi kullanilarak

LyZ = Rhs (2.8)

dogrusal bir denklem sistemine doniistirtliir. Burada, Ly dogrusal denklemin operatorii iken Rhs ise
bilinen sag taraf vektorii olup,

Ly = P,(m)Dy + P1(m)s + P5(n), Rhs = P;(n)Z(n,0)

seklindedir. Bu elde dilen dogrusal denklem sistemine (2.8) sinir kosullari (2.5) uygulanarak sifirdan
farkli olan (asikar olmayan) ¢6ziim, uygun bir ayriklastirma yontemi ile kolayca bulunur.

2.4. Modifiye Edilmis Durbin Yoéntemi

Uygulamaya yonelik gergek problemlerde, Laplace uzayindaki degerlerin fiziksel uzaydaki karsiligini
ters donilisim formiillerini kullanarak elde etmek zordur. Laplace doniisiimii ile adi diferansiyel
denkleme doniistiiriilen baglasimli (coupled) formdaki kismi diferansiyel denklem, CPY ile ¢oziildiikten
sonra zaman uzayindaki ¢6ziimii analitik olarak elde etmek ¢ok zor hatta gogu zaman miimkiin degildir.
Bunun i¢in bu ters doniisiimii sayisal olarak hesaplayabilecek bir yonteme ihtiyag vardir. Bu ¢alismada
ters doniisiim i¢in modifiye edilmis Durbin yontemi uygulanmistir [23]. Fourier cosiniis seri yaklagimina
dayanan ve Dubner ve Abate'nin [26] gelistirdigi ters doniisiim yonteminin gelistirilmis hali olan bu
yontemde Fourier cosiniis-siniis seri yaklagimi birlikte kullanilmaktadir. Durbin'nin [23] ters Laplace
dontisiimiindeki sonuglari iyilestirmek igin, ters doniisiimii yapilan her bir terim Narayanan [25]
tarafindan Onerildigi gibi Lanczos faktorii ile carpilmistir. Yontemin detayli uygulamasi ve
formiilasyonu i¢in i¢in Keles ve Conker’in [18] ¢alismasi incelenebilir.
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3. Bulgular ve Tartisma

Bu calismada, hiperbolik 1s1 iletim teorisi ile sonsuz uzunlukta kalin cidarli silindirin gegici rejimdeki
sicaklik ve 1s1 aki analizi sayisal bir yontem olan Chebyshev Pseudospektral Yontemi (CPY) ile
¢oziillmiistiir. Sonsuz uzunlukta bir silindir ele alindigindan silindirin alt ve iist ucundaki etkiler ihmal
edilmigtir. Silindirin i¢ yarigapt a = 0.6 ve dis yaricap1 b = 1 olarak alinmigtir. Termal gevseme siiresi
hari¢ malzeme 6zelliklerinin {istel bir fonksiyona bagli olarak cidar boyunca degistigi kabul edilmistir.
Silindirin i¢ yiizeyi metalce (Ti — 6Al — 4V) zengin iken dis yiizeyi seramik¢e (Zr0,) zengin olacak
sekilde kademeli olarak metal ve seramik karigimindan olustugu varsayilmistir. Bu 6zel malzemenin 1s1
iletim katsayisi, yogunlugu ve 6zgiil 1s1 degerleri Tablo 1'de verilmistir. Bu metal-seramik karisiminin
homojensizlik parametreleri, bu malzeme ozelliklerine gore f = —3.1944, y =0.5409ve w =
—0.7311 degerlerine karsilik gelmektedir. Malzeme ozelliklerinin derecelendirilmesinde kullanilan
parametreler sifir alindiginda (8 = y = w = 0), sadece metal malzemeden (Ti — 6Al — 4V) olusan bir
silindirin elde edilecegi, (2.2) baglantilarindan kolayca goriilebilir.

Tablo 1. Karisimda kullanilacak malzemelerin 6zellikleri (Metal-Seramik)[27]

Malzeme ALW/(mK) p, kg/m3 cp.J/(kg.K)
Ti — 6Al — 4V 7.5 4430 560
7r0, 2.09 5500 418

Literatiirde, termal gevseme siiresinin sabit, 1s1 iletim katsayisi, yogunluk ve 6zgiil 1siin radyal
yonde kuvvet kuralina gére ayni homojensizlik parametresi () ile degistigi A = 1,77, p = Ap P ve
cp = cparﬂ durum igin sayisal ¢oziimleme Laplace Chebyshev Pseudospektral Durbin birlesik
yontemiyle farkli boyutsuz zaman degerlerinde elde edilmistir. Elde edilen sonuglar, Babaei ve Chen'nin
[4] yapmus olduklart analitik ¢alisma ile Tablo 2'de mukayese edilmistir. Yiiksek dis sicakligin sisteme
etki ettigi ilk anlarda (¢ = 0.06), ilk yansimadan sonra (¢ = 0.42) ve dengeye ulagsmaya yakin bir
zaman dilimindeki (¢ = 1.92) asamalarda boyutsuz zamanlarda karsilastirmalar yapilmistir. Bu
caligmada sunulan birlestirilmis yontem ile analitik sonuglarin 18 6rgii noktasi i¢in birbirine yakin
oldugu ve en az bes haneli hassasiyette sonuglar verdigi goriilmiistiir.

Tablo 2. Sicakligin farkli boyutsuz zaman degerlerinde Babaei ve Chen [4] ile mukayesesi

£ =0.06 £ =0.42 £=1.92
n CPY [4] CPY [4] CPY [4]
0.60 0.00000000  0.00000000 0.00000000  0.00000000 0.00000000 _ 0.00000000
061 0.00176698  0.00176689 0.02433694  0.02433704 0.06622243  0.06622241
0.65 0.00224459  0.00224437 0.08534814  0.08534826 023700556  0.23700555
070  -0.00312640  -0.00312649  0.16176567  0.16176551 043397485  0.43397491
0.77  0.00400921  0.00400888 0.25064558  0.25064580 059966400  0.59966405
0.83 0.02679526  0.02679518 032278354  0.32278356 074050394  0.74050396
090 056737873  0.56737881 037209449  0.37209468 0.85444848  0.85444843
095 0.99088250  0.99088265 050771622  0.50771616 093615857  0.93615855
099 1.01774540  1.01774539 0.85043128  0.85043125 098482252  0.98482253
1.00 1.00584200 1.00584200 1.00071672 1.00071672 1.00069693 1.00069693

Ic ve dis ceperde sabit bir sicakligin var oldugu ve dis geperdeki sicakligin i¢ ceperdeki
sicakliktan daha yiiksek oldugu durumda cidar boyunca boyutsuz zaman noktalarinda sicaklik () ve
1s1 aki (Q) dagilimlari Sekil 2°de verilmistir. Silindirin dis ¢eperindeki sicaklik degeri daha fazla oldugu
icin termal dalga yonii 6ncelikle disaridan igeriye dogrudur (Sekil 2(a)). Dogrultusu dis ¢eperden ig
cepere olan sicaklik ve 1s1 aki dalgasinin i¢ ¢epere ¢arptiktan sonra diisey dogrultuda aynen geri yansiyip
tekrar dis ¢epere dogru yonelmesi ise Sekil 2(b)'de gosterilmistir. Bu yansimalar periyodik olarak
tekrarlanarak diisey yonde dalga genligi azalip dengeye ulasana kadar siirmektedir (Sekil 2(c-f)). Ayrica
Sekil 2°den, fonksiyonel derecelendirilmis malzeme igin sicaklik ve 1s1 akist dalgalarinin hizinin,
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homojen malzemedeki sicaklik ve 1s1 akisi dalgalarinin hizina goére daha diigiik oldugu da
gbzlemlenmektedir.

Termal Dalga Yonii — 4 Fom) Termal Dalga Yonii — 4 (Fom)
<~ _— >
. S
2 ——Q (FDM) 2 ——Q (FDM)
ey --a
1 = 1 S e
i ///—"”_ .
a, ™ oo__,__u_/-*"‘*
£ e =3
R 72N, i
~ =
~ -
~ -
2 2
a3 %
06 065 07 075 08 085 09 095 1 06 065 07 075 08 085 09 0.95 1
n n
(@) § = 0.06 (b) & =0.42
3 3
Termal Dalga Yéni ——0 (FDM) Termal Dalga Yoéni —— (FDM)
- o —_—— e
2 ——aQ (FDM) 2 ——aQ (FDM)
——y --a

06 0.65 0.7 0.75 08 0.85 09 0.95 1 06 0.65 07 0.75 08 085 09 0.95 1

n n
(€) € = 0.84 (d) ¢ =1.08
3 T T v 3 T v
Termal Dalga Yonu —— ¢ (FDM) Termal Dalga Yonu ——0 (FDM)
- o e g -
2 ——Q (FDM) 2 ——Q (FDM)
== --a

06 065 0.7 0.75 08 085 09 0.95 1 06 0.65 07 0.75 08 085 09 0.95 1
n n

(€) £ = 1.56 () £ =192

Sekil 2. Sicaklik ve 1s1 akisinin cidar boyunca boyutsuz zaman dilimlerindeki dagilimi

Silindirin baslangi¢ sicakliginin i¢ sicakliktan daha yiiksek ve daha diisiik oldugu durumlarda,
cidarin orta noktasinda (7 = 0.8) sicakligin boyutsuz zamana gére dagiliminin sabit bir termal gevseme
stiresinde (g, = 0.35), FD ve homojen malzeme i¢in karsilastirilmasi Sekil 3’te verilmistir. Sekil 3(a)’da
silindirin i¢ sicakliginin baslangi¢ sicakligindan daha diisiik oldugu durum (T, < T;) verilirken Sekil
3(b)’de silindirin i¢ sicakliginin baslangi¢ sicakligindan daha yiiksek oldugu durum (T, > T;) ele
almmustir. Silindirin i¢ sicakliginin baslangic sicakligindan daha yiiksek oldugu durum igin elde edilen
dalgalanmalarin diger duruma gore daha yiiksek degerler aldigi goriilmiistiir. FD malzemede sicakligin
genligi ve dengeye ulasma siiresi homojen malzemeye goére daha az oldugu gézlemlenmistir [18].
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—-—-f=y=w=0 : I —-—- J=y=w=0

— 3=-3.194, 4=0.54, w=-0.73

12 — (=-3.194, 4=0.54, w=-0.73 1.2

T,=-05

08 € =0.35

n=08

-0.2
[ 05 1 15 2 25 3 35 4

(b)

Sekil 3. Silindirin baslangig sicakliginin i¢ sicakliktan daha yiiksek (soldaki sekil) ve daha diisiik (sagdaki sekil)
oldugu durumlarda, cidarin orta noktasinda sicakligin boyutsuz zamana goére dagiliminin sabit bir termal gevseme
stiresinde FD ve homojen malzeme i¢in karsilastirilmasi.

Cidarlarin i¢ ve dis kisminda sabit fakat sicaklik farkinin yiiksek oldugu durum igin silindirik yiizeyin i¢
sicaklig1 baslangig sicakligindan kiiciik, esit ve bilyiik oldugu durumlar i¢in cidarim ortasinda (n = 0.8) sicakligin
boyutsuz zaman boyunca degisimi Sekil 4’te FD malzeme i¢in verilmistir. Baslangi¢ sicakliginin i¢ sicakliktan
yiksek olmasi, boyutsuz sicaklik degerlerindeki dalgalanmayi etkilememekte ve sadece daha diisiik deger
almasina yol agmaktadir. Burada, i¢ sicaklik degeri arttik¢a sicakligin diisey dogrultuda dalgalanma genliginin
arttig1 ve Keles ve Conker [18] ¢aligmasi ile uyum i¢inde oldugu tespit edilmistir.
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Sekil 4. FD malzemede, i¢ sicaklik degerlerinin ilk sicakliktan kiiglik, esit ve biiylik olmasi durumunda sabit termal
gevseme siiresi i¢in cidarin orta noktasindaki sicaklik dagilima.

4. Sonuglar

Bu caligmada, fonksiyonel derecelendirilmis (FD) i¢i bos kalin cidarli sonsuz uzunluktaki silindirin
hiperbolik 1s1 iletim modeli ile gegici rejimdeki analizi Laplace Chebyshev Pseudospektral Durbin
birlesik yontemiyle sayisal olarak incelenmistir. Sonsuz uzunlukta bir silindir ele alindigindan silindirin
alt ve tist ucundaki etkiler ihmal edilmistir. Termal gevseme siiresi hari¢, malzeme 6zelliklerinin radyal
eksen boyunca iistel olarak degistigi kabul edilmistir. I¢ ve dis ¢ceperde sabit bir sicakligm var oldugu
ve dis ¢eperdeki sicakligin i¢ ¢eperdeki sicakliktan daha yiiksek oldugu duragan sinir kosulunda,
silindirin radyal eksen ve zaman boyunca 1s1 aki ve sicaklik dagilimlari incelenmistir. Homojen
malzemenin FD malzemeye oranla silindirik cisimdeki termal dalga yayiliminin daha hizli, sicakligin
etkisin de daha fazla oldugu gozlemlenmistir. Bu caligmada fonksiyonel olarak derecelendirilmis
silindirik kaptaki gerilme analizlerini yapmak i¢in kullanilan bu birlestirilmis yontemin, basit, kolay
uygulanabilir ve yiiksek hassasiyette ¢oziimler sunan bir yaklasim oldugu gosterilmistir.
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