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- Uber eine spezielle Darstellung der
' symmetrischen Gruppen

E. BAYAR

“Karadeniz Technische Universitat, Fakultit fiir Naturwissenschafien,
Abteilung fiir Mathematik, Trabzon
(eingegangen am 10/1/1972)

ZUSAMMENFASSUNG

In dieser Arbeit wird eine spezielle reduzible Darstellung der symmetrischen Grup-
pen versucht. Es wird dabei zuniichst ein bekanntes Lemma hergeleitet, das zeigt, daB
.das Produkt der Schurschen Charakteristiken durch die Charaktere der erwihnten
Darstellung von symmetrischen Gruppen ausgedriickt werden kann, Dann wird gezeigt,
daf mit Hilfe dieses Lemmas eine rekiirsive Formel fiir die Berechnung der erwahnten‘

Charaktere angegeben werden kann,

1.

Eine Klasse der symmetrischen Gruppe S, aller Permutationen
von endlichen Ziffernmenge M = (1,2,...,n) besteht bekanntlich
.aus genau den Permutationen, die bei der iiblichen Zyklenschreib-
weise von einer bestimmten Bauart sind. Eine Klasse von S, die
etwa genau aus den Permutationen besteht, die p; Zyklen der
Linge i enthalten (1<i =n, 0< pi=n), kann mit ihrem Typus

. .n
(=G mit I ip=n.
it
bezeichnet werden. Die Ordnung der Klasse (p) ist

' !
1.1 g = —— .
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Ordnet man Zykellingen, die wir mit 2, bezeichnen, der Klasse (p)
nach ihrer GroBe, so kann man der Klasse (p) umkehrbar eindeutig
die Partition

. h
()\) - (7\1, )\2,...,7\}[) . 7\1 __2_ )\2 g...g )\h > 0 mit 2 )\i = n‘

von n zuordnen. Eine Partition (1) = (A1,A2,...,A;) von n kann man
sich auch durch einen Rahmen R()) veranschaulichen, der aus n
Kiistchen in h Zeilen besteht und }; Kistchen in der i-ten Zeile
enthilt. Die Zeilen beginnen simtlich in der gleichen Spalte:

*e e )\'Késtchen

PV

R A Kastchen

Jedem Rahmen R() kann eine gewdhnliche irreduzible Dar-
stellung D® von S, so zugeordnet werden, dap Darstellungen zu
verschiedenen Rahmen indquivalent sind, wobei unter gewshnlichen
Darstellungen C-Darstellungen (C Korper der komplexen Zahlen)
verstanden werden. Also kann man jeder Partition (2) von n eine
gewdhnliche irreduzible Darstellung D™ von S, zuordnen. Der
durch die Partition (A) von n bestimmte gewdhnliche irreduzible
Charakter y() der Gruppe S, ist eine Klassenfunktion in S;, die
jeder Klasse (p) von S, einen rational ganzzahligen Wert yO)
zuordnet. ' e

Es sei (\) = (A,A25..0,),) eine Partition von n und R sei
der zu ()) gehorige Rahmen. Wenn man die letzten r Kastchen
der j-ten Zeile von Rahmen R(») abschneidet, so erhilt man natiir-
" lich im allgemeinen keinen Rahmen. Aber es gibt eine k-te Zeile
von R(;\)V mit A\, = A;—T = XA, . Nun schneiden wir die letzten
r Kistchen der j-ten Zeile von R() ab und bringen den Rest
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(2 —r Kistchen) zwischen der (k-1)-ten und k-ten Zeile, dann
erhalten wir einen Rahmen, der aus n-r Kistchen entsteht.
Dieser Rahmen, den wir mit RQ)(j) bezeichnen, erzeugt eine.
gewohnliche irreduzible Darstellung der symmetrischen Gruppe
S._;- Die zugehorige Partition von n —r bezeichnen wir mitQ) ().

’ Beispiel. (A) = (5,4,3,1),j=2,r=2:

L 4

w,

C 2.

Wir erinnern noch an die Bildung der gewéhnlichen irreduzi-
blen Charaktere der symmetrischen Gruppe S, aus ihren Schur-
schen Charakteristiken oder S-Funktionen. Aus reellen Verinder-
lichen si,8;,...,8, bilde man fiir jede ganze Zahl k = 0 die Funktion

1 81 &

21 (k) =5 SIS SN N

(T) ’;1!12!...1'](!

wobei die Summe iiber alle Klassen (1) = (i ') von S, zu nehmen
ist; ferner setze man

{k}(s) =0 fir k <O.
Bilden wir das Produkt v

2.2 Te(e)= I — (=4

so kann man der Funktion {k}(s) auch die einfachere Gestalt

1k} (s) =(E)I‘T (6) fir 0 <k <n: {kl(s)=0 fiir k <0
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gegeben werden. Fiir eine beliebige Partition (A) = (A,A25e100Ap)
von n liefert dann die h-zeilige isobare Determinante vom Grade n:

0 6) OERTYS SY SRS IYS

{ha-1}(s) {2} (s) 10
2.3 (@)= eririiininnn. [P PR

ML E  Puht2E e Puble

in ijhrer Entwicklung

2.4 (A (s) = z ¥ Tp (s),
() °

den dieser Partition zugeordneten gewdhnlichen irreduziblen
Charakter () der symmetrischen Gruppe S, wobei die Summe
iiber alle Klassen (p) von S, zu nehmen ist.

Nun berechnen wir die Ableitung von {k}(s) nach s,:

2.5 rais, (k}(s) = {k-r} ().
Beweis. Es gilt
r aZ, (k}(s) = (f)r a‘; T ()

Es sei nun der Klasse (1) = (iTi) von ‘Sk' mit t, =1 die Klasse
) = (irli) von S, _, mit t;’ = 7, fiir i£ 1,7, =1, ~1 zugeord-
net. Durchlduft (v) die Klassen von S, mit v, = 1, dann durchlau-
fen die zugehérigen (v') genau die Klassen von Sk—.. Obige Gleichung
ergibt also ‘ ‘

B

{k}(s) = 2:‘ [ (s) = {k-r}(s).

a8, .
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3.

Ist (A) = (A1,A2..s7y) eine Partition von n, dann sei Sy, die
symmetrische Gruppe auf dem Ziffernabschnitt M; = (1,2,...,A1),
Sy, die auf M; = (M1, 7\1-|—2 . M=+22) usw. und S0 das direkte
Produks . : : :

. : h
3.1 Sy = i>< Sy, -
; =1

Die Permutationsgruppe S() ist eine Untergruppe der symmetri-
schen Gruppe S,.

, Ist ESy, die Einsdarstellung von Sy, , so ist das (dussere) direkte
Produkt

. ‘ h
3.2 ESo)= ® ESx,
. . i=t

Einsdarstellung von S . Mit ESa).1 S, bezeichnen wir die davon
induzierte Darstellung von S,. Den gewdhnlichen Charakter der
Darstellung ES) 1 S, die im allgemeinen reduzibel ist, bezeichnen
wir mit ¢(). Dann gilt folgendes Lemma:

3.3 Lemma: Ist (3) = (A, A2,..0s\y) eine Partition von n, (o) eine
Klasse der symmetrischen Gruppe S,, dann gilt

) cp(7\) To(s) =
() °

Bewets Zuerst kénnen wir nach Dzstnbuthtats- und Transttwnats-
elgenschaft von mduzwrten Darstellungen

1 e

A (s)-

1

ESG) + S, ~ (& ESx,) 1 S(hum1) 1 Sy ~ (ESy, ®ES, 1 Sn,) 1 S,
izt 1 :

schreiben (, ~” bedeute dquivalent), wobei (1), = (A2hseec )
eine Partition von n; = n—2; bedeutet und S(A1,n1) = Si, X Sn,.

Nun sei (gi,gs-..gq) ein vollstindiges Reprisentantensystem
der Linksnebenklassen der Untergruppe S(\i, n;) von St



6 E. BAYAR

“I
Sn = iUl giS(7\1,Il1).

W(u) sei der Charakter der Darstellung ES), ®ES(), 1 S,. Setzt

man nun

l}!‘(g) fiir gGSO\l,Ih) :
0 fiir g¢S(hm),

W(g) =
8o ist der Charakter von ES() 1 S,

q .
PN (g) = X (g, 'gg)  geS,.

i=1

Liegt g in der Klasse (p)=(i") von S,, so liegen alle die rechts vor-
‘kommenden Gruppenelemente in der Klasse (p). Jedes davon,
das in S(A:, ny) liegt, gehort also zu einer der Klassen (p,) (5,) von
S(A1, n1), wobei (p,) = (i™) eine Klasse von Sx» (p) = (i) eine
Klasse von Sn, (also ihr Produkt (p,)(p,) =,(ip“+5‘i) eine von
S(a1, my)) ist. Also ist (p) eine Klasse von S, deren Zyklen sich auf
S», und Sn, verteilen lassen, d.h. (p) = (p,) (5,): 01 = Py + Bur-
Fiir diejenigen Klassen von S, deren Zyklen sich iberhaupt nicht
S», und Sn, verteilen lassen, kommt natiirlich Null heraus. Dann
ist ¥'(g;~! gg;) = Wo,%,- Nun versuchen wir, wie oft ein solches
Wp, 5, kommt. Lassen wir t ganz S, durchlaufen, so kommt unter

den t~! gt jedes zu g in S, konjugierte Element bekanntlich

1 ! -
n! n!
—— mal vor, also 2 8e.8,

ge Be
(p,) von S(A:i, ny), wo g, die Ordnung von (p,), gg, die Ordnung

mal ein Element aus der Klasse (p,)

von (p,) ist. Nun haben wir aber von allen Elementen t = g;u der
Nebenklasse g;S(\i, n,) nur das eine g; zu nehmen. Da zeigt sich,
dap die (g;u)~" g(gu) = u" (g, gg;) u alle zu g,* gg; in S(A, n,)
konjugiert sind. Also haben wir nur noch durch die Ordnung
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M!n ! von S(2, n)) zu dividieren: g% von den g;~* gg,; liegen
3
in (p,) (p,). Also ist
o n! 0,
= T 8o: 80 P35
P gp 7\1!111' (91) (P )P 1 ¥,

(Pl)( Pl) (P)

wo ¢(); der zu (2), gehorige Charakter von ES()\)l 4 Sn, ist. Da
andererseits offenbar

L
ESo) 1 Snk~(i=g (ES3) 1 S0 mics) 1 S~ (ESh, ®ESGg s, t
Sngy) 4 Sn, 1=<k<h-1

ist, so erhilt man daraus die Rekursionsformel

(o)) n,! [y .
e W 2, 8ok By Pp, . 1=ksh-1,
.pk k1™ ke (Pk+1 ] PK+1

(Pk+1)(9k+1) (Pk)

wobei (A); = (%, Aj,,,-...7) eine Partition von n, = n;_-2;(no=n),
(¢;) = (i) eine Klasse von S3; und g, ihre Ordnung, (5;) = (i_Pji)
- eine Klasse von S();n;) = S)\ X Sn; und gz, ihre Ordnung, <p()‘)
~der Charakter von ES(); 4 Sn) Daraus folgt unter die Beachtung

: 4 (Ph) = (Ph)

LW _ D 8o Beron
%o T I
P Rttt (o ey (on)=(p)

Damit erhalten wir durch Multiplikation mit Tp(s) und Summation
iiber alle (p)

(‘)r(s)--—“l— Z Be: BewBew (o),
(p) o TEUT AT (O)-o)lon) B i

Es ist klar, dap
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n! 8o, Bo,+Bon . 5
— 1 B6x To(s) = I1 Teys)
AT Al Zo ple) = II Te

ist. Damit erhalten wir also schlieBlich

O‘) To(s) = Z H Lo (8)= H ( by [ (s))_ h 0 (9)-
‘(9) (p)+(p)s++s(pn) = -1 (o) it ;

Bezeichnen wir nun das Produkt H {N\}(s) mit [A](s), so
lautet 3.3

3.4 A](8) = M Daserdgs) = = ;<p(:) Te(s).
(e)

Damit kénnen wir also jeder Partition (1) ein Produkt von Schur-
schen Charakteristiken [A](s) zuordnen. Umgekehrt kénnen wir
auch mit der Gleichung 3.4 jedem solchen Produkt eine Partition
zuordnen, da {m}(s){n}(s) = {n}(s){m}(s) ist. Wir bezeichnen
das zu ())(j) gehorige Produkt mit [r];(s). Dann ist 3.4 der Aus-
gangspunkt fiir die im folgenden herzuleitende Rekursionsformel
fir o).

3.5 Lemma. Ist () = (7\1,7\2, sAp) eine Partition von n, () = (ipi)

eine Klasse von S, mit p,=> 1, (o) = (i”) die Klasse von S,_,

0; = p; fiir i #£71, 0, = p,~1, dann gilt

o & 00
9, = .
Beweis. Es gilt
r— (z o0 T(s)) = z) o) r a— Tofs) = 15— - 6.
e

Daraus erhilt man

(o)
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. wobei die Summe iiber alle Klassen (¢) von S,_, mit o;—p,; fiir
i#r, 0,=p, — 1 zu nehmen ist (vgl. Beweis zu 2.5). Daher gilt nach
2.5

ro O = 2 DLE mit DLE = Z e, Tal),

g

~ wobei das Glied [A]i(s) fehlt, wenn A, — r <0 ist. Folglich erhalten
 wir k
h Py €
b <p(“ r (s)— z (2 (p( Dy Fc(s)
(0) © (o)
Durch Vergleichen der Koeffizienten von I's(s) entsteht folgende
Rekursionsformel: :

2

()\) N VY ¢}
P = it Po .

Dabei ist (p) eine Klasse von S, mit p,>1, (0) die Klasse von
Sy mit oy = p; fiir iz#r, 6,=p, - 1. -

Beispiel. Die Charaktere von ES(y) 1 S,:

) ‘

¢, = 1 fiir alle Klassen von S,.

(3, ®) @ @ ) @
P = ¢ + ¢ =l4+0 + ¢ =242¢ =4
a ) @ a @ @
(CAY @ )

P = ¢ = 2 o = 2

12) @ W

[ER N

,3) 6)}

3,1) a

® ®
@) 2
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(6.0
®

®

@ 1) ) ) )
(1% (¢5) @) 1) ¢))
@ @
P = 2

%2 1)

@)
@

1,3

2 [6))
@ p =2

() ®

@)

P

0]

@13 @0 ay ) )]
9] ) 1) ) m
@19 05 @)
@ p =29 =2

(1%2) 1) ()

@1
®

1,3

2,19 a3
P e =0

@) )]

@1

¢
@
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9 ) ) a

oo T Yy T % T T % T >
Klasse | (19 az2) (i,s) 1@ @)
Ordnung 1 6 8 3 6
@ 1 1 1 1 1
A GRY) 4 2 1 0 0
(29 6 2 0 2 0
o(Z,1) | = | 2 0 0 0
(1. 24 0 0 0 0

LITERATUR

(1) Boerner, H.: Darstellungen von Gruppen. Berlin-Gottingen-Heidelberg-New York:
Springer 1955: 2. Aufl. 1967. )

: Darstellungstheorie der endlichen Gruppen. Enzyklopidie der math, Wiss.
Band I, 1, Heft 6, Teil II. Teubner-Verlag, Stuttgart, 1967,

@

(3) Coleman, A. J.: Induced representations with applications to S, and GI.(n). Lecture
notes prepared by C. J. Bradley. Queen’s Papers in Pure and Applied Mathematics,
no. 4. Queen’s University, Kingston, Ontario, 1966, ‘

(4) Giindiizalp, Y.: Uber die gewohnlichen irreduziblen Charak’gére der symmetrischen
Gruppe. Mitt. math. Sem. Univ. GieBen 81, no. 2, 1969.

(5) Murnaghan, F. D.: The theory of group representation. Baltimore 1938. Neuabdruck
New York 1963.

: The analysis of the direct product of irreducible representations of the
symmetric groups. Amer. Journal of Math, 60, 44-65, 1938.

©)

{7) Robinson, G de B.: Representations theory of the symmetric group. University of
Toronto Press, Toronto 1961. )



12 £. BAYAR

OZET

Bu ¢ahgmada, simetrik gruplarm 5zel bir indirgenehﬂir gbsterimi incelenmigtir.
Once Schur Karakteristiklerinin ¢arpimmin, simetrik gruplarm sbzii edilen gdsterimine
deggin karakterler yardimuyla ifade edilebilecegini gosteren bir bilinen lemma elde edil-
migtir. Bu lemma yardumyla sbzii edilen karakterlerin hesab: igin bir rekiirsiyon formiilii

verilmigtir.
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