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Beitrag Zum Studium Der Randwertproblemen Fur Polywellenintegro-
differential Gleichungen
von

D.L. FERNANDEZ®, D. MANGERON®
L.E. KRIVOSHEIN® und P.T. CRACIUNAS?

ZUSAMMENFASSUNG

Einer der Verfasser hat erstmalig in [1], [2], Randewertprobleme fiir nichtklassische Poly-
wellenintegrodifferentialgleichungen mit totalen Ableitungen im Sinne von M. Picone [8] auf-
gestellt und untersucht. Der Prototyp der so erhaltenen Problemen nicht elliptischen Typus ist
durch

(1 (1) (1)
(1) My [AEMuu (94 pB () w(x) ]+ p [BE)Myu(x)+ C(x)jux)] =0,
(1)
(2) u (x) [6R == 0, M:n: O™ | 9%,8%p0eees 0%y X = (X13% 5000, Xy
R = {aig < by i=12,., m} ,

oder durch seinen gleichgeltenden variationellen Modellen

by b, bm 1)
D[f(x)]:r}linj j j A(x)[Mmf(x)]zdx,
a

a; Jay m
3)
by b, by W
JIf(x)] = “' j j [2B(x)f(x)Mmf(X)-|—C(x)f(x)]dx:l,
a, a, ag,
(4‘) f (X) i R == 0,

oder durch (4) und

m N

b, b, bm (1)
Jr £ (x) ]::rr}inj‘ J' j [ 2B (x) f (x) M,f (x) + C (x) f (x) ] dx,
a; Ja, a

(1) Instituto de Matemitica, Estatistica e Ciéncis da Computacio-IMECC, Universidade
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®

b, b, bm (1)
D [f (x) = J jj A M f®?d =1

2’:1l 82 &y

gegeben; Das neue bei diesen Problemen besteht unter anderem in der Tatsache, dass das

(9 L . . . 2 (n)
Rechteck’” R m-dimensional, &R die Grenze des Gebietes R und M, == ¢™%/0x,8x,...0%,,

wie schon oben gesagt wurde, die totale Ableitung n-ter Ordnung ist.

In dieser Arheit sind einige Randwertaufgaben fiir eine Klasse der nichtlinearen Polywellen-
Integrodifferentialgleichungen mit totalen Ableitugen k-ter Ordnung untersucht und die Prob-
lemen die das Existenz, Eindeutigkeit und Darstellung der angeniherten Lisungen des betrach-
teten Randwertproblems (9), (10) botrefft mit Hilfe der Integralgleichungsmethode [2], [3] ge-
16st, wihrend der erste Verfasser die Verallgemeinerungen der Polywellen - Integro - und nur
partiellen Differentialgleichungen in cinigen abstrakten R#ume als Fortsetzung und inte-
ressante Anwendung der Reihe seiner Studien [28], u.a. betrachtet.

1. EINLEITUNG.

Die erstaunlich rasche Entwicklung der Theorie und Praxis dec
nichtlinearen-Integrodifferentialgleichungen, denen die meis oton Re-
ferate und Arbeiten verschiedenen veranstalteten Konferenzen - wie
z.B. [13] — [16] — gewidmet waren, match die Festsetzung der Studien
in dieser Richtung unentbehrlick.

Da die Charakteristiken der Regelungssysteme mit mehrfacher
Ruckkopplung durch gewisse nichtlineare Integrodifferentialglei-
chungen beschrichen werden [17] und eine Reihe neuer Theorien-wie
z.B. die von dem Mitglied der Ruménischen Akademie E. Carafoli
aufgestellte Theorie der seitlichen Flussigkeitsstrahlen [18] - sich auf
verschiedene Klassen von Integrodifferentialgleichungen. stiitzt [19],
[20], haben die Veifasser allein oder gemeinsam mit anderon Mitarbei-
tor lineare und nichtlineare “polykalorische”, “polyharmonische” und
“Polywe]lwenintegrodifferentialgleichungen” héherer Ordnung studiert,
qualitativo Eigenschaften und Stabilitit der Losungen verschidener
zugehoriger Randwertprobleme untersucht und bei einer Klasse linearisi-
ertor Probleme durch Entwicklung der Greenschen Funktionen nach
Fundamentallésungen Spektralzerlesungen gewonnen [21] - [24].

In dieser Arbeit sind einige Randwertaufgaben fiir eine Klasse
der nichtlinearen Polywellenintegrodifferentialgleichungen mit tota-
len Ableitung im Sinne von M. Picone [8] k-ter Ordnung urtersucht
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und die Probleme die das Existenz-Eindeutigkeit-und Darstellung der
angendherten Losungen des betrachteten Randwertproblems (9), (10)
betreffen mit Hilfe der Intergralgleichungsmethode [2], [3] gelost.

2. TRANSFORMATION DER POLYWELLENINTEGRODIFFE-
RENTIALGLEICHUNG 2k-TER ORDNUNG.

Die Polywellenintegrodifferentialgleichung 2k-ter Ordnung.

(k)
(0) Ma[v (En)] = £*Em) + 2 [l KiEmslom) X
£*(E s v (B, ) d Edy,,
. (3) 02 o2 .
in der 2 ein Parameter, ist M;= T T e bedeutet, die Funk-
22 7

tionen f,*, K |, £,* in dem Gebiet (£,7), (£ ,1) e R *= [a;,b;] X [as, by ],
a < v<B,

bekannte stetige Funktionen ihrer Argumente sind und die Funktion
t5* nichtlinear von M abhingt, gebt durch die Substitution

£ = (1/2) (x+y), 1 = (1/2) (x~y)
in die folgende Integrodifferentialgleichung mit Ableitungen hoherer
Ordnung im Sinne vom Picone [8] iiber:

(7)) Mx® [u(xy) ] = F (x.y) +2 [ [g+ Ko(x,yst1) X £ (t, 750 (t, 7)) dtdr.
worin
u(xy) =v[EE+y) . 5&xy) LF oy =65 [ &E+Hy), =0
8){ Kolxoyster) = Ky [ (x+y) § (=¥ 5 U+0) 5 (&) |
ftrmu(t,t)) = 6% [+, 3 )5 v (3 (41, L () ]
R* = Jax] X [bd]
ist.

3. DAS DIRICHLETSCHE RANDWERTPROBLEM FUR EINE
NEUE KLASSE NICHTLINEARER INTEGRODIFFERENTIAL-
GLEICHUNGEN.

Es werde das Existenz-und Eindeutigkeitsproblem fir die folgende
nichtlineare Randwertaufgabe betrachtet:
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(9 u (A) [sr* = 0,(A) faR*» My@*[u (A) ] |ar+ = 9(A) |sr»
i = (0, 1,.., k-1)

. _ _ d+u (A)
.2k -
(10) Mz [ u (4) ] + EE,WM e

= f[A,u(A) ]+ [ [x*K (AB) x f [Bu) ] dB,

worin MM = 62/ 9x0y das Symbol der totalen Ableitung erster Ord-
nung von M. Picone ist; Bj;(A) = By(x,y), ¢,(A), K (A,B) fiir alle
A, B € R*= [a,«] X [b,d] bekannte stetige Funktioren ikrer Argu-
mente und dB = d&dxy, £, [A,u (A) ], £, [B,u (B) ] fir alle A,.B,u €
€ G{R*, r;< |u| < r,} bekannte, in allgemeinen nichtlineare Funk-
tionen des zweiten Argumentes sind. 0R*ist die Grenze des Gebietes
R*, R, ist das durch

‘x = a, b <y <d

R,= 3
y=Db,a<x <eg

gegebene Gebiet und dhnlicher Weise R, ist das durch

gx:c,bgygd,

Ry,= oR*= R,-F R,

IA
“
IA

ly = d, a
gegebene Gebiet.

Es sei @ (A) eine bekannte 4k-mal differenzierbare Funktion, die
die inkomogenen Randbedingungen (9) befriedigt, und G (A,B) die Gre-
ensche Funktion [25] des Randwertproblems

(107 u () fore= 0; My®[u (A) ] |r= 0. M [u (&) ] [~ O,
M@ [u (A) ] =0, (i= 01,..k-1)
wo G (x, y; £&1) = G (AB) ist.
Aus (9) und (10) erhilt man
w (&) = @ (A)+ [ [ge G (AB) [f [B,u (B) ] -5 u (B) ]
(11) + | fr+ K (B, () f,[C, u (C) ]dC] dB
= @ (A) - [ Jr+«G (A,B)S [u(B) | dB + | [r+f;[A.B.u (B) ] dB,

f;[A.Bu (B) | = G (A,B) f,[Bu (B) ] +
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(12) f,[Bu (B) 1 = [ [g»G (A.0) K (C,B) dC,
k-l k-1 oitiu (B)
S[u®) ]= 2 Z, B,,(B) A
ist.

Fiihren wir die Funktion
13) 2 () =S [u(4)]
ein und wenden den Operator S an, so geht die Gleichung (11) in die
Integralgleichung

(1) ¢ (A) = ®,(A) +] jreCa(AB) o (BWB -+ | [efi [ABou (B) 1dB
Uber, worin ®,(A), G,(A,B) fur alle A,B € R*bekannte Funktione sind
und f,[A,B,u (B)2] = S, [f;[A.B,u(B)] ] ist.

Es sei I' (A,B) der losende Kern des Kernes G, (A,B). Damit folgt
aus (14)

o (A) = ®,(A) + | [g+fy [A-Bu(B) ]dB +

(15) + | fg+ T (AB) [ @4(B) + [ fr+fy [B.Ciu (C) ] dC]dB

= ©y(A) + [ [pefs [ABau (B) ] dB.
Aus (11) und (15) erhilt man
(16) u (A) = @3(A) + | Jr+fs [AB.u(B) ] dB.
Die Existenz und Eindeutigkeit der Losung des Problems (9), (10)
sind also auf Grund des klassischen Banachschen Prinzips gesichert,
wenn die Funktion f; [A,B,u (B) ] ist Gebiet

G = R* r,< |u| < 1y

bezuglich des dritten Argumentes einer Lipschtzbedingung mit einem

Koeffizienten v (A,B), genugt, der die Ungleichung
(17) max | [ v (ABYdb <1
R# R

erfiillt.
Es gibt der folgende

SATZ 1. Ist G (A,B) die Greensche Funktion des Randwertproblems
(10”), 1 kein Eigenwert des Kernes G,(A,B), I'\A,B) der lésende Kern
des Kernes G, (A,B) und genugt die Funktion f5[A,B,u (B) ] im Gebiet
G beziiglich des dritten Arguments einer Lipschitzbedingung mit dem
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Koeffizienten v (A,B), der der Ungleichung (17) genugt, so besitzt die
Randwertaufgabe (9), (10) eine eindeutige 4k-mal stetig differenzierbare
Lésung, die nach der Methode der suksessiven Approximationen. in Sinne
von. E. Picard-M. Picone construiert werden kanu.

4. ANGENAHERTE LOSUNG DES RANDWERTPROBLEMS (9),
(10) MIT HILFE DER INTEGRALGLEICHUNGSMETHODE.
Da die Losung des Randwertproblems (9), (10) der Losung der Integ-
ralgleichung (16) gleichwertig ist, losen wir anstelle des Problems (9),
(10) die Integralgleichung (16) und benutzen dazu die vom einer der Ver-
fasser ausgearbeitete Methode der Integralgleichungen [2], [3]. Zu
‘diesen Zweeck betrachten wir die Funktionalhilfsgleichung

(18) w (A) = @4(A) + él él eiife[As (xiysd W (x 7)) 1

(Xie yj) e R*,

worin c;; die Koeffizienten der gewihlten bekannten Kubaturformeln
sind [27].

Schreibt man die Gleichung (18) nackeinander fiir alle A = (x,,
y)eR* (k = 1,2,..., s; I = 1,2,..., ) auf, so erhilt man, in Matrix-

Vektor-Form geschrieben, das folgende System vichtlinearer Gleichun-
gen:

(19) W= 0+ T (W)
Geniigt die Norm des Operators T der Ungleichung
(20) HTH < L,

so forgen aus (19) unmittelbar Existenz und Eindeutigkeit der Losung
des systems (19). Folglich ist auch die Funktion w (A) eindeutig bes-
timmt, Ist die Losung des Systems (19) nur niherungs - weise bekannt,
so bestimmt man auch die Funktion w (A) nur niherungsweise.

Es sei o5( (i = 1,2,..., 55 j = 1,2,..., 1) eine (exakte oder nidherungs-
weise) Losung des Systems (19). Als Niberungslssung des Problems
(9), 110) nimmt man dann die Funktion

S T
(21) u(A) = @4(A) + E’x j}; cisfe [As (%1 V) O35]-
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Zur niherungsweiser Bestimmung der Funktion ¢ (A) benutat
man, wenn der Kern I' (A,B) unbekant ist, anstelle der Gleichung die
vereinfachte Gleichung

225 (4) = o)+ 3 %

&R 01392(A7 (x;. Yj’))cs(xi’ Yj) + ¢ [Avﬁ]_
in der
Y [Au] = [ [gsfy [A,B,ﬁ (B) ] dB
ist. Wenn die Ungleichung
(23) det (Gisz(Xong), (xp,y;) # 0

erfiillt ist, kann man aus (22 (zuniichst § (x;, y;) bestimmen und erhilt
dann

(24) 5 (A) = O (A) + | [re;[AB.a (B) ] dB,

we Og(A) und f,[A,B.a (B) ]| bekannte Funktionen ikrer Argumenté
sind.

Durch Substitution von (24) in (11) erhidlt man die Integralgleic-
hung ,

z{A) = DylA) + [[rs{;[A.Bzy(B) 1dB -
(25) [ Jr* G (A.C) [D(C) + [ [grsf; [C.B.z,(B) ] dB] dC
=¥V (A) 4 | [r+13[A. Bz (B) ] dB,
die die niherungsweise Bestimmung der Losung 7z (A) gestattet.

Aus (25) ersieht man, dass die Existenz und Eindeutigkeit der Lo-
sung zg(A) bei Giiltigkeit der Ungleichungen

(26) [f5[A-B.va(B) ] - £5[AB.vy(B) ] | <1 (AB) | vz (B)-v(B) |,
(27) max [[gs«! (A,B) dB < 1

gesichert ist, wobei {v1» v2B} € G und I (A,B) die Lipschitz-“Konstante”
ist. )

Falls die Ungleichungen (26) und (27) bestehen, kann die. F unk-
tion z,(A) pach dem Picardschen-Picones Verfahren der schritiwei-

sen Annidherung verbessert werden. Gelten die Ungleichungen (26),
(27) nicht, betrachten wir eine reduzierte Gleichung der Form
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U X
“sr(A) = "Fsr(A) + %:4:1 3§I CMBfZ [Ao (Xou YB)’ usr(xou ye) ]’ (X ya) eR*.

Dan stellt man wic oben das System
v A
usr(xi’ Yj) - "I’sr(xix yj) +ot§l B§l caﬁ f8 [A7 (XOU Y.B)a U, (Xd YB)]

(= 12...,v:8 = 12,., 0
auf, bestimmt zuerst (exakt oder angenihert) die Werte ug(xy, yg) und
anschliessend die Niaherungslésung i, (A) des Problems (9), (10). Es
gelten folgende Sitze:

SATZ 2. Wenn 1. das Randwertproblem (9), (10) in R* eine eindeuti-
ge 4k-mal stetig differenzierbare Loésung besitzt, 2. I (A,B) der losende
Kern des Kernes Go{A,B) ist und 3. die Ungleichung (20) gilt, dann ist die
gesuchte Niherungslosung des bettrachteten Randwertproblems durch
den Ausdruck (21) gegeben '

SATZ 3. Wenn 1. das Randwertproblem (9), (10) in R*eine eindeuti-
ge 4k-mal stetig differenzierbare Losung besitzt und 2. die Ungleichungen
(23), (26), (27) gelten, dann kann man eine Niherungslésung des betrach-
teten Randwertproblems in der Form

(28) ﬁ‘sr(A) :lFsr(A) + j‘ ."R* fs[ A.B, wsr(B) ] dB

~ gewinnen, worin w(A) die (exakte oder angeniherte) Losung der Integ-
ralgleichung

(29 v (A) =¥(A) + | Jrx [A.B.v (B) ] dB

ist, die mit der gleichen wie die Lésung von (19) konstruiert werden
kann.

BEMERKUNGEN.

1°. In einigen Arbeiten der Verfasser, die in “Rendiconti del Semi-
nario Matematico dell’Universitd di Padova” verdffentlicht wurden [26 ]
und verschiedene Randwertprobleme fiir Polywellenintegrodifferenti-
algleichungen betreffen, wurde ein anderer Weg zur Losung des prob-
lems (9), (10) angegeber. Es wurden verschiedene speziclle Aufgaben,
die die Eigenschaften des Kernes K (A,B), wie z.B.
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Ki(AB) #0,a<t<x;b<t <y,
K (AB) =

0, x <ty <~

betreffen, gelost. In [27] hat man eine neue einheitliche Theorie aus-
gearbeitet, die verschiedene Klassen der eliptischen, hypebolischen und

parabolischen partiellen Differentialgleichgungen hherer Ordoung ve-
reiningt.

2°. In einer vorigen Arbeit eines der Verfasser in Zusammenhang
mit dem bedanersweise verstorbenelm Kollege G. Miltzlaff waren
die Differentiationsregel einer Fredholmschen Determinante sowie
ihrer Minoren nach einem Parameter abgeleitet. Forner war eine Re-
lation fherge!eitet, die zwischen den Fredholmschen Minoren zweiter
Ordrung eines komponieter Kernes uns seiner Komponenten besteht.
Einige Anwendungem dieser Ergebnisse werden in einer der spateren
Arbeiten dargestellt.

3°. Trotz der Tatsache, dass die obere Darstellung zu dem klas-
sischen Muster gehort, es lohnt sich aus ebenfalls der Fall der Randwert-
aufgaben die die Integrodiiferentialgleichungen mit Operatoren hoherer
Ordrung M@*+Dbetreffen grandsitzlich zu studieron, wihrend das Stu-
dium dieser Art der Probleme vom abstrakten Standpunkte aus findet
man in dem “Bulletin der Technischen Hochschule zu Iasi — Bulletin
of the Polytechnic Institute of Jassy” [28].
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OZET

Bu ¢aligmada yazarlardan birine ait integral denklem yontemiyle [2] lineer olmayan hir
coklu-dalga integrodiferensiyel denklem simifi i¢in bir sumr deger problemi ele abnmgtir.



