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Aspects De L’Homotopie Concrete
Georges HOFF

(Reen le 25, Octobre, 1982; Accepté le 6 Jonvier, 1983)

INTRODUCTION

On trouve des situations homotopiques (homotopie, fibrations,
cofibrations,...) dans des cadres divers. Les homotopies des espaces to-
pologiques ou des ensembles simpliciaux sont maintenant classiques.
On retrouve les mémes préoccupations pour d’autres structures, dans
d’autres catégories.

On a donc besoin d’un point de vue global, c’est 'objet de I'algéb-
re homotopique.

Dans les théories abstraites de I’homotopie, on considére une ca-
tégorie munie, de classes de morphismes (nommés fibrations, cofibrati-
ons, équivalences faibles) et /ou d’une relation d’équivalence entre mor-
phismes (nommée homotopie) vérifiant un certain nombre d’axiomes.
On a une bonne situation quand on a une catégorie modéle (au sens de

Quillen).

Le point de vue que nous adoptons est plus concret sans étre mo-
ins général. Partant d’une situation homotopique dans une catégorie
donnée, le but n’est pas de forcer la situation 3 devenir “modéle” mais
de I’étudier telle qu’elle est. Les axiomes, s’ils sont vérifiés, sont alors
résultats de théorémes.

Une situation homotopique dans une catégorie consiste en la don-
née de fibrations, de cofibrations et/ou d’une relation d’homotopie.
De maniére concréte, ces données peuvent etre le fait de systémes
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d’homotopie (au sens de Kan), i.e. de foncteurs “chemin” ou “cylindre”,
ou d’une famille de morphismes via la catégorie de fractions et les pro-
priétés de relévement.

Dans le présent article, nous resterons dans une catégorie donnée
@ supposée sans propriété particuliére.

1. FRACTIONS ET RELEVEMENTS.

Si J)( est une classe de morphismes de (2, on définit la catégorie de
fractions de © pour S comme étant la catégorie @/} quia les mémes
objets que (@ et qui est munie d’un foncteur Q: @ - @/J){ préservant les
objets et vérifiant les propriétés suivantes;

(FR 1) pour chaque m € ), le morphisme Q (m) est un isomorphisme
de @/

(FR 2) si F: @ > ) est un foncteur tel que F (m) est un isomorphisme

pour chaque m € ), alors il existe un unique foncteur G: @ | M —~D
tel que F = GQ.

La propriété universelle (FR 2) implique I'uanicité du couple (@M,
Q) & une équivalence prés. Son existence, donnée dans [4], est prou-
vée en détail dans [1].

Cette situation permet de définir une relation d’homotopie dans (.

Définition 1.1, Deux morphismes f et g de @ sont dits J)(-homotopes,

et on note f = A g, si on a Q (f) = Q (g). On dira que f est une J){-équiva-

valence d’homotopie s’il existe un g tel que fg et gf soient homotopes aux
identités.

 Cette relation d’équivalence entre morphismes a les propriétés
usuelles des homotopies (voir [1]). '

Théoréme . 1.2. a) Tout isomorphisme de (2 est une équivalence d’ho-
motopie.

b) Soient fig, f2g, hf:, hf; des composés dans (, alors on a

£, f . et hf = hf,-
f g b=t g8 M
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¢) Si des morphismes f et g-de (2 sont égalisés ou coegahses par un- élément
de ), alors ils sont J){ -homotopes. SRR

Remarque. Deux classes distinctes peuvent déterminer la méme
relation d’homotopie. On trouvera dans [1] une étude de ce probléme
considérant les classes J){ pour lesquelles la J)(- homotopie est la méme
que celle déterminée par la classe des J)(-équivalences d’homotopie.
Une telle classe est dite siable et est caractérisée par le fait que le fone-
teur Q est épic. i.e. étant donné f € @/3)( (A, B) il existe un f ¢ @ (A, B)
tel que Q (f) = f. Alors deux familles stables distinctes déterminent
des notions d’homotopie distinctes. Mais il est des S){-homotopies qui
ne peuvent étre obtcnues A partir d’une famille stable. A '

La notion de relévement permet par ailleurs &~ 9 de définir des
notions de fibration et de cofibration,

Définition 1.3. Un morphisme p: A — B (resp.i: A — B) de Qest appelé
M- fibration (vesp. S)(-cofibration) si étant donnés un morphisme m: U —
V dans ) et deux morphismes f: V> B et f': U—> A (resp. g: B>V
et g’: A > U) de @ tels que pf’ = fm (resp. gi = mg’), alors il existe un
morphlsme ' V> A (resp g’": B > U) tel que pf”’ = f et f'm = f’
(NSP g" g et mg”’ = g).

f! ol ‘
Ue——5A ' AU
/, : : 4
m{ fu.7 Ip (resp. i| gw’’ Lm )
7/ //
/’f ‘ )’ i
vl .8 B v

~ On dit souvent que p (resp. i) a la propriété de relévement a droite
(resp. a gauche) relativement & J){ quand p (resp. i) est une J)(-fibration
(resp. cofibration). Notre définition, moins générale que celle de [1],
coincide avec celle-ci quand S){ est une famille de monomorphismes scin-
dés (resp. d’épimorphismes scindés) ce qui sera le cas dans les sections
suivantes. Elle a I'avantage de se relier & d’autres études. Pour une ca-
tégorie modéle au sens de [11] on a une caractérisation du fait qu elle
est une catégoric modele fermée i I’aide de propriétés de relevement



16 GEORGES HOFF

entre les classes de morphismes de base (voir [12]). On trouvera une
axiomatisation de la théorie des relévements de ce point de vue dans
[13]. L’utilisation des “lifting properties’ rejoint aussi des travaux com-
me ceux sur les systémes de factorisation (voir [2]).

Les fibrations et cofibration ainsi définies ont les propriétés clas-
siques (voir [13]).

Théoréme 1.4. a) Tout isomorphisme est une fibration (resp. cofib-
ration ).

b) Les fibrations (resp. cofibrations) sont stables par composition.

¢) Les fibrations (resp. cofibrations) sont stables par changement de base
(resp. de cobase).

d) Les fibrations (resp. cofibrations) sont stables par rétracts.

Remarque. On peut comparer les notions de fibrations déterminées
par des classes distinctes grice a la remarque suivante. Si J){ et " sont
deux classes de morphismes de (@ et si tout m € J){ est rétract d’'unn € };,
alors toute S\:fibration est une S){-fibration. On a bien stir un résultat
analogue pour les cofibrations. Signalons anfin que deux classes peu-
vent déterminer la méme notion d’homotopie et des notions différen-
tes de fibrations (et vica versa).

Exemples. Avec des choix convenables de classes de morphismes,
on retrouve dans Top les fibrations de Hurewicz ou celles de Serre, dans
A-Ens les fibrations de Kan, dans (af nos fibrations de [6] ou dans
une catégorie abélienne les i-fibrations de Kleisli ([9]). De méme, Qu-
illen ([11]) montre qu’on obtinet aussi les cofibrations standard ou
les cofibrations triviales de A-Ens...

2. CYLINDRES

Kan ([8]) a défini la notion de systéme d’homotopie décrivant le
fait que ’homotopie entre morphismes est définie a I’aide de cylindres.

Un foncteur cylindre dans (© est la donnée d’un foncteur Z: ¢~ Qet
de transformations naturelles §: 1 e~ Z,7:1 e Zetn:Z 1 e telles

que

(CY) =B =nr = id: 1@—> 1@.
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Une telle donnée permet de définir une relation d’homotopie.

Définition 2.1 Si A et B sont deux objets de (2, on dit que f et g
€ @ (A, B) sont Z-homotopes, et on note f % g, s’ils sont dans la méme

classe modulo la relation d’équivalence engendrée par: f ~ g si, et se-
ulement si il existe un morphisme h: ZA — B tel que le diagramme sui-

vant soit commutatif.

Si la relation ~ est réflexive, de par (CY), ce n’est pas en général

une relation d’équivalence. On trouvera dans [10] des conditions sur

systéme pour que ~ soit symétrique et transitive.

Remarque. La relation ~, et donc la relation 7, est compatible

avec la composition des morphismes. On a donc une catégorie, la caté-
gorie de Z-homotopie de (2, notée (%, avant les mémes objets que (© et
dont les morphismes sont les classes de Z-homotopie de morphismes de
@ et un foncteur canonique H,: @ — (,.

Théoréme 2.2 Soit S une classe de morphismes de (. Supposons
que H, (m) soit un isomorphisme pour tout m € J), alors on a:
f2 g = f2 |
XN g = 178
Démonstration. La propriété (FR2) implique I'existence d’un fonc-
teur G: @/ €, tel que H, = GQ et sil’on a Q (f) = Q (g), on a alors
Hg (f) = Hy (g)- ‘
SiI’on a un foncteur cylindre, celui-ci fournit des notions de fibra-
tions et de cofibrations. On notera S, (resp. (%) la classe des morphis-
mes BX:X - ZX (resp. nX: ZX ->X).

Proposition 2.3. Tout monomorphisme (resp. épimorphisme) de @
est .une S(*-fibration (resp. S)(z-cofibration).
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Démeonstration. Soit f un monomorphisme. On considére le diag-
ramme commutatif suivant:

7 X

A
x| lf
X B

Posons g"” = g’ BX. On a fg" = fg’' X = gn X X = g. D’autre part
fg' nX = fg' XX =gnX = fg' et comme f est un monomorp-
fisme on a g’ 7X = g'. Le morphisme f est donc une S)(%- fibration. Si f
estun épimorphisme, on considére le diagramme commutatif suivant:

~—->
%)

9" X
pX

n_9 ,7x

-
) €2

Posant g’ = = Xg, on a g'f=2¢g et Xg'f= gfetcommefestun
épimorphisme on a $Xg" = g. Le morphisme f est donc une J)(,-cofib-
ration.

Définition 2.4. Un morphisme de ( est appelé Z- fibration (resp.
Z- cofibration) si c’est une J)(,- fibration (resp. J)(?- cofibration).
Les classes de morphismes (% et J)(, déterminent 2 leur tour une

homotopie via les catégories de fractions QZ: (@ - Cl M et Qu: C—> ClM;
qui leur sont associées.

Théoréme 2.5. Soient f et g deux morphismes de (, alors on a:

f%g = fcﬂﬁ'{zg < fc-%%[z g
Démeonstration. a) Montrons d’abord la seconde équivalence. Pour
tout ©X € J)(% on a Q, (=X) Q, (BX) = Q; (*XBX) = 10,x). Alors Q,
(BX) étant un isomorphisme puisque BX € )(,, le morphisme Q, (TX) =
Qz (BX)™! est un isomorphisme. Par conséquent il existe un unique G,:
ClM?— ClMy tel que G,Q? = Q,. On démontre de méme qu’il existe



ASPECTS DE L’HOMOTOPIE CONCRETE 19

un unique G,: @/M; — C /M tel que G,Q, = Q% On aura done Q% (f)
= QZ (g) si, et seulement si Q, (f) = Q; (g).

b) Soient f, g € © (A,B) tels que f 7 g. Supposons qu’il existe un morp-

hisme h tel que le diagramme suivant sout commutatif

~

A
‘&h\l\ia
o, T

ZA

(i. e. f~ g au sens de 2.1.). Dans @/3(% on a Q? (rA) Q? (BA) =
Q% (rA) QZ (zrA) = 1Q%(A) et donc, Q% (xA) étant un isomorphisme puis-
que A € %, les morphismes Q? (BA) et Q? (tA) sont des isomorphis-
mes tels que Q% (BA) = Q% (rA)~' = Q? (rA). Par conséquent on a
Q” (f) = Q% (b) Q* (BA) = Q7 (h) Q* (vA) = Q* (g) d’ou fg?[z g- En géné-

ral, on a une suite finie de morphismes g, f,, g,, ..., f, de @ tels que
f ~g,f ~g,f ~g,..,f ~ g; on applique alors le raisonnement
précédent a chaque étape et on obtient encore f jczg.

Théoréme 2.6. On a la réciproque

g=f = g

fﬁ)_{z 7

st et seulement si Hy, (xX) est inverse a droite de Hy (3X) pour tout X.

Démonstration. Sion a Hz (8X) Hy (=X) = 11,2ZX), comme on a tou-
jours mXBX = 1,, alors Hz (nX) est un isomorphisme. Ceci étant pour-
tout X € (% sionaf nﬁ g alors on a f 7 g de par le théoréme™2.2

Réciproquement, comme 1,5 et X=X sont J)(Z-homotopes, car coégali-
sés par X € )% et en vertu du théoréme 1.2.c., par hypothése ils
seront Z- homotopes.
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Exemples. 1’exemple le plus connu de foncteur cylindre est celui
qui a déterminé cette terminologie, a savoir, dans Gop, le foncteur Z:
X — Xx[0, 1]. Les Z-fibrations sont alors les fibrations de Hurewicz
et les cofibrations sont les applications continues i: A — B telles que
pour toute application continue ¢: A — [0, 1], il existe une application
¥: B [0,1] telle que ¢ =%Woi. La Z-homotopie est ’homotopie usuelle.

Remarque. Certaines notions de cofibrations définies au moyen du
cylindre ne se retrouvent pas ici. C’est le cas par exemple, dans Fop.
des cofibrations définies en généralisant la propriété d’extension des
homotopies. On les récupérera de maniére naturalle dans la section 4.

3. CHEMINS

La situation duale de celle des systémes d’homotopie est celle des
systémes de cohomotopie utilisant la notion de chemin.

Un foncteur chemin dans @ est la donnée d’un foncteur P: @—>
et de transformations naturelles «: P— 1@, w: P— 1@ et x: 1@ — P

telles que

(PA) % = wx = id: 1@-—> 1@.

11 est clair que se donner un foncteur chemin dans @ revient a se
donner un foncteur cylindre dans la catégorie duale de @. Ici encore,
on a une relation d’homotopie. ‘

Définition 3.1. Si A et B sont deux objects de (2, on dit que f et g
€ @ (A, B) sont P- homotopes, et on note f = P&

s’ils sont dans la méme

classe modulo la relation d’équivalence engendrée par: f ~ g si, et seu-
lement si il existe un morphisme h:-A . PB tel que le dlagramme sui-
vant soit commutatif.
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Un foncteur chemin fournit 3 son tour fibrations et cofibrations.
On notera J}(p (resp. }TP) la classe des morphismes » X: X — PX
(resp. «X: PX — X).

Définition 3.2. Un morphisme de (@ est appelé P-fibration (resp.
P-cofibration) si c’est une J)(p- fibration (resp. J)(F-cofibration).

Par dualité, on retrouve pour ces notions des propriétés semblab-
les a 2.2, 2.3. et 2.5, 2.6

Exemples. Dans Gop on a le foncteur chemin bien connu qui donne
encore I’homotopie usuelle. Dans certaines catégories, par exemple
@at (Voir [5] et [6]), ou l'on n’a pas de foncteur cylindre commode,
on a quand méme une notion de chemin qui permet d’y développer une
théorie d’homotopie. Le type de fibrations que nous considérions dans
[6] est plus faible que celle qui est fournie par le foncteur chemin de
Cat (tout comme dans Gop, du point de vue des cylindres, les fibrati-
ons de Serre sont plus faibles que celles de Hurewicz).

Remarque. Ici encore, certaines notions de fibrations définies a
I'aide des chemins ne se caractérisent pas par une propriété de reléve-
ment. C’est le cas dans [7] et pour les fibrations catégoriques de [5]
Nous les retrouverons dans la section 4.

La dualité entre cylindre et chemin se précise dans des situations
d’adjonction comme nous P'allons voir ci dessous.

4. ADJONCTION

Le résultat suivant a été donné par [3] dans I’étude de la longeur
homotopique des objets d’une catégorie comme invariant homoto-
pique.

Théoréme 4.1. Si Z est un foncteur cylindre dans @ et si P est un
adjoint & droite de Z, alors P est un foncteur chemm dans @ et la P-homo-
topie. coincide avec la Z-homotopie.

Démonstration. Soit v: @ (A, PB)— @(ZA, B) la bijection naturelle
donnée par Padjonction. Si 8, 7 et = sont les transformations naturelles
données avec Z, pour chaque objet A de @, on pose « A=y (1,,) BPA,
wA = v (Ip,) v PA et xA = 7' (nA). Ceci définit des transformations
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naturelles ¢, P 1@ et x: 1@+-— P faisant de P un foncteur chemin.
Soient f et g € @ (A, B), s'il existe un morphisme h: A— PB tel que
«Bh = fetw Bh =g, alors le morphisme n(h): ZA — B est tel que
1 (h) BA =f et v (h) 7A = g. Ceci implique que si f et g sont
P-homotopes, alors ils sont Z-homotopes. La réciproque se démontre
de la méme maniére a laide de % ..

Cette situation est celle que I'on a dans §op avec les foncteurs cy-
lindre et chemin usuels. L’adjonctiun permet d’obtenir des propriétés
nouvelles. En particulier le foncteur Z (resp. P) préserve coégalisateurs
et coproduits (resp. égalisateurs et produits); selon la terminologie de
[3] on dit alors que le systéme est fidéle. Nous considérons ici cette si-
tuation surtout parce qu’elle va nous permetire d’introduire de nouve-
aux types de fibrations et cofibrations attachées & des foncteurs chemin
et cylindre. ‘

Théoréme 4.2. Sous les hypothéses de 4.1. on a:
(i) p: A~> B est une Z- fibration si, et seulement si, étant donnés g': X — A
et g: X PB tels que pg’ = uBg, il existe g'’: X — PA tel que cAg'’ =g’
et Ppg"’ = g.
() i A~> B est une P-cofibration si, et seulement si, étant donnés
gt B X et g: ZA— X tels que g't = gBA, il existe g'’: ZB— X tel que
g’ BB =g et g Zi = g.

SAPN

ol A
lF’D ln
v 0(”

!

B ——s 8

Démeonstration. Donnons la preuve de (i), I’assertion (ii) s’en dédu-
isant par dualité.

a) Soit p: A— B une Z-fibration. Etant donnés g et g’ tels que pg’ =
«Bg, I'adjonction nous donne alors pg’ = 7(g) BX. Comme p est une
Z-fibration, il existe un g: ZX > A avec pg = 7(g) et g8X = g’. Soit
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alors g = ="' (g), ona Ppg” — Ppr " (g)=1"(pg) = 7 ' (n(g)) = g et
aAg’ = oAn ™ (g) = gBX = g’. La condition de (i) est donc satisfaite.
b) Soit p: A— B vérifiant la condition de (i). Considérons le diagramme
commutatif suivant,

£

QS A

el e

I X s

En posant g = ' (f) et g’ = {’, on a pg’ = pf’ = X = oaBn ! (f) =
«Bg et alors il existe g'’: X PA tel que ¢Ag’ = g et Ppg”’ = g. Soit
alors f'" = v (g"”): ZX — A, on a alors pf’”’ = prn (g") = (Ppg”) =17 (g)
— (7 () — £ et £ BX =4 (g) BX = aAg’ — g — £ Ce qui
signifie que p est une Z- fibration.

Dans les conditions de (i) et (ii), nous retrouvons les définitions
dont nous signalions I’absence dans les sections précédentes. On recon-
nait dans (ii) la définition de fibrations topologiques bien connues et
dans (i) celle des fibration catégoriques considérées par Golasinski ([5]).
Il en va de méme pour les fibrations (resp. cofibrations) définies par un
systéme de cohomotopie (resp. d’homotopie) dans [7].
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