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Oz

Bu galismada u? = 1 olmak iizere S = Zg + uZg halkasi iizerindeki aykir1 devirli ve ¢ift aykirt devirli kodlar
galistlmistir. 6, S tizerinde bir otomorfizm ve §g, S tizerinde bir tiiretim olmak tizere S[x, 6, §g] aykirt polinom
halkalar1 tamimlanmstir. S tizerinde &g-devirli kodlar tanimlanarak bu kod ailesinin bazi cebirsel ozellikleri
incelenmistir. Ayrica, aykiri devirli kodlarin bir genellemesi olan ¢ift aykiri1 devirli kodlar ¢aligilmistir.

Anahtar kelimeler: Devirli kod, Aykir1 polinom halkasi, Aykir1 devirli kod, Gray doniigiimii.

Double Skew Cyclic Codes over the Ring Zg + uZg

Abstract

In this work, skew cyclic and double skew cyclic codes over the ring S = Zg + uZg where u? = 1 are studied.
The skew polynomial rings S[x, 8, 8] are introduced, where 6 is an automorphism on S and &, is a derivation on
S. Defining 8g-cyclic codes on S, some algebraic properties of these families of codes are investigated. Also,
double skew cyclic codes regarding as a generalization of skew cyclic codes are studied.

Keywords: Cyclic code, Skew polynomial ring, Skew cyclic code, Gray map.

1. Giris

Sonlu halkalar {izerindeki kodlama teorisi, sonlu halkalarin zengin cebirsel 6zelliklerinden dolay1 1970
li yillardan bu yana birgok aragtirmacinin ilgisini ¢gekmektedir.

Ozellikle kodlama ve kod ¢6zmedeki avantajlarindan dolay1 devirli kodlar, lineer kodlarin en &nemli
alt simiflar1 olarak ele alinirlar. Sonlu cisimler iizerindeki devirli kodlar {izerine birgok arastirma
yapilmasina ragmen, Hammons ve ark. [1] Z, halkasi {izerinde tanimli lineer kod ailelerinin 6zel bir
doniisiim altindaki goriintiilerinden, lineer olmayan ikili (binary) kodlar elde etmislerdir. Bu ¢aligsma ile
birlikte ¢esitli halkalar tizerinde birgok yeni kod aileleri tanimlanmistir [2-5]. Cift (double) devirli
kodlar, devirli kodlarin bir genellemesidir. Literatirde bu kodlarla ilgili 6nemli ¢alismalar
bulunmaktadir. Ornegin, Borges ve ark. [6] Z,-¢ift devirli kodlarin cebirsel dzelliklerini arastirmislardir.
Kisa bir zaman sonra Gao, Shi ve Wu [7] Z,-¢ift devirli kodlar ile ilgili baz1 sonuglar elde etmislerdir.

Devirli kodlarin bir bagka genellemesi ise, degismeli olmayan halkalar iizerinde tanimli aykir
devirli (skew cyclic) kodlardir. Boucher ve ark. [8] de, F;, g elemanl bir cisim ve 8, [, lizerinde bir
otomorfizm olmak iizere IF, [x, 8] aykir1 (skew) polinom halkalarini kullanmuslardir. IF, [x, 8] halkasinin

en 6nemli 6zelligi ¢carpanlara ayriligin tek tiirlii olmamasidir. Bu 6zellik sayesinde devirli kodlara kiyasla
daha fazla sayida iirete¢ polinomu ve boylece ayni uzunluga ve boyuta sahip daha fazla sayida kod elde
etmek mimkiindiir. Dolayisiyla aykir1 devirli kodlar optimal kod elde etmesi agisindan daha
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avantajlidir. Boucher ve Ulmer [9] da, aykir1 devirli kodlarin dualleri iizerinde durmuslar ve bir aykir
devirli kodun dualinin de aykir1 devirli kod oldugunu gostermislerdir.

Aykiri devirli kodlar farkli halkalar iizerinde de tanimlanmistir. Ozellikle Sharma ve Bhaintwal [10]
da, u? = 1 olmak iizere, Z, + uZ, halkas: iizerinde tiiretim ile aykir1 devirli kodlarmn bir sinifim
incelemigler ve ¢ift tamsay1 uzunluklu bir serbest aykiri devirli kodun {irete¢ ve kontrol matrislerini
tanimlamiglardir. Ayrica bu kod sinifini ¢ift kodlara genellemislerdir.

Yukarida bahsedilen ¢aligmalardan motive olunarak, bu makalede u? = 1 olmak iizere S = Zg +
uZg halkasi dikkate alinmigtir. 8, S tizerinde bir otomorfizm ve g bir tiiretim olmak tizere S[x, 8, §g]
aykirt polinom halkalari {izerindeki 6-devirli kodlar tanimlanmisg, bu kodlarin bazi cebirsel 6zellikleri
arastirilmisg ve ¢ift aykir1 devirli kodlar ¢aligilmigtir.

2. Materyal ve Metot

2.1. S[x, 6, Ag] Aykir1 Polinom Halkasi

Zg[u]
(u?-1)

u? = 1 olmak iizere S = Zg + uZg degismeli ve karakteristigi 8 olan bir halkadir. S halkasi

bolim halkasina izomorftur. S halkasinin elemanlari
S ={a+ubla,b € Zg}

d = a + ub € S seklinde tek tiirlii yazilir.
0:S - S, a,b € Zg olmak {izere,

O(a+ub)=a+ (u+4)b

seklinde tanimlansin. Acike¢a goriilebilir ki 8, S halkasinin agikar olmayan bir otomorfizmidir. Ayrica,
herd = a+ ub € S igin

6%(a+ub) = 6(6(a+ub)) =60(a+ (u+4)b) =6(a+4b+ub)=a+4b+ (u+4)>b
=a+4b+4b+ub=a+ub

oldugundan, 62(d) = d dir. Dolayisiyla, 8 nin mertebesi 2 dir.
Tamim 2.1.1. S sonlu bir halka ve 8, S nin bir otomorfizmi olsun. Bu durumda, Ag: S — S ye tanimlanan
ve agagida verilen 6zellikleri saglayan Ag doniisiimiine S {izerinde bir tiiretim denir.

Ag(x +y) =Ag(x) + Ap(y)
ve
Ag(xy) = Ag(x)y + 0(x)Ag (¥).

Teorem 2.1.2. 84:S - S ye donisimii, 8g(a+ ub) = (1+ u)[6(a + ub) — (a + ub)] olarak
tanimlansin. Yani,

Sgla+ub)=(1+w)|0(a+ub)—(a+ub)] =1 +wla+4b+ub—a—ub]l=_0+u)db

= 4b + 4ub
olsun. Bu durumda, 8¢ doniisiimii S tizerinde bir tiiretimdir.
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Ispat. [10] Theorem 2.2 nin ispatinin benzeridir.
Asagida, S halkasinin elemanlarinin 64 doniigiimii altindaki goriintiileri verilmistir.

0, b birim degil ise

89(61 + ub) = {4 + 4u’ b birim ise.

Sonug 2.1.3. 2 < n € Z*olmak iizere, her d € S i¢in §5(d) = 0 dur.
Ispat. 2 <n € Z*ved = a+ ub € S olsun. Bu durumda

85(a + ub) = 84(85(a +ub)) = 8¢(4b + 4ub) = 4(4b) + 4(4b)u = 0

oldugundan ispat tamamlanur.

2.2. Gray Doniisiimii

Z, halkasi iizerinde tammli Gray déniisiimii, ¢:Z, — Z3 olmak iizere, ¢(0) = (00), ¢(1) = (01),

¢(2) = (11) ve ¢(3) = (10) bi¢iminde tanimlidir [1].
Carlet [11] de, bu Gray doniisiimiinii Z,s lizerinde asagidaki gibi genellestirmistir.

by > I
¢(l) — Ozs—l_ili, 0 S l S 25_1
1.1+ (i —2571), i>2571

Burada, 0; biitiin bilesenleri 0 olan i uzunluklu vektorii ve 1; de biitiin bilesenleri 1 olan i uzunluklu
vektorii gostermektedir. Bu Gray doniisiim bir izometridir ve Z,s lizerindeki Lee uzakligii n =
2571 olmak {izere ZY iizerindeki Hamming uzakliklarina doniistiiriir. s = 3 igin Zg in elemanlarinin
goriintiileri asagidaki gibidir.

Py > 13
¢(0) = (0000), ¢(1) = (0001), $(2) = (0011), $(3) = (0111),
¢(4) = (1111), ¢(5) = (1110), ¢(6) = (1100), ¢(7) = (1000).

Zg tizerindeki Lee agirhgi, wy: Zg — Zg , w; (x) = min(x, 8 — x) bigiminde tamimlanir [12].

Tanim 2.2.1. Bir d € S vektorii igin Lee agirligi wy (d), d nin koordinatlarinin Lee agirliklarinin toplami
olarak tammlanir. ¢:S — Z3 déniisiimii ¢ (a + ub) = (b, a + b) olmak iizere, herhangi bir v € S igin
v nin Gray agirhgi, wg (v) = wy, ((p(v)) olarak tanimlanir.

Tanim 2.2.2. S, 6 otomorfizmi ve Ay tiiretimiyle bir halka olsun. S tizerindeki tim polinomlarin kiimesi
polinomlarin bilinen toplamasi ve herhangi d € S olmak {izere

xd = 6(d)x + Ap(d)

seklinde tanimlanan ¢arpma islemi ile S[x, 8, Ag] aykir1 polinom halkasi olarak adlandirilir. Tanimlanan
bu ¢arpma islemi S[x, 8, Ag] nin tiim elemanlari igin genisletilebilir.

Ornek 2.2.3.p; = x + d ve p, = d’, S[x, 0, 8¢] halkasinda herhangi iki polinom olsun. Bu durumda
pr+p=x+d+d =d +x+d=p,+p;

ve
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pip, = (x+d)d =xd' +dd = 6(d)x + 8y(d") + dd’
popr=d(x+d)=dx+dd

carpimlarindan, x li terimlerin katsayilar sirasiyla 6(d") ve d' olup, S de her zaman 6(d") = d' olmak
zorunda olmadigi i¢in x li terimlerin katsayilar1 birbirinden farklidir. Benzer durum sabit terimler i¢inde
gecerlidir. Dolayisiyla S[x, 8, 8] degismeli olmayan bir halkadir.

Tamm 2.2.4.5% = {a’ + ub’|a’ € Zg,b' € {0,2,4,6}} olmak iizere, her e € S? icin O(e) = e olacak
sekildeki elemanlarin kiimesi S¢ ya S nin @ tarafindan sabit birakilan bir alt halkasi denir. Ayrica, her
e € 5% icin 84(e) = 0 olup, xe = ex dir.

Tanmm 2.2.5. p(x) € S[x,0,8g] olsun. Her d(x) € S[x, 8, 6] i¢in p(x)d(x) = d(x)p(x) oluyorsa,
p(x) polinomuna S|[x, 8, §4] nin bir merkez elemani denir.

Lemma 2.2.6. d € S olmak iizere, herhangi bir e € S igin d ve e nin her ikisi de 6 tarafindan sabit
birakilmadik¢a 8(d) — d # &g(e) dir.

Ispat. [10] Lemma 2.5.’in ispatinin benzeridir. d = a + ub € S Ve e nin sabit birakilan bir degerleri
icin 8(d) —d = dg(e) olsun. Jg(e) nin miimkiin olan degerleri sadece 0 ve 4+ 4u oldugu
bilinmektedir. §¢(e) = 0 ise d ve e nin her ikisi de 6 tarafindan sabit birakildigi goriiliir ve istenen elde
edilmis olur. §g(e) = 4 + 4u oldugunu kabul edelim. Bu durumda, 8(d) —d =a+ (u+4)b —a —
ub = 4b ifadesinde u bulunmaz, o zaman bir ¢eligki elde ederiz. Dolayisiyla ispat tamamlanmis olur.
Teorem 2.2.7. Bir f(x) € S[x, 0, 8] polinomunun bir merkez elemani olabilmesi igin gerek ve yeter
kosul f(x) € S?[x] olmas1 ve x in tiim tek dereceli terimlerinin katsayilarinin

{a +up|a,p €{0,2,4,6}}

kiimesine ait olmasidir.

Ispat. [10] Lemma 2.7.’nin ispatinin benzeridir..

Lemma 2.2.8. Herhangi bir d € S igin 8¢ (G(d)) + 9(89((1)) = 0 dir. Ayrica her d € S icin x%d =
dx? dir.

Ispat. d=a+ub €S olsun. O zaman O(a+ub) =a+ (u+4)b ve 8yg(a+ub) = 4b + 4bu
oldugundan,

89(9((1)) = 89(9(a + ub)) =08g(a+ (u+4)b) =6g(a+4b+ub) =4b+ 4bu
ve

0(8¢(d)) = 6(8g(a+ub)) = 6(4b + 4bu) =4b + (u+ 4)4b = 4b + 16b + 4bu = 4b + 4bu
= —(4b + 4bu) = —84(6(d))

oldugundan, &4 (9 (d)) + 9(89 (d)) = 0 esitligi gosterilmis olur. Simdi, xd = 0(d)x + &4 (d) esitligini
soldan x ile garpalim,

x%d = x0(d)x + x84(d) = [02(d)x + 8¢ (6(d))]x + 6(85(d))x + 85°(d)
= dx? + [85(0(d)) + 0(8g(d))]x + 85°(d) = dx?

elde edilir. Bu lemmanin birinci kismi ile her d € S igin 692(d) = 0 oldugu kullanilirsa ispat
tamamlanmis olur.
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Sonug 2.2.9. Herhangi bir d € S igin,

x"d = (0(d)x + 85(d))x™2,  ntekise
dx™, n cift ise

dir.

S[x, 6, 6g] bir Euclidean halka olmadigindan, hem sag hem de sol bolme algoritmasi bu halkada
saglanmaz. Asagidaki teorem hem sag hem de sol bélme algoritmasinin S[x, 8, 85| nin baz1 elemanlari
icin uygulanabilecegini gostermektedir.

Teorem 2.2.10. (Sag Bolme Algoritmasi) f(x) ve g(x), g(x) in bas katsayis1 birim olacak sekilde
S[x, 6, 65] halkasinda herhangi iki polinom olsun. Bu durumda,

f(x) =q(x)g(x) +r(x)

der(r(x)) < der(g(x)) veyar(x) = 0 olacak sekilde q(x),7(x) € S[x, 6, 8] vardir [10].

Yukaridaki teoremde f(x) polinomu g(x) polinomu ile sagdan bolinmiistiir. Ayni1 teorem
soldan bolme i¢in de gegerlidir. Dolayisiyla S[x, 8, 8] halkasi igin bélme algoritmasi sagdan ve soldan
saglanir.

fX)=fo+ fix+ fox?+ -+ fx" ve g(x) = go + g1x + gx* + -+ + gsx° polinomlari,
gs birim ve r > s olacak sekilde S[x, 8, §g] de iki polinom olsun.

fr0(gs1)x"3, r — s tekise
frgs x5, r — s ciftise

ACx) ={

seklinde tanimlanan A(x) polinomu yardimiyla, f (x) polinomunun sag béleni bulunabilir. Daha detayli
bilgi i¢in [10] Theorem 2.8 e bakilabilir.

Ornek 2.2.11. S[x,6,80] de f(x)=ux?+ (@4 +4u)x+6u ve g(x)=(G+4uwx+7+3u
polinomlarini alalim. [10] Theorem 2.8 de verilen sag bolme algoritmasini kullanarak g(x) nin f(x)
icin bir sag bolen oldugunu gosterelim. Bunun icin énce A(x) = £,0(g7Hx?"1 = ub(5 + 4u)x =
(4 + 5u)x bulunur. Sonra ise,

Ax)g(x) = (4 +5uw)x[(5+4uw)x + 7 + 3u |
=4 +5wW[00G+4u)x +6o(5+4uw)]x + (4 +5w)[0(7 + 3u )x + 8¢(7 + 3u )]
=@ +5u)[G+4u)x+0]x+ @ +5u)[B+3u)x+4+4u]l =ux®?+ B +3ux+4+4u

hesaplanir. Simdi ise,

h(x) =f(x) —Ax)gx) =A+wx+4+2u

elde edilir. h(x) derecesi 1 oldugundan, ayn1 algoritma h(x) igin uygulanirsa, h(x) in g(x) cinsinden
degeri h(x) = (1 + u)g(x) + 2 bulunur. O zaman son olarak,

f)=h(x)+Ax)gx) =0 +uwgx)+2+ (4 +5u)xg(x)=[(4+5u)x+1+ulglx)+2

elde edilir. Dolayisiyla, q(x) = (4 + 5u)x + 1+ u ve r(x) = 2 olmak iizere, f(x) = q(x)g(x) +
r(x) seklinde yazilabildigi goriiliir.
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3. Bulgular ve Tartisma

3.1. S Halkas1 Uzerinde 84-Devirli Kodlar

Bu boliimde, S tizerinde 8g-devirli kodlar tanimlanarak, tireteg¢ ve kontrol matrislerinin formlari
belirlenmistir.

Bilindigi tizere S™ nin bos olmayan bir alt kiimesine S iizerinde bir kod denir. C, S tizerinde bir
kod olmak tizere eger C, S™ nin bir S-alt modiilii oluyorsa C ye S iizerinde bir lineer kod denir. Eger S™
tizerindeki bir C kodu sonlu sayida lineer bagimsiz vektorler tarafindan tiretiliyorsa, C ye bir serbest kod

denir.

S[x,6,6¢]
(p(x))

¢ = (g, €1y ey Cn_q) € C kodunun polinom gosterimi ¢ = ¢y + ¢y x + =+ + c,_1 X" seklindedir.

olsun. Bir

p(x), S tizerinde derecesi n olan herhangi bir polinom olmak {izere S,, =

Ayrica, S, = S[(J;Z:)Sf], r(x)(@(x) + (p(x))) = r(x)q(x) + (p(x)) ¢arpma islemi ile bir sol S[x, 8, 5g]-
modiildir.
Tamm 3.1.1. p(x), S tizerinde derecesi n olan herhangi bir polinom olsun. S,, = S[(’;’Z;’)S)"] nin bir sol

S[x, 8, 65]-modiilii C ye S iizerinde n uzunluklu bir §g-lineer kod denir. Eger p(x) merkez polinomu
ise C ye bir merkez §p-lineer kod denir. Ayrica, Ts,, Sg-devirsel Gtelemesi olmak lizere, her ¢ =

(€0, €1, - Cnq) € C igin Ty, (c) = (6(cn-1) + 84 (co), 0(co) + 89 (cy), ..., 0 (cn—z) + 8 (Cn—1)) eC
oluyorsa, C ye S tizerinde §g-devirli kod denir.

Teorem 3.1.2. S iizerinde n uzunluklu bir € kodunun §g-devirli kod olabilmesi igin gerek ve yeter kosul

. S[x,0,6¢]
cnin, Sy 5, = <xn—1§

Ispat: [10] Theorem 3.4 {in ispatinin benzeridir.

nin bir S[x, 6, §g]-alt modiilii olmasidir.

_ S[x,6,5¢]

Sonug 3.1.3. Eger C, n cift tamsay1 uzunluklu bir &g-devirlikodise, C, Sy 5, = gy N bir idealidir.

Ispat: [10] Corollary 2 nin ispatmin benzeridir.
Teorem 3.1.4. C, S iizerinde n uzunluklu bir §¢-devirli kod olsun. Eger C kodu, minimum dereceli ve
bas katsayisi birim olan bir g(x) polinomunu igeriyorsa, C = (g(x)) dir. Ayrica g(x)|(x™ — 1) ve
{g (x),xg(x), ..., x"‘der(g(x))‘lg(x)} kiimesi C nin bir bazini olusturur.
Ispat. [10] Theorem 3.6 nin ispatinin benzeridir.

C = (g(x)), x™ — 1 in bir sag béleni g(x) = gy + g1 X + gox% + -+~ + g;x* tarafindan iiretilen
ve uzunlugu n olan S tizerinde bir §g-devirli kod ise, C nin (n — k) X n tipindeki tirete¢ matrisi

g(x)

xg(x)
G=| x*g(x)
xn—k—'lg(x) (n—k)xn

formundadir. Daha agik bir sekilde eger n — k ¢ift ise iirete¢ matrisi

9o g1 92 Ik 0 0
[59 (g0) 6(g0) +39(g1) 6(g1) + 84(g2) - 0(gk-1) +8a(g1)  6(gy) 0 l
G=| o 0 Jo 9k-3 k-2 0
o o - 56(90)  0(go) +0(g1) 8(gr-1) + 85(ge) g(gk)J

seklindedir. n — k tek ise tirete¢ matrisi
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Jo g1 92 Ik 0 0
80(go) 6(go) +386(g91) 6(gy) +85(g2) -+ 0(g-1) +3e(gr) 6(gi) o 0
G=| 0 0 9o k-3 Gk-2 0
0 0 0 go* Gi-1 Iz 0(gy)
seklindedir.

Ornek 3.1.5. C, x* — 1 iin sag boleni g(x) = (3 +4u)x? + 5u polinomu tarafindan iiretilen, 4
uzunluklu bir §g-devirli kod olsun. Bu durumda {g(x), xg(x)} = {(3 + 4u)x? + 5u , (3 + 4u)x3 +
(4 + 5u)x + 4 + 4u } kiimesi C kodu i¢in bir baz olusturur. C nin Kardinalitesi |C| = 642 olup, C nin
tirete¢ matrisi asagidaki gibidir,

Gz[g(x)]z[ 9o g1 92 0
xg(x)] ~ 106(g0) 0(go) +86(g1) 6(g1) + Sp(g2) 6(g2)
_[ 5u 0 3+4u 0 ]

" l4+4u 4+5u 0 3+ 4ul’

Tanmm 3.1.6. C, S iizerinde n uzunluklu bir §g-devirli kod olsun. w = (wy, wq, ..., Wwp_1),V =
(vo, U, «.., V1) € S™ve w. v bilinen i¢ ¢carpim olmak tizere C nin duali,

Ct={w|herv € Cicinw.v = 0}

olarak tanimlanir.

Teorem 3.1.7. k bir tek tamsay1 olmak tizere, x™ — 1 = h(x)g(x) olacak sekilde en az bir h(x) =
ho+hyx + hyx? + -+ + hpx* € S[x, 0, 5] olsun. C de g(x) tarafindan iiretilen, S iizerinde uzunlugu n
cift tamsay1 olan bir §g-devirli kod olsun. Bu durumda C nin kontrol matrisi

hy 6(hg—1) +6g(hy) hg—p - 6 (ho)+6g(hy) 0 0

0 6 (hy) hg—1 - ho 0g(hy) - 0
H=|0 0 he  hk—z 0(hk-3)+6p(hye—2) 0

0 0 Ry O(hp—1)+8o(hy) = h1 8(hy)+85(hy)

formundadir. k bir ¢ift tamsay1 oldugunda H matrisi

hy  0(hg_1) + 6p(hy) hy—> hy 89 (ho) 0

0 6 (hy) hy-1 hq 6(ho)+0g(hy) - 0

0 0 he 7 ha o 0(h)+6(hy) 0

6 6 cee Q(hk) hk—l -:- hl 9(h0)+69(h1)
seklindedir.

Ispat. [10] Theorem 4.5 in ispatinin benzeridir.

Ornek 4: x* — 1 = ((3 + 4w)x? + 3u)((3 + 4w)x? + 5u) olmak iizere, C, g(x) = (3 + 4u)x? + 5u
polinomu tarafindan iiretilen 4 uzunluklu bir 8g-devirli kod olsun. h(x) = (3 + 4u)x? + 3u olmak
tizere Teorem 3.1.7 den C nin kontrol matrisi
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H= [hz O(hy) +89(hy) hy 89 (ho) ]

0 8(hy) hy  6(hg) + 69(hy)
H:[3+4u 0 3u 4+4u]
0 3+4u 0 44+ 3u

olarak elde edilir. Ayrica, Ornek 3.1.5.’de bulunan G iiretec matrisi dikkate alinirsa, GHT = 0 oldugu
elde edilir. H nin satirlar1 lineer bagimsiz oldugundan, H, C nin kontrol matrisidir.

3.2. Cift Aykir1 Devirli Kodlar

Bir € kodunun koordinatlar1 iki alt kiimeye ayrilabiliyorsa, C ye bir ¢ift 8-lineer kod denir. s ve t, n =
s +t olacak sekilde negatif olamayan iki tamsay1 olsun. n uzunluklu koordinatin sirasiyla s ve t
parcalanmigimi dikkate alalim. Herhangi bird € S ve w = (eg, €4, ..., €s—1, fo, f1, > ft—1) € ST igin

dw = (deg, dey, ..., des_y, dfy, dfy, ..., dfi_y) € SSH

seklinde tanimlanan islem ile birlikte SS*¢ bir S-modiildiir.
Tamm 3.2.1. Herhangi bir w = (eg, €4, ..., €s_1, fo, f1, > fr—1) € SS1t icin, w nun 8y (s, t) (w) devirli
otelemesi ggT(W) seklinde gosterilir ve

5, T(W) = (8(es_1) + 8g(eq), 0(eg) + g (e1), 6(e1) + Sp(ez), ..., 0(es_2) + 8 (es—1),
0(fi-1) + 8¢(f0), 0(fo) + S (f1), 0(f1) + 8¢ (f2) ..., 0(fi—2) + 8 (ft—l))

olarak tanimlanir.
$5*E nin bir S- alt modiiliine bir ift 5y-lineer kod denir.
Tanim 3.2.2. C, bir ¢ift §g-lineer kod olsun. Eger C, 64 (s,t) devirli 6telemesi ggT altinda invaryant

kaliyorsa C ye bir §4-devirli kod denir.

w = (eg, €1, -, €s—1, for f1, - ft—1) EC olsun. Bu durumda e(x)=ey+ex+-+
S[xvevae] S[x,9,(59

— - ] ..
e,_1x5LE o1y Ve f)=fo+ fix+-+ fiqxt7rE 1) olmak iizere

w(x) = (e()|f ()

seklinde yazilabilir. Bu S5+t ile Sg,, = Sg'se_'i‘)g] X Sg'te_’if] arasinda birebir bir esleme verir. d(x)e(x)
S[X,G,ag] S[X,G,ag]
(xS-1) (xt-1)

d(x) € S[x,0, 8] ile (e(x)|f(x)) € 22lel  51x0.9]

(x5-1) (xt-1)

ve d(x)f (x) islemleri sirasiyla izerinde tanimli polinom ¢arpmalart olmak iizere,

arasindaki carpma islemi

d(x)(e()|f () = (d(x)e()|d(x)f (x))

olarak tamimlanir. Bu islem ile Ss, bir sol S[x, 8, §g]-modiildiir. Agik¢a goriilebilir ki xw(x), w nun

8¢ (s, t) devirli 6telemesidir.

Teorem 3.2.3. C, S iizerinde n = s + t uzunluklu bir §g-lineer kod olsun. C nin bir ¢ift §4-devirli kod

S[x,6,69] . S[x,0,6¢]
(x5-1) (xt-1)

olabilmesi igin gerek ve yeter kosul, C nin sol modiiliiniin bir sol S[x, 8, §g]-alt

modili olmasidir.
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Ispat. C nin bir ¢ift §g-devirli kod oldugunu kabul edelim. w(x), w € C nin polinom gdsterimi olsun.
aw(x), w nun &y(s,t) devirli dtelemesi oldugundan xw(x) € C dir. C bir lineer kod oldugundan
herhangi bir d(x) € S[x, 0, ] icin d(x)w(x) € C dir. Dolayisiyla C, Sg¢,; nin bir S[x, 6, §g]-alt
modiiliidiir. Ispatin diger yonii aciktir.

Teorem 3.2.4. g;(x) ve g,(x) polinomlar sirasiyla g, (x)[x™ — 1 ve g,(x)[x™ — 1 olacak sekilde
monik polinomlar olsunlar. M ve N, S iizerinde g, (x) ve g, (x) polinomlar1 tarafindan tiretilen m ve n
uzunluklu iki serbest devirli kod olsunlar. Bu durumda h(x), hy (x) ve h,(x) polinomlarinin en kiigiik
sol ortak kati ve k = der(h(x)) olmak iizere g(x) = (g, (x)|g2(x)) tarafindan iiretilen C kodu bir ¢ift
8g-devirli koddur ve B = {g(x),xg(x), ..., x™* ¥~1g(x)} kiimesi C nin bir geren kiimesidir.

Ispat. hy(x) ve hy(x) € S[x, 0, 84] polinomlarinin x™ — 1 = hy(x) g;(x) ve x™ — 1 = h,(x)g,(x)
olacak sekildeki monik polinomlar oldugunu kabul edelim. Bu durumda h(x)g,(x) =
h3(X)hy () g1 (x) = 0 ve h(x)gz(x) = ha(x)hz(x)g2(x) = 0 oldugundan h(x)(g1(x)]g2(x)) =
(h(x) 91 (x)|h(x) 92 (x)) = 0 dir. z(x) € C sifirdan farkli herhangi bir kods6z olsun. Bu durumda en az
bir  k(x) € S[x,0,8¢] igin z(x) = k(x)g(x) dir. Bélme algoritmasindan, der(r(x)) =0 veya
der(r(x)) < der(h(x)) olacak sekilde k(x) = q(x)h(x) + r(x) esitligine sahip oluruz. O zaman
z(x) = k(x)g(x) =r(x)g(x) = 0dir. der(r(x)) = 0 veya der(r(x)) < der(h(x)) oldugundan, bu
bize C kodunun g(x) tarafindan iiretilen bir ¢ift §¢-devirli kod oldugunu ispatlar.

Ornek 3.2.5. g, (x) = (3 + 4u)x? + 3uve g,(x) = x + 5 + 4u polinomlari sirastyla g; (x)|x* — 1 ve
92(x)|x? — 1 olacak sekilde polinomlar ve C, S iizerinde (g4 (x)|g,(x)) tarafindan iiretilen n = 6(=
4 + 2) uzunluklu bir ¢ift 5g-devirli kod olsun. h(x), hy(x) = (3 + 4u)x? + 5u ve h,(x) = x + 3 +
4u polinomlarmin en kiigiik sol ortak kati olsun. Teorem 2.2.10°da verilen sag bolme algoritmasi
yardimiyla, hy (x) = (3 + 4u)xh,(x) + 7 + 5u oldugu elde edilir. Bu durumda, h; ile h, nin aralarinda
asal olduklar1 goriiliir. Dolayisiyla der(h(x)) = 3 olup, {g(x), xg(x), x2g(x)} kiimesi C nin bir geren
kiimesidir. C nin iirete¢ matrisi agagidaki gibi elde edilir.

g(x)
G =|xg(x)
x%g(x)

91, 91, 91, 0 92, 92,
=60(91,) 6(g1,) +86(91,) 0(91,) +06(91,) 0(91,)|6(92,) +0(92,) 6(92,) + 6(92,)
91, 0 91, 91, 92, 92,
3u 0 3+4u 0 54+ 4u 1
=l4+4u 4+ 3u 0 3+ 4u 1 5+ 4ul.

3+4u 0 3u 0 54+ 4u 1

4. Sonuc ve Oneriler

Bu calismada, u? =1 olmak iizere S = Zg + uZg halkasi dikkate almmustir. 6, S iizerinde bir
otomorfizm ve &y bir tiretim olmak tizere S[x,8,8g] aykiri polinom halkalar1 iizerindeki devirli
kodlarin bazi cebirsel 6zellikleri arastirilmistir. Ayrica bu kodlar gift devirli kodlara genellenmistir. Elde
edilen sonuglar yardimiyla, gelecekte kodlama teorisinde 6nemli bir arastirma problemi olan optimal
kod bulma ile ilgili yeni arastirmalar yapilabilir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢calismada arastirma ve yayn etigine uyulmustur.
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