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Pseudo-Hiperbolik Telegraf Kismi Diferansiyel Denklemin Modifiye Cift

Laplace Metodu ile Coziimii

Mahmut MODANLIY", Fatma SIMSEK?

Oz

Bu arastirmada, baslangi¢ deger kosullarina bagl pseudo-hiperbolik telegraf kismi diferansiyel denklemi incelendi. Bu
problemin tam ¢6ziimii i¢cin modifiye ¢ift Laplace metodu verildi. Bu metot 6rnek problemlere uygulanarak tam ¢éziim
elde edildi. Elde edilen bu ¢6ziim simiilasyonlarla gosterildi. Boylece modifiye ¢ift Laplace metodunun bu problemin
¢Oziimii igin elverisli ve uygun oldugu goriildi.

Anahtar Kelimeler: Baslangi¢ deger problemi, Tam ¢6ziim, Modifiye ¢ift Laplace metodu, Pseudo-hiperbolik telegraf
denklemi, Simiilasyon.

The Solution of Pseudo-hyperbolic Telegraph Partial Differential Equation by
Modified Double Laplace Method

Abstract

In this study, the pseudo-hyperbolic telegraph partial differential equation depend on initial value conditions are
investigated. For the exact solution of this equation, Modified double Laplace method is presented. This method is applied
to the sample problem to obtain exact solution. The obtained this solution is showed by simulation. Thus, it was seen that
the modified double Laplace method is convenient and suitable for the solution of this problem.
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1. Giris

Kesirli diferansiyel denklemler fizik, finans, miihendislik, ve sismoloji gibi bilim dallarinda pek
cok uygulamalara sahiptir. Bu diferansiyel denklemler zaman ve uzay degiskenlerine gore ¢oziilebilir.
Kesirli diferansiyel denklemlerin niimerik ¢éztimleri i¢in farklt metotlar vardir. Bu metotlar; sonlu
fark metotlari, Cubic B-spline kolokasyon metodu, Sinc-kolokasyon metodu, theta metodu, Laplace
transform lolokasyon metodu, Fibonacci Polinomlar1 yaklasim metodu, sumudu metodu gibi
metotlardir. Pseudo-Hiperbolik denklemler de tip, havacilik, matematik, fizik, miihendislik gibi
bir¢ok alanda kullanilmistir. Cubuklarin boylamasina titresimi, genel olarak matematiksel fizikte,
cubugun nispeten ince ve uzun oldugu varsayilarak dalga denklemi ile tanimlanan klasik olarak kabul
edilir. Nispeten kalin bir gubugun (kirisin) yanal hareketinin etkisi, daha genel teorileri formiile etmek
icin incelenmistir. Bu modellerin matematiksel formu, hareket denkleminin yiiksek dereceli
tiirevlerinden olusur. Bu modeller Rayleigh, Bishop, Mindlin ve Herrmann gibi bir¢ok arastirmaci
tarafindan incelenmistir.

Telegraf denkleminin yaklasik ¢6ziimiinii hesaplamak i¢in kosulsuz kararli paralel fark
semasin1 metodu gelistirildi (Borhanifar ve Abazari, 2009). Ikinci mertebeden tek boyutlu dogrusal
hiperbolik denklemin ¢6ziimii i¢in sayisal bir teknik verildi (Lakestani ve Saray, 2010). (Latifizadeh,
2013) de, telegraf denkleminin sayisal ¢0zliimii i¢in Sinc-colocation metodunu yaklasik olarak
uygulandi. Telegraf denkleminin sayisal ¢6ziimlerine yaklasmak i¢in Cubic B-spline Collocation
Metodu kullanild1 (Arora ve Singh, 2020). Telegraf denklemlerinin yaklasik ¢6ziimii i¢in Fibonacci
Polinomlar1 yaklagimi ¢alisildi (Kurt ve Yalginbas, 2016). Sonlu fark metodu kullanilarak telegraf
denklemin niimerik ¢6ziimii elde edildi (Modanli, ve Akgiil, 2017; Ozbag ve Modanli 2021; Modanli ve
ark., 2022). Pseudo-hiperbolik denklemlerin yaklasik ¢oziimii igin kuvvet serisi ¢6ziim metodu
caligildi (Modanli ve ark., 2022).

Pseudu-parabolik denklemin tam ¢dziimii modifiye ¢ift Laplace metodu kullanilarak bulundu
(Gadain, 2018). Cift Laplace decomposition metot yardimiyla pseudo-hiperbolik denklemin yaklasik
¢coztimi verildi (Eltayeb ve ark., 2017).

Bu ¢aligmada pseudo-hiperbolik telegraf kismi diferansiyel denklemini

2%u(tx) = ou(tx) _
at2 at tultx) =4

0<x<LO<t<T
u(0,x) = @(x), u:(0,x) =P(x)

o3u(tx) = 0%u(tx)
dx20t 0x2 + f(t’ x)' (1)
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ele alacagiz. Bu denklemin baglangi¢ deger kosullarina bagli tam ¢oziimiinii modifiye ¢ift Laplace
metodunu kullanarak elde edecegiz. Burada § > 0, f(t,x), ¢(x), Y(x) bilinen fonksiyonlar ve
u(t, x) bilinmeyen fonksiyondur.

Laplace doniisim metodu, Fourier serisi doniisim metodu ve diger bazi metotlar kismi

S3u(tx)
dx20t

diferansiyel denklemlerin tam ¢6zlimiinii bulmak i¢in uygun metotlar olmakla beraber 2 gibi

karigik tiirevler iceren denklemlere uygulanamamaktadir. Bu denklemlere uygulanabilmesi i¢in daha
fazla baslangi¢ deger kosuluna ihtiya¢ vardir. Modifiye ¢ift Laplace metodu bu tiir problemlerin tam

¢Ozlimiinii bulmak i¢in bazen iyi bir yontem olabilir.
2. Modifiye Cift Laplace Ayristirma Yontemi

Bu bdéliimde pseudo-hiperbolik telegraf kismi diferansiyel denkleminin ¢éziimiinii bulmak i¢in

modifiye ¢ift Laplace ayrisma yontemini kullanacagiz.

Bunun i¢in
LeLy[f(tx)] = F(s,p), LeLx [9(x)] = G(p) )
oldugunu kabul edelim. Buradan
9u(t,x)
oL [Z592]  52u(s, p) — 5u(0,p) — (0, ) ©
yazilabilir. (1) denkleminin her iki tarafinin ¢ift Laplace doniisiimii alinip (2) ve (3) formiilleri
kullanilirsa,
a3 u(tx) 0%u(tx) ou(tx) 1 1
u(s,p) = 5 Ll [B L5 + 20 = P i (6,50) | + S LeLy [ (6,0] +5u(0,p) +
1
5 uc(0,p) (4)
elde edilir. (4) formiiliinde baslangi¢ degerleri yerine yazilirsa,
a3 u(tx) 9%u(t,x) ou(tx) 1 1
u(s,p) = L L, [,8 5ot P a v u(t,x)] +t5 F(s,p) +;G(p) +
1
S uc(0,p) (5)
bulunur. (1) probleminin ¢éziimii igin
u(t,x) = Yoo Un(t, x) (6)

formiiliinii kullanalim. (6) formiilii (1) denkleminde yazilirsa

Siotn (62) = 0(0) + L L5 [ Pl + L5 s Lo [B a5 e Sitmo tn (6,
02 [ 1 ()
+ ﬁz;.lozo Up (t, X) - az;.lo:O Up (t, .X') - Z;.lo=0 Up (t' X)] + Lgngl [S_z ut(ol p)]

yazilir. Ozel olarak

= () + L L [ 5 Fs,p)] + L5'L5" [ (0, )] (8)
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almirsa geriye kalan terimler

Upyq (%) = L1 L1 [—L L, [,8 un(t x)] aa — Uy, (t, %) ——un(t x) —

dx? ot
t (8,2) ©)
seklinde olur. Burada L;le_,l terimine sirasiyla s ve p degerlerinin ¢ift katli ters Laplace dontistimii
denir. Bu (8) ve (9) formiillerine modifiye ¢ift Laplace ayrisma yontemi denir.

Simdi pseudo-hiperbolik telegraf kismi diferansiyel denklemlerin ¢oziimii i¢in ¢ift Laplace

ayrigma yontemi kullanarak asagidaki problemin tam ¢oziimiinii bulalim.

3. Modifiye ¢ift Laplace Ayrisma Metodunun Uygulamasi

Bu boliimde, bir 6rnek problem {izerinde pseudo-hiperbolik telegraf kismi diferansiyel
denklemin tam ¢oziimiinii bulmaya calisacagiz.

Ornek 1 Modifiye cift Laplace ayrisma metodunu kullanarak pseudo-hiperbolik telegraf

denklemini
0%u(t,x) 6u(t x) 2 23u(tx) . d%u(tx)
2 T tu(t,x) =S ——-—+—3 +2 ~e sinx (10)
u(0,x) = smx, u;(0,x) = —sinx
¢Ozelim.

Bu problemin ¢6ziimii i¢in modifiye ¢ift Laplace ayrigma yontemini kullanalim. Bunun i¢in

(10) formiiliiniin ¢ift Laplace dontisiimii alinirsa,

LeLa[F (€] =Ll [Letsinc]=(25) ()

3s+1/ \p2+1

elde edilir. (2) formiiliinden ¢(x) = sinx dir. (8) formiilii kullanilirsa,
up= sinx + L3'Ly," [ (4 : ) ( 2+1) ] + L3t [—( Smx)]

3s5+1
= sinx + Ly L [(4 : )( )] + L3 [5—2(—sinx)]

352(s+1)

241

=sinx + <§ (t—1+ e‘t)> sinx — tsinx

:(1 +§(t —1+4+e™YH - t) sinx=( e t+= t - —) sinx
elde edilir. (9) formiilii kullanilirsa,

2 0% 0

3 0x2 Ot (uo(t x))l I (uo(t x)) — —(uo(t x)) (uo(t x))

1
Uy = L;ngl [5—2 Lth l
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= 15705t e[ (5375t + (- (5o + 31 5) o) = (3307
= Ly p 3e sinx 38 3 3 sinx 3 3e sinx
(4 ‘t+1t 1) )
3e 3 3 sinx
_ -1y 1LL [2(1 4 _t) ) ]+ (4 ‘t+1t 1) ) +(1 4 _t> )
= s Ly’ |z lelx 313 3e sinx 38 3 3 sinx 3 3e sinx
+ (4 _t+1t 1) ]
3e 3 3 sinx
— _7-17-1 1 4 -t 2 Iy .
=—Ls Ly S—2Lth [(§e +§t—§)5lnx]

—LlL‘ 1(21 4 1 11)

s2\3s2 ' 9s+1 9s/p

/21 41 11y 1
= L35 [( -————) ]
3s* 9s2(s+1) 9s3/p2+1

bulunur. Son denklemin ters Laplace doniisiimii alinirsa

U =— [(%t3 +§(t —1+e7) —%tz)sinx]
olarak yazilir. Ayn1 yontemle (9) formiilii kullanilirsa,

1 20% 0 0? d
0 = 15 G L[5 g () | 52 (6 0) = 5, 6.00) = (ae0)|

B! 273 , 4 o1y 1, 4 1 _
= L;'L, s_ZLth[§(§t +§(1—e )—§t)smx]+[<§t +§(t—1+e )_Et )smx]
3 1

+(9t2+ (1—e‘t)——t>smx+[( t3 +— (t—1+e‘t)—ﬁt2>smx”
1 2 /3 1
=L51Lp1 l;Lth<3 (9 2+ (1—6 t)—§ )
+<3 (1 ) t) (1t+ (t—1+e™) ! ) [
5 e e 18 sinx
_ -1yt 2< ( ) 11)+( L2 (1 1+ 1) 1 2)
- =P s\isss t s+1/ 9s2 54 s* s2 s s+1/ 36s3
+ (G5t 531) ~55)
853 s+1/ 9s2
t(ersts (@5 1)~ 3%699)) )
5454 s s+1/ 36s3/)\p2+1

L1L‘[1(21+41 19 1 41 4 1>( 1 >]
B 95t T 93 T 2752 T 275 T 275 ¥ 1 p?+1

1
t3 t—1+e™" ——t2>
( + = ( +e ™) T
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L [21 41 191 41 4 1
[

1

95 a;*%a‘ﬁs—ﬁﬁsqﬁ1)>(pz+1)]

1 1 19 2 4

(=45 ~pay —7 3 22 K -ty | o
_<540t +54t +162t 271: +27(t 1+e )>Slnx

olarak bulunur. Benzer sekilde devam edilip (9) formiilii kullanilirsa,

1 2 9% 9
us(t,x) = L71L,! L—Z L.L, Iiﬁ% (uy(t, )

48

92 d
+ 3z (uz(t,x)) — 7 (u2(t, %)) — (w2 (t, x))l

= L;1Lt 1LL[ 2<5 t4+4t3+19'31:2 4t+4 * ‘t) ' ]
0 (2t | T3\sa0" Tsa” T1e2” 27 T 27 27° )MV
+ —t5+—t4+—t3—£t2+i(t—1+e_t) (—sinx)
540 54 162 27 27

—(it‘* 4 . 193

+—t3+ t2 4 r 4
540 54

_ _ __ -t ]

6zt “27t T 27¢ )S‘nx

1 1 19 2 4

— _ts _t4' _t3__t2 . t_l -t .
[(540 Tol et Tyt Tyt ite )> S‘nx”

= L[J1;1 1LL 2(5t4+4t3+19'3t2 4t+4 * -C)
Ths b [t \ T30t TE2t T162° 27 €

27 27
1 1, 19, 2, 4
=t +—=tr+—t3——t?+—=(t -1 -t
<540 tol et Tyt gyt ite )>

(5 g b 193, 4 4 4 _t>
540° " 54° " 162° 27 "T27 27¢
19 2 4
| —_+5 __+4 43 _ 42 _ -1 —t .
<540t to gt ot +27(t +e ))smx)l
1 2/5 4 19.3 4 4 4
=Lt (S L L —(—t4 —t3 4+ —t ——=t+—=— = ‘f)
s tp [52 t "(3 520t T5at t1e2t "7t T me
1 1 19 2 4
_ T 45 44 T 43 T 42 . _ —t
+<540t Tl Tigat Topt tpt-1te )>
5 4 19.3 4 4
+(%t4+—t3+—t2——

4
R
54 162 27t 27 7 37¢ )

19 . 2 4
— Pttt -t s (t -1+ e |si
+<540 Tot tiept Tyt gyt ite )>Slnx>l

162

1(41 341 581 711 4
= —Ls'L,* -

1 1 1 1
2 95—6+ﬁs—s+ﬁs—4+as—s‘ﬁ(s—z‘§+s+1)>(pz+1)

1 17 , 29, 71 , 4
=L SLily | |==t" +—=—t*"+ =3+ —=t’——= (@t —1+e7") |si
s [52 ‘ "((270 T3t Tt 7 E-1te )>5mx>]
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R 41+341+581+711 4(1 1+ 1 )( 1 )
S TP |\ 9s8 " 27s7 2756 81s5 27\s* 3 s2(s+1)))\p2+1

_ ( 1 17 29 71

* 1944 81 27

2 2 4
11340 + 9720 + 1620 +55t 57 (t +e )) sinx

olarak bulunur. Benzer sekilde devam edilip gerekli diizenlemeler yapilirsa,

B t2 T 8 t2 T )
u, (t,x) = 1—t+§—---+(—1) i Y 1—t+§—---+(—1) | sinx

+ 8 etsi
276 Sinx

bulunur. n — oo i¢in limit alinirsa,

“t 8 _¢, 8 ¢\ . “t
u(t,x) =(e "t ——e t +—e7t)sinx = et sinx
27 27

elde edilir ki bu da (10) denkleminin tam ¢oziimiidiir. Bu ¢6ziimiin simiilasyonu asagida verilmistir.
Buegri 0 <x <mile 0 <t<1araliginda u(t,x) = et sinx tam ¢6ziimii i¢in Matlab programi

kullanilarak elde edilmistir.

TAK COZOM

Sekil 1. u(t,x) = e~ * sinx fonksiyonunun grafiginin verir.

4. Sonuclar ve Oneriler

Bu calismada, pseudo-hiperbolik telegraf kismi diferansiyel denklemi ele alindi. Bu denklem
ile ilgili literatiirde yapilan ¢aligmalar incelendi. Bu denklemin baslangi¢ deger kosullarina bagl
¢oziimii modifiye ¢ift Laplace metodu ile verildi. Modifiye ¢ift Laplace metodunun elde edilisi

aciklandi. Bu metot kullanilarak pseudo-hiperbolik telegraf kismi diferansiyel denklemin tam
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¢Oziimii bir 6rnek problem ile gosterildi. Problem i¢in elde edilen ¢6ziim tam ¢6ziime esit oldugundan
metodun uygun ve elverisli oldugu goriildii. Bu 6rnek problemin tam ¢éziimiiniin simiilasyonu Matlab

programi yardimiyla gosterildi.

Yazarlari Katkis1

Bu makale, birinci yazarin damismanliginda bulunan ikinci yazarin yiiksek lisans tezinden

iiretilmistir.

Cikar Catismasi1 Beyam

Yazarlar arasinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi bulunmamaktadir.

Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan calismada arastirma ve yayin etigine uyulmustur.
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