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Öz: Bu çalışmada, spin-1 parçacıklar için Frost-Musulin potansiyelinin varlığında (1+3) boyutta 

Duffin-Kemmer-Petiau denkleminin analitik çözümleri elde edilmiştir. Bu çözümleri elde 

edebilmek için standart yöntem kullanılmış ve merkezcil terime bir yaklaşım uygulanmıştır. 

Elde edilen bağıntılar kullanılarak bağlı durum çözümleri Gauss hipergeometrik fonksiyonlar 

cinsinden ifade edilmiştir. Dalga fonksiyonların sınır koşulları kullanılarak herhangi bir l-

durumu için bağlı durum enerji özdeğerlerini veren bağıntı türetilmiştir. Mathematica yazılım 

paketi kullanılarak herhangi bir l-durumu için bağlı durum enerji değerleri nümerik olarak 

belirlenmiştir. Ayrıca potansiyel parametrelerinin enerji özdeğerlerine olan etkileri grafiksel ve 

sayısal olarak incelenmiştir. 

 

Anahtar kelimeler: Duffin-Kemmer-Petiau denklemi, Frost-Musulin potansiyeli, Bağlı durum 

enerji özdeğerleri, Enerji özfonksiyonları 

 

 

l-Wave Solutions of Duffin-Kemmer-Petiau Equation in (1 + 3) Dimension in the 

Presence of Frost-Musulin Potential 
 

Abstract: In this study, the analytical solutions of Duffin-Kemmer-Petiau equation in (1+3) 

Dimensions for spin-1 particles in the presence of Frost-Musulin potential were obtained. The 

standard method was used to obtain these solutions and an approach to the centripetal term was 

applied. Using the equations obtained, the bound state solutions are expressed in terms of 

Gaussian hypergeometric functions. Using the boundary conditions of wave functions, the 

equation giving the bound state energy eigenvalues for any l-state is derived. The bound state 

energy values for any l-state were determined numerically using the Mathematica software 

package. In addition, the effects of potential parameters on energy eigenvalues were examined 

graphically and numerically. 

 

Key words: Duffin-Kemmer-Petiau equation, Frost-Musulin potential, Bound state energy 

eigenvalues, Energy eigenfunctions 
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1. Giriş 

Duffin-Kemmer-Petiau (DKP) denklemi, spin-0 ve spin-1 bozonlarını (alternatif olarak 

sırasıyla skaler ve vektör bozonlar olarak adlandırılır) birleşik bir temelde tanımlayan 

göreceli bir denklemdir [1,3]. Bu denklemin çözümleri büyük bir önem taşımaktadır. 

Kozmoloji ve nükleer fizik alanlarında geniş bir uygulama alanına sahip olan DKP 

denklemi, parçacık fiziğinde kuantum kromodinamiği (QCD) teorisinde, döteron-

çekirdek saçılması ve kuark hapsetme problemlerini incelemek için kullanılabilmektedir 

[4,5]. Bu göreli denklem, Dirac tipi bir denklemdir (doğrusal) ve farklı komütasyon 

kurallarına uyan çeşitli matrisler cinsinden ifade edilebilir. DKP denklemi, sırasıyla 

spin-0 ve spin-1 bozonları için çalışan beş ve on bileşenli gösterimlerle temsil edilir. Bir 

vektör potansiyeli altında Duffin-Kemmer-Petiau denkleminin spin-0 temsili Klein–

Gordon (KG) denklemi ile, spin-1 temsili ise Proca denklemiyle aynı matematiksel 

yapıya sahiptir. Fakat DKP denklemi, daha karmaşık yapısı nedeniyle, Klein-Gordon ve 

Proca denklemlerinden daha geneldir [6,8]. Son yıllarda, DKP denkleminin spin-0 ve 

spin-1 temsili için farklı etkileşim türlerini ele alan birçok çalışma yapılmıştır [9,19]. 

Bununla birlikte, mevcut literatür incelendiğinde araştırmaların çoğunun DKP 

denkleminin spin-0 temsili üzerine olduğu görülmektedir. Bunun temel nedeni, DKP 

denkleminin bir vektör potansiyeli altında Klein-Gordon denklemi ile matematiksel 

benzerliğinden kaynaklanmaktadır. Spin-1 bozonlar için denklem daha karmaşık bir 

yapıya sahip olduğundan çözmek oldukça zordur. Bu sebeple kapsamlı olarak 

tartışılmamıştır [20]. 

Fizikte araştırma alanı geniş ve güncel olan diğer önemli bir konu ise atom altı 

parçacıkların saçılma ve bağlı durum problemleridir. Çekirdek içi etkileşmeleri, iki veya 

daha çok atomlu moleküler yapıları ve temel parçacıkların yapısını anlamak için 

saçılma ve bağlı durum problemleri incelenmektedir. Parçacıkların saçılması veya bir 

arada bir bağlı durum oluşturması potansiyel kavramı kullanılarak açıklanabilmektedir. 

Bu durumlarda birden fazla süreci açıklayabilmek için potansiyel modelleri 

oluşturulmaktadır. Fiziğin araştırma nesnesi olan çekirdek içi etkileşmeler ve temel 

parçacıklar, potansiyel kavramı ve fiziğin dili olan matematik kullanılarak açıklanmaya 

çalışıldığında ikinci dereceden differansiyel denklemlerle karşılaşılır. Bu fiziksel 

sistemleri anlayabilmek için karşılaşılan ikinci dereceden differansiyel denklemlerin 

çözülmesi gerekmektedir. Bu tür differansiyel denklemlerin birçok çözüm tekniği 

bulunmaktadır. Standart Teknik [21,22], Nikiforov-Uvarov Tekniği [23,24], Asimptotik 

İterasyon Tekniği [25,26], ve Süpersimetrik Potansiyel Tekniği [27,28], bu tekniklerden 

birkaçıdır. 

Bu çalışmanın amacı, spin-1 parçacıklar için standart yöntem kullanılarak Frost-

Musulin potansiyelinin varlığında (1+3) boyutta Duffin-Kemmer-Petiau denkleminin 

bağlı durum çözümleri elde etmektir. Bağlı durum çözümlerini kullanarak herhangi bir 

kuantum durumuna karşılık gelen enerji özdeğerleri veren bağıntıyı türetmektir. Ayrıca 

Mathematica yazılım programı kullanarak enerji değerlerini nümerik olarak 

hesaplamaktır. Son olarak potansiyel parametrelerinin enerji değerlerine olan etkilerini 

çizimlerle ortaya koymaktır. 

2. Materyal ve Metot 

2.1 Duffin-Kemmer-Petiau Denklemi 

Bir   etkileşme alanı için DKP denklemi aşağıdaki biçimde verilir          [1,3]. 
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                                               (          )                                                   (1) 

Denklemde yer alan   , DKP matrisleridir ve aşağıdaki koşulu sağlarlar: 

                                                                                                  (2) 

burada                       ve         , Minkowski uzay-zamanının metrik 

tensörüdür. Spin-1 için    matrisleri  
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                 (3)                                  

 

olarak verilir. Burada   , 3x3 lük spin-1 matrisleridir. I ve 0 ise sırasıyla birim ve sıfır 

matrisleridir.  ̅ ve      matrisleri aşağıdaki biçimde verilir: 

                                                     ̅              (4)            

 

Denklem (1) de yer alan etkileşme potansiyelinin genel biçimi: 

 

                                                                                              (5)                                                         

 

olarak tanımlanır [4]. Elastik bir saçılma için rotasyonel invaryant ve parite korunumu 

altında etkileşme potansiyeli   

                                                                                               (6)            

                                             

olarak elde edilir.  Bu ifade de her bir terim Lorentz karakterindedir.  Rotasyonel 

invaryant ve parite korumu altında iki Lorentz vektörü    ve     olarak yazılabilir 

böylelikle izdüşüm işlemcisi   (      )                            olur. 

Böylece, etkileşme potansiyelinin aşağıdaki gibi ifade edilen dört kabul edilebilir biçimi 

bulunur: 

                                                                                                                  (7)                                                                                  

                                                                                                                     (8)                                                                                          

                                                                                                                   (9)                                                                                    

                                                                                                                 (10)                                                                                     

Bu dört farklı etkileşim durumu, farklı fiziksel sistemlerin araştırılması için 

uyarlanmaktadır. Örneğin, Denklem (8) döteron-çekirdek saçılmasının incelenmesi ile 

ilgilidir [4]. Bu çalışmada etkileşme potansiyeli olarak Denklem (7) kullanılacaktır. 
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DKP matrislerinin indirgenemez üç temsili vardır: tek boyutlu temsil, spin-0 

parçacıkları betimleyen beş boyutlu bir gösterim ve spin-1 parçacıkları betimleyen on 

boyutlu bir gösterim [29,30]. DKP denklemi (7) nolu ifade de tanımlanan etkileşme 

potansiyelinin varlığında aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

                                       [                ]                                              (11)     

                                                                       

Burada  , spin-1 parçacıkların dinamiğini betimleyen on bileşenli bir spinördür. 

Zamandan bağımsız çözümleri elde etmek amacıyla (11) nolu denklemin çözümü 

aşağıdaki biçimde önerilir: 

                                   
            (        )            .                                        (12)                                                            

Spin-1 gösteriminde on bileşenli DKP dalga fonksiyonu aşağıdaki gibi yazılır:  
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Denklem (14) te ifade edilen dalga fonksiyonlarının 
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biçiminde tanımlanması ve (11) nolu bağıntıda yerlerine yazılması ile aşağıda verilen on 

çiftlenimli denklem elde edilir: 
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Yukarıdaki denklemlerin birleştirilmesiyle, 
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elde edilir ve böylece bu ifadelerin kullanılmasıyla 
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özdeşliğinin kullanılması ile  
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}  ⃗                      (31)       

                                                 

diferansiyel denklemi elde edilir. Bu denklem biçimsel olarak Proca denklemiyle aynı 

yapıya sahiptir [31]. 

3. Bulgular 

3.1 Spin-1 parçacıkları için Frost-Musulin potansiyelinin varlığında DKP 

denkleminin Bağlı Durum Çözümleri 

 

Diatomik yapıları betimleyen Frost-Musulin potansiyeli aşağıdaki biçimde 

tanımlanmaktadır [32]: 
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         )                 (32)        

                           

Burada            ,   ve    pozitif parametrelerdir ve sırasıyla ayrışma enerjisini, 

potansiyel kuyusunun aralığını ve denge bağ uzunluğunu temsil ederler. Bu 

parametrelerin potansiyele olan etkileri Şekil 1 de gösterilmektedir.  

 

Şekil 1. Frost-Musulin potansiyelinin     ve     parametrelerine göre değişimi.  Sol çizim için;    
        ve       dir. Sağ çizim için ise;           ve       dir. 

Denklem (32)’nin Denklem (31) de yerine yazılmasıyla 
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elde edilir. Bu ifadede birinci türevi kaldırmak amacıyla                      
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biçiminde yazılır ve Denklem (33) yeniden düzenlenirse:, 
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elde edilir. Bu ifade de yer alan   ⁄  ve    ⁄  terimleri için      koşulu altında [33] 
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bulunur.        değeri için bu yaklaşımların uygunluğu Şekil 2 de görülmektedir.  
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Şekil 2.   ⁄  ve    ⁄  terimleri için kullanılan yaklaşımlar.  Her iki çizim için;       dir. 

Denklem (37) de yer alan   ,   ,    ve    parametreleri aşağıdaki biçimde 

tanımlanmaktadır: 

 

       
           

  ,                        , 

                                      
   

     ,                    .                                (38)        

                                                  

Denklem (37) için        biçiminde yeni bir değişken tanımlanırsa  
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ifadesi elde edilir.       olduğundan          olur [32]. Böylece denklem (39) 

aşağıdaki biçimi alır: 
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Bu bağıntıda yer alan   ,   , ve    parametreleri aşağıdaki biçimdedir: 
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             (41) 

 

Denklem (40)’ı çözmek amacıyla dalga fonksiyonu                   olarak 

yeniden tanımlanır ve gerekli işlemler yapılırsa Denklem (41) aşağıdaki denkleme 

dönüşür: 
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Bu ifadede yer alan parametreler aşağıda verilmiştir: 

 

                      √  ,     
 

 
(  √             ),       √   .              (43)        

                               

Denklem (42) Gauss Hipergeometrik diferansiyel denklemdir. Bu denklemin çözümü 

doğrudan aşağıdaki biçimde yazılır: 

 

       12 F                        

                                                    
   

12 F                                 (44) 

 

böylece genel çözüm:  

 

        
       

12 F                                                              

     
        

12 F                                          

 

olarak elde edilir. Düzenli çözümleri elde etmek amacıyla dalga fonksiyonlarının sınır 

koşullarını uygulamamız gerekmektedir. Bu koşullar [34]; 

i) Birinci sınır koşulu:     (   ) iken dalga fonksiyonu sıfır olmalıdır.     

durumunda hipergeometrik fonksiyonlar 1’e eşit olur. Dolayısıyla Denklem (44) 

aşağıdaki biçimde olur: 

 

                                                           
     

                                                (46)  

                                                                                                 

  √   için Denklem (45)’in birinci sınır koşulunu sağlaması gerektiğinden       

olmalıdır. Bu durumda dalga fonksiyonu  
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12 F                                (47)     

                                     

biçiminde olur.  

İİ) İkinci sınır koşulu:     (   ) iken dalga fonksiyonu sıfır olmalıdır.     

durumunda hipergeometrik fonksiyonların özelliği de kullanılarak; 

 

 

                                                                                                                    (48)    

                                                                                                           

kuantizasyon koşulu elde edilir. Bu bağıntının kullanılması ve Denklem (38), Denklem 

(41) ve Denklem (43) te yer alan tanımlamaların yerine yazılmasıyla bağlı durum enerji 

özdeğerlerini veren bağıntı aşağıdaki biçimde bulunur: 
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Denklem (49)’un analitik çözümü mümkün değildir. Ancak Mathematica yazılım 

programının kullanılması ve potansiyelde yer alan parametrelere belirli değerlerin 

verilmesi halinde nümerik sonuçlar kolayca hesaplanabilir.  Bütün bu işlemlerin 

yapılmasıyla farklı kuantum durumlarına karşılık gelen bağlı durum enerji özdeğerleri 

Tablo 1. verilmektedir. Potansiyel parametrelerinin enerji değerlerine etkileri ise Şekil 

3. ve Şekil 4. de verilmiştir.  

 

4. Sonuç ve Yorum 

Frost-Musulin potansiyelinin varlığında DKP denklemi ilk kez bu çalışmada ele 

alınmıştır. Standart yöntem kullanılarak merkezcil terime uygun bir yaklaşımın 

getirilmesiyle spin-1 parçacıklarının bağlı durum çözümleri elde edilmiştir. Bu 

çözümler kullanılarak bağlı durumlar için enerji özdeğerlerini veren bağıntı türetilmiştir. 

Mathematica yazılım programının kullanılması ve potansiyelde yer alan parametrelere 

belirli değerlerin verilmesi ile farklı kuantum durumlarına karşılık gelen nümerik 

sonuçlar Tablo 1. verilmektedir.  

Potansiyel parametrelerinin enerji değerlerine etkileri Şekil 3. ve Şekil 4. de 

verilmektedir.    ve    parametrelerinin bağlı durum enerji değerlerini nasıl 

etkiledikleri farklı   ve   sayıları için Şekil 1’de gösterilmektedir. Şekil 1 sol çizimde 

görüldüğü biçimde;      parametresinin sayısal değerinin artması durumunda enerji 

değerleri azalmaktadır.  Şekil 1 sağ çizim incelendiğinde;    parametresinin sayısal 

değerinin artması sonucunda bağlı durum enerji değerlerinin arttığı görülür. Şekil 4’de 

ise potansiyelin biçimini betimleyen    ve   parametrelerinin bağlı durum enerji 
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değerlerine olan etkileri gösterilmektedir. Şekil 4. sol çizimde görüldüğü biçimde; 

        için                aralığında enerji değerleri azalırken, 

             için enerji değerleri artmaktadır.         için bu aralık;       
         ,             olmakta,         için ise bu aralık;       
         ,             olmaktadır. Fakat her bir kuantum durumu için    
         değerleri için enerji değeri sıfır olmaktadır. Şekil 4. sağ çizim incelendiğinde 

benzer bir etkinin   parametresinin değişimiyle de gerçekleştiği görülür.          

için            aralığında enerji değerleri azalırken,           için enerji 

değerleri artmaktadır.         için bu aralık;             ,            

olmakta,         için ise bu aralık;              ,         olmaktadır. 

Fakat her bir kuantum durumu için          değerleri için enerji değeri sıfır 

olmaktadır. 

Bu çalışma, Frost-Musulin potansiyeli birçok diatomik yapıyı betimlediğinden 

literatürde faydalı bir referans olacaktır. Dolayısıyla, bu çalışmada elde edilen veriler 

fizik ve kimyadaki farklı araştırma alanlarında kullanılabilir. Örneğin, enerji özdeğer 

formülünü kullanarak, farklı moleküller için enerji değerleri sayısal olarak 

hesaplanabilir. Ayrıca saçılma durumu çözümleri elde edilerek; diferansiyel saçılma 

kesiti ve saçılma genliği, faz kayması ilişkisi kullanılarak hesaplanabilir. 

 

Tablo 1. Farklı kuantum durumlarına karşılık gelen enerji özdeğerleri. Burada           ,    
      ,           ve       dir. (     ) 

    ⟩         ⟩     

    ⟩ -5.57633     ⟩ -6.41762 

    ⟩ -6.20746     ⟩ -6.42112 

    ⟩ -6.22333     ⟩ -6.42789 

    ⟩ -6.34633     ⟩ -6.43747 

    ⟩ -6.35418     ⟩ -6.44918 

    ⟩ -6.36927     ⟩ -6.42813 

    ⟩ -6.39576     ⟩ -6.43086 

    ⟩ -6.40065     ⟩ -6.43617 

    ⟩ -6.41009     ⟩ -6.44372 

    ⟩ -6.42336     ⟩ -6.45305 
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Şekil 3.    ve    parametrelerinin enerji değerlerine olan etkileri.  Sol çizim için;          , 

          ve       dir. Sağ çizim için ise;           ,           ve       dir. 

 

 

        

Şekil 4.    ve   parametrelerinin enerji değerlerine olan etkileri.  Sol çizim için;          ,    
        ve       dir. Sağ çizim için ise;           ,           ve          ’dir. 

 

Araştırmacıların Katkı Oranı Beyanı 

Ahmet TAŞ: Araştırma, Orijinal Taslak Yazımı, İnceleme ve Düzenleme. 

 

Destek ve Teşekkür Beyanı 

Bu çalışmanın yazarı olarak herhangi bir destek ve teşekkür beyanımız bulunmadığını bildiririm. 

 

Çatışma Beyanı 

Bu çalışmanın yazarı olarak herhangi bir çatışma beyanımın bulunmadığını bildiririm.  

 

Etik Kurul Onayı ve/veya Aydınlatılmış Onam Bilgileri 

Bu çalışmanın yazarı olarak herhangi bir etik kurul onayı ve/veya aydınlatılmış onam bilgileri beyanımın 

bulunmadığını bildiririm. 
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