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1. BİNOM FORMÜLÜ

Matematikte, (a-t b)" yada (p+q)n şeklinde gösterilen bir ifadeye
BİNoM FORMÜLÜ adı verilir. Binom, iki terimli anlamma geliyor.

1.1 BİNOM FORMÜLüNÜN ÇIKARILışı

Bunun için p +q iki terimlisinln karesini, küpünü, ... hesaplayalım :

(p+q)2= (p+q) (p+q) =p2+2 P q + q2

(p+q)3= (p+q)2(p+q) =p3+3 p2q+ 3 P q2+ q3

(p+q)4= (p+q)3(p+q) =p4+4 p3q+6 p2q2+4 P qS+q4

(p+.q)'5= (p+q)4(p+q):=p5+5p4q +10 p3q2+10 p2q3+5 P q4+q5

(p+q) G= (p+q)15(p+q) =p"+6 p5q+15 p4q2+20 p3q3+15 p2q4+6
P q5+q6

(p+q)7= (p+q)~(p+q) =p7+7p6q+21 p'q2+35p4q3+35p3q4+21
p2q5+7 P Q"+q7

Görüldüğü gibi (p+q) iki terimlisinin n üstl üsün ün açınımında,
ilk ve sonuncu terimlerin katsayıları 1 dir ve bunlar n üstlüdürler.
Baştan ve sondan ikinci terimierin katsayıları n dir ve baştaki pn-lq,
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132 A. N. AKGÜR

sondaki pqn-1şeklinde olacaktır. Üçüncüden başlayarak terimlerin pn-2q2
ve p2qn-2; pn-3q3 ve p3qn-a;... şeklinde gideceği açıkça görülmektedir.
Her terimde, üst1erin toplamı, örneğin (n-ı) + 1; (n-2) + 2; (n-3)
+ 3; ... şeklinde, n'e eşit olacaktır. Fakat üçüncüden başlayarak, bütün
bu terimlerin katsayıları belli değildir. Ohalde burada yapılacak iş, kat-
sayıların bulunmasıdır. Bunun için şöyle düşüneceğız:

(p+q)4 de (birinci terimin katsayısı 1, ikinci teriminki n yani 4
dür) üçüncü terimin katsayısını n'e göre belirlemeye çalışalım; Bu sa-

nyı 6 (ve n=4) olduğuna göre, ya n+2, yada 2 (n-l) 2 (n-ı) şek-
linde olacaktır. Acaba hangisidir?

(p+ q) 5 ifadesinde (birinci terimin katsayısı 1, ikinci teriminki
n=5) üçüncü terimin katsayısı 10 olduğuna göre, bu sayı ya 2 n dir

yada 2,5 (n-l) = ~ (n-l) dir.

(p+ q)6;(p+ q) 7; ... de, benzer düşünce bizi, üçüncü terimlerin kat-

I h ~ (n-l) n (n-ı) i ~. ötü "sayı arının ep o ması geregıne go urur.2 2

Dördüncü terimin katsayısına gelince:

p+ q)6 ifadesinde (birinci terimin katsayısı 1, ikinci teriminki n,

üçüncü teriminki n (n
2
- 1) dir) dördüncü terimin katsayısı (20), ya

4 (n--l) = (n-2) (n-ı) yada başka bir ifade,

(p+q)7 ifadesinde, dördüncü terimin katsayısı (35), ya 5 n
(n-2) n yada başka bir ifade,

(p+q)8 ifadesinde, dördüncü terimin katsayısı (56), ya 7.8
(n-ı) n ya da başka bir ifadedir.

Ama bunların üçünün de, n, (n-l) , (n-2) sayılarıyla ilgili olabi-
n n-lleceği akla geliyor. Nitekim birinciyi - ile. ikinciyi ---= ile, üçün-
n n-ı

n-2
cüyü ile çarparsak, değerleri değişmeyerek,

n-2
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(n-.2) (n-1) (n-2) n
n-1

n-1

n-2
(n-1) n ---

n'--2
n

n

olur ki, birincinin paydasındaki n=6, ikincinin paydasındaki n-l=6
(çünkü burada n=7 dir), üçüneünün paydasındaki n-2=6 (çünkü bu-
rada n=8) olup hep aynı bir sayıdır ve 6 dır. Ohalde bunların üçünde
de, dördüncü terimlerin katsayılarının,

n (n-1) (n-2)

6

n (n-1) (n-2)

1.2.3

n (n-1) (n-2)

3!
olması gerekeceği sonucuna varılabilir.

Beşinci, altıncı,... terimlerin katsayıları?

Üçüncü terimin katsayısı

n (n-1)

1.2

Dördüncü terimin katsayısı

n (n-1) (n-2)

1.2.3

olduğuna göre,

Beşinci terimin katsayısı

n (n-1) (n-2) (n-3)

1.2.3.4

Altıncı terimin katsayısı

n (n-1) (n-2) (n-3) (n-4)

1.2.3.4.5

olacak demektir. Böylece pay'da, n'den başlayıp birer birer azalarak
kaç çarpan yazılmışsa, payda'da da 1 den başlayıp, birer birer çoğala-
rak, o kadar sayıda çarpan olacaktır.
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Bu bilgilerin ışığı altında, binom formülünün açınımı şöyle olacak-
tır:

n (n-ı) n (n-ı) (n-2)
(p+q)n=pn+n pn-ıq+ pn-2q2+ pn-3q3+ .

1.2 1.2.3

n (n-ı) (rı=-z) (n-3) (n-4) (n-5) 7.6.5.4___ p3qn-.3+

r
T

1.2.3.4.5.6.7 (n-5) (n--4) (n-3)

n (n-ı) (n~2) (n-3) (n--4) (n-5) 7.6.5.4.3

1.2.3.4.5.6.7 (n-5) (n--4) (n-3) (n-2)

n (n-ı) (n-2) (n-3) (n--4) (n-5) 7.6.5.4.3.2+ p qn-1
1.2.3.4.5.6.7 (n--5) (n--4) (n-3) (n-2) (n-1)

n (n-ı) (n~2) (n-3) (n--4) (n-5) 7.6.5.4.3.2.1
+ ~

1.2.3.4.5.6.7 (n-5) (n-4) (n-3) (n-2) (n-ı) n

Sondan başa doğru gelen terimlerde gerekli kısaltmalar yapılırsa,

n (n-ı) (n~2) n (n-ı)
... + . p:ıqn-3+ p2q"-e + np qn-ı + qn

ı.2.3 ı.2

olarak binom formülünün açınımı elde edilmiş olur. (Formül ı)

Binom formülünde, görüldüğü gibi, baştan birinci terimin katsa-
yısı, sondan birinci terimin katsayısına; baştan ikinci, üçüncü, ... teri-
min katsayısı, sondan ikinci, üçüncü, ... terimin katsayısına eşittir.

1.2 KOMBİNEZON tŞARETLERİLE BlNOM

Binom formülü, kombinezon işaretleri kullanılmak suretiyle, şöyle
de yazılabilir:

(p+q) n = C~° pn-o qO+ CnLpn-ı,ql + Cı? p"-~q2+ Cnap"-3q3 +: ...
... + Cn3paq"-a .+ C,2 p2qn-ı + C,1 p1.qn-ı .+ c,° pOqn-o
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Burada,

n!Cn
k 1 p ve

(n-k) k!

n ! = n (n-1) (n-2) (n-3) (n-4) 7.6.5.4.3.2.1

oldukları ha tırlanmalıdır.

Bir örnek olmak üzere, binom formülünün beşinci teriminin kat-
sayısını hesaplayalım:

n! n(n-1) (n-2) (n-3) (n-4) (n-5) 5.4.3.2.1

(n-4) (n-5) 5.4.3.2.1 x 4.3.2.1

n (n - 1) (n - 2) (n 3)

1.2.3.4

C 'i
LO

(n-4) ! 4 !

Örnek

(p+q) 1'5=? açımmını bulmak.

1. no. lu binom formülüne uygulamakla,

15.14 15.14.13
(p+q) 15= pJ5 + 15 pl.' q + pl3q" + pl2q3 + .

1.2 1.2.3

15.14.13.12.11.10.9.8.7
... + pHq" + ... + 15 P q14+ ql5

1.2.3.4.5.6.7.8.9

= p15+ 151p14q+ 105pl3q2 + 455p'~q3 + 1365 p" q4 +

3003 pl0 q5 + 5005 p9 qG + 6435 p8q7+ 6435 p7q8"+

5005 pHq9'+ 3003 p5ql0 + 1365 p4s" + 455 p3 q12+



~
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1.3 PASCAL ÜÇGEN!

Binom'un katsayıları Pascal üçgeni'yle de bulunabilir:

o üstıü ... 1 ... toplamı 2" = 1
1 LL 1 1 LL 2ı = 2
2 LL 1 2 1 II 22 = 4
3 )) 1 3 3 1 )) 23 = 8
4 L) 1 4 {) 4 1 LL 2' = 16 ?>

5 LL 1 5 10 10 5 1 )) 25 = 32 ;ı:
>6 » 1 6 15 20 15 6 1 )) 2" = 64 ~
Q

7 )) 1 7 21 35 35 21 7 1 )) 27 = 128 iii:
1 8 28 56 70 56 28 8 1

1 9 36 84 126 126 84 36 9 1
1 10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

1 11 55 165 330 462 462 330 165 55 11 1
1 12 66 220- 495 792 924 792 495 220 66 12 1

1 13 78 286 715 1287 1716 1716 1287 715 286 78 13 1
1 14 91 364 1001 2002 3003 3432 3003 2002 1001 364 91 14 1

1 15 105 455 1365 3003 5005 6435 6435 5005 3003 1365 455 105 15 1
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Pascal üçgeni şöyle yapılır:

En başa 1 yazılır. Onun altındaki satıra ve l'in her iki tarafına,
yine birer 1 konur; Üçüncü satıra, bu llerin soluna ve sağına yine bi-
rer 1konur; ortaya, yukarı satırdaki iki sayının yani llerin toplamı
olarak, 2 yazılır. Dördüncü satıra, baş ve sona yine ller konduktan
sonra, üst satırdaki iki rakamın toplamı, bu iki rakamın alt - orta'-
sına yazılır ... Böylece Pascal üçgenindeki her sayı, üst - iki tarafında
yer alan iki sayının toplamı kadardır.

Pascal üçgeni düzenlenirken, bir yanlışlık yapılıp yapılmadığını
kontrol için şu kurallar uygulanmalıdır:

1° Her satırda rı-l-I tane sayı bulunur. Örneğin (p+q)'5 satırın-
da 16 tane sayı olmalıdır.

2° Her satırdaki sayıların toplamı, 2n e eşittir. Örneğin (p+q) "in
katsayılarının toplamı, 1+15+105+455+ ... =215=32768 i vermelidir.

1.4 BINOM DAGILIMI

1
Örnek: p = q = -- ise,

2

1 11 11 11
(p+q)15 = -- + 15.--.- + 105.-- .-- + 455. -- .-- +

2'5 2"\ 2 213 22 212 23

... = 0,000 030 5 + 0,000 457 8 + 0,003 204 3 + ...
dir.

Kontrol: 0,000 030 5
0,0004578
0,0032043
0,0138855
0,0416565
0,091644 3
0,1527405

+ 0,1963806

0,500000

1
P = q = - olduğuna göre (p + q) 15= 1 olacaktır. Yansının top-

2
lamı ise 1/2 dir.
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1.5 BİNOM'UN KULLANILIŞINA BİR ÖRNEK

Bir para 15 defa havaya atılsa: (Paranın yazı (p) ve tura (q) ola-
1

rak iki yüzü olduğundan p = q = -- dir).
2

196
0,196 = yani bin'de 196 olasılıkla (en büyük olasılık, çün-

1000
kü kat sayısı en büyük 6435) 8 yazı - 7 tura (yada aksi, 7 yazı - 8 tura),

Bin'de 153 olasılıkla (ikinci en büyük olasılık), 9 yazı - 6 tura (yada
aksi) gelebilir.

Milyon'da 31 olasılıkla (en zayıf olasılık, katsayı 1), 15 yazı (yada
15 tura) gelebilir.

1.6 BİNoM DAGILIMININ GRAF1Gl

Şekil 1.1, örnekte hesaplanan binom sayılarını, kartezyan koordi-
natlar sisteminde bir grafik olarak göstermektedir. Bu grafik, binom
dağılımı hakkında, bize daha biçimsel ve somut bir görüş olanağı sağla-
yacaktır. Bu eğriye, bin om dağılımı eğrisi yada binom olasılık eğ-risi
adı verilebilir.

0,200

0,050

0,'50

0,'00

Şekil: 1.1

2. GAUSS söaısı YADA NORMAL EGRl

Matematik - istatistikte Gauss eğrisi yada normal eğri adı verilen
eğrinin fonksiyon denklemi, binom formülünden çıkarılır.
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2.1 GAUS EGRİSİ DENKLEM1NtN ÇIKARILışı

Binom formülünü düşünelim:

n (n-1) n (n-1) (n-2)
(p+q)n = pn + n pn-ı q + pn-2q2+ pn-Jq3+ ...

1.2 1.2.3
i II III IV

terim terim terim terim

Bu açınımda (k+1) inci terimi yazmaya çalışalım:

Dördüncü terimde q ve p ler, 3 ve (n=-S) yani (4-1) ve [n-(4-1)]
üstlüdürler. Böylece bunları pn-<4-1)q4-ı olarak gösterebiliriz. Yine
bu düşünceyi kullanarak, katsayı kesrinin payının sonuncu çarpanını
(n-2) = [n- (4-2)] olarak ifade edebiliriz. Paydanın sonuncu çar-
panıysa q nun üstüne yani (4-1) e eşittir.

Yine bu düşünce yoluyla, (k-l-L) inci terimde, q ve p ler q(k+l)-l=qk
ve pn- !Ik+ı)-ı] = pn-k; katsayı kesrinin payının sonuncu çarpanı n-
(k+1-2) = n-e-k-l-L ve paydanın sonuncu çarpanı q nun üstüne eşit
yani k olacağı için, (k + 1) inci terim,

n (n-I) (n-2) (n-3) ... (n-k+2) (n-k + 1)________________________________ pn-kqk
1.2.3.4.5 (k-2) (k-l) k

olacaktır.

Burada katsayı kesrinin payını ve paydasını,

(n-k) ! = (n~k) (n~k-l) (n-k-2) 5.4.3.2.1

ile çarparsak. kesrin değeri değişmez ve,

n (n-1) (n-2) (n-3) (n-k+2) (n-k+1) (n-k) (n-k-1)

1.2.3.4.5 (k~2) (k-1) k x (n-k) (n-k-l)

(n-k-2) 5.4.3.2.1
pn-kqk

(n-k-2) 5.4.3.2.1

olur. Bu durumda kesrin payı n ! e, paydasındaki ilk çarpım k ! ve ikinci
çarpım (n-k) ! e eşittir. Buna göre binom formülünün (k+1) inci
terimi,
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n!
____ o __ pn-k qk
(n-k) ! k !

olacaktır.

Sondan (k-l-L) inci terim ise, aynı katsayılı,

n!______ pk qn-k
(n-k) ! k!

(formül 2)

dir.

Binom açınımının sondan (k+1) inci terimini veren bu formül, ma-
tematik-istatistiğin önemli bir formülüdür.

Ne var ki bu formülün pratikte kullanılma. olanağı, maalesef, bu-
lunmamaktadır. Çünkü formülde geçen ri ve k sayıları çok büyük sa-
yılardır. Oysa örneğin LO!, 15! gibi küçük faktoryel sayıların bile,

lO! 10.9.8.7.6.5.4.3.2.1

15! 15.14.13.12.11.10!

3 628 880

1 307 674 368 000

gibi çok büyük sayılar olması nedeniyle, yine örneğin,

400!, 1500!

gibi sayıların hesaplanması, artık tamamen olanak dışı olmaktadır.

Bu bakımdan İngiliz matematikçisi James Stirling (1730 da) büyük
sayıların faktoryellerinin hesabında kullanılmak üzere, bir yaklaşık de-
ğer formülü vermiştir.

Stirling formülü şudur:

n! ~ (formül 3)

Şimdi bu formülü, binom'un (k + ı) inci terimine uygulayalım:

n! n- e-k
____ pkqn-k = _ V2~n.---

en (n-k) n-k

ı
(n-k)! k! V27l' (n-k)

ı
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Burada,

(n-k) n-k

(n-k)n

(n-k) k

oldukları hatırlanarak,

2 To n

2 7:" (n-k) . '2 7:" k

yazılıp gereken kısaltmalar yapılırsa,

(n-k) k V n
. pk qn-k

(n-e-k)" 2 7Tk (n-k)

olur.

Şimdi burada olasılık hesabının önemli bir kuralı hatırlanmalıdır.
Bu kural şudur:

Matematik umut, olasılık .oranıyla, frekansın çarpımına eşittir. Ya-
ni,

k = p.n (formül 4 a)

Diğer taraftan, p+q = 1ve buradan p = 1-q olduğundan,

k = P , n = (l-q) . n = n - nq

nq = n-k

dan,

(formül 4 b)

olur. Bu değerler yukarıdaki işlernde yerlerine konursa.

(pn) pu

(qn)pn V n . ppnqqn
(qn)" . 2 7Tpnqn

olur.

Burada, (ab) x = a" . b" olduğu hatırlanırsa,

qPII . n= 1______ . ppnqqn
V27TpQn-,
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Ve kısaltmadan sonra,

1

qn
kalır. Paydaki ifade,

ve P+Q = 1

olacağı nedeniyle, pay'da qn kalır. Bu da payda'daki qn ile kısalır. Bu
halde sonuç,

1

yl2 'LT pqn

olarak bulunmuş olur.

Böylece binom açınımının (k-l-L) inci terimi,

n! 1

YI 2 7T pqn
(formül 5)

(n-k)! k!

haline gelmiş oluyor.

Şimdi yapılacak iş, bu ilişkiyi, bir fonksiyon halinde ifade edebil-
mek olmalıdır.

Bunun için k yerine k--x koyalım. Bu halde,

n!
y = . pk-X qn- (k-c-x)

(k-x) ! [n-(k-x)] !

olacaktır. İç parantezler açılırsa,

n!
y __ ~ . pk-X qn-k+x

(k-x) ! (n=-k-ı-x) !

Burada, k = pn ve n-k = qn koyarak,

n!

(pn-x) ! (qn+x): !
y =

Ve Stirling'e uygulamakla,
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y
n" __ epn-x 1

"';2 'Tr • n ------ . --::;:::;======
en (pn-x) pn-x ...;2 'Tr (pn-x)

1

...;2 'Tr (qn-l-x)

nn . i 27T_n
V 2 'Tr (pn-x) .2 7l" (qn-l-x)

Y ...J

(pn-x) np-x

Paydaki,

olarak, payda'daki en ile; sonra da kök içinde pay'daki 2'Tr ile payda'-
daki 2'Tr lerden bir tanesi birbirlerini götürürler:

y n" V n ppn-x . qQn+x
(pn-x)pn-x. (qn+x)qn+x 2 'Tr (pn-x) (qn-l-x)

Burada, (pn-x)
x

pn (1 -- --) ve
pn

(qn+x)
x

qn(l + -)
qn

yazmakla,

nn
y

[X] pn-x
pn (1- pn) [ qn (1+ :n) 1qn+X

V _-'-- n . ppn-xqqn+x
X v

2 'Tr pn (1 -- ---) . qn (1 + -)
pn qn

Karekök içinde paydaki n, payda'daki n lerden biriyle kısalır. Son-
ra da,

(a.b)" = aZ . bZ

oldukları hatırlanarak,

ve VS:t Vs ·vT= L !s . t
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y
x x(pn)pn-x (l---)pn-x. (qn)qn+x (1+ __ )Qn+x
pn qn

1 1 .• ppn-x Qqn..ı...x

X J..
(1- __ )2

pn
x 1

(1 + -) ";2 Tr pqn
qn

p q ..(__ )pn-x (__ )<:n+>.:
pnqn

1

x x
(1 - __ )pn-x-'-ı (l+--)qn~x·'ft ";2;'-p-qn

pn qn
Burada,

1 ı n" n"
--- n" 1

npn-x +qn+x nPOTQn

olacağından,

ı 1
y

";2 Tr pqn x x
(1- __ )pn-x-'-ı}(1 + __ )Qn+x+-k

pn qn

ı
olur. Burada, biraz önce 5 no. lu formülolarak bulmuş 01-

";2 Tr pqn
duğumuz bir sonuç, bir sabit sayı idi. Bunu yo ile gösterelim. Bu halde,

y 1

x x
(1 - _-)pn-x+i (1 + __ )Qn+x+k

pn qn

olur. Her iki tarafın Neperyen logaritması alınırsa,·

yo

ı
(Ln--

a
InJ -Ina = O-Ina = -Ina ve

1 n ct t . 1n c

oldukları hatırlanarak)
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y
In --

yo [ (pn-x+k) . in (1 - --~) + (qn+x+t) . i n
pn

(1 + ~)]
qn

bulunur.

Diğer taraftan, yüksek matematikte, Fonksiyonların Serilere Açı-
nımı - Mac Laurin formülü konusu hatırlanırsa,

i n (1 - t) = - t

i n (1 + t) =

2

V
t - -- +

2

3 4 5

to
----+
3 4 5

eşitliklerine varılır. Fonksiyonumuz, bu eşitliklere göre,

y x ~
In - = - (pn-x-H-) (--------

s, pn 2'p2n2

Xi

x'
--- - )
5 p-n-

x x" x- X-I
(qn + x +!) (------- + ---------

qn 2 q2n2 3 q3n3 4: q-n-

+--- ...... )

olur. Şimdi bu çarpmalan yapalım:

y
In -

yo

X X" x3 x-
pn.--+pn.---+pn. +pn.---+

pn 2p2n" 3p3n3 4p4n"'

X x2 x3 x-
-X.---x.--- - x.--- - .x---

pn 2p2n2 3p3n3 4p"'n4

1 x 1 x- 1 x3 1
+ ----+ -.--- + -.--- + -.--- +
2 pn 2 2p2n2 2 3p3n3 2

X x2 x- X"'
- qn . -- + qn . - qn. + qn . ---

qn 2q"n2 3q3n3 4q4n-1

Ol'. Fak. Derg is i SCI'i : B-lO
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x X~ X3 x-ı
-X.--+ X.----X.--- + X.---

qn 2q2n2 3q3n3 4q4n4

1 X 1 X2 1 X3 1 X-'
--.--+~-. +-.---~

2 qn 2 2q2n2 2 3q3n3 2 4q4n1

Y X2 X3 Xi X2 X3

ln--=x+--,+ + + ... ----
Ya 2pn 3p2n2 4p3n3 pn 2p2n2

X4 X' X X2 X3 x-
------ ... +-+--+---+ +
3p3n3 4p4n4 2pn 4p2n2 6 p3n:ı 8p4n4

X3 XL X2 X3

-x + ------- + ---- ... --- + --'-
3q2n2 4q3n3 qn 2q2!122qn

X4 X' X X2 X3
+ - ... --+

3q3n3 4q4n4 2qn 4q'TI2 6q3n3

X4
'+

8q4n4

Burada p ve q lara ait her iki serinin, birinci ve ikinci kesimleri
toplanıp çıkarılabilir. Örneğin,

- -- ve
2pn pn 2pn

gibi. Bu halde,

Y
In --

Ya

X~ X3 X' X X2
x-------- -, ..+---+---

2pn 6p2n2 12p3n3 2pn 4p~n2

X3 X· X2 X3 X4
+ + + ... -x- + ----

6p3n3 8p4n4 2qn 6q2n2 12q3n3

X X2 X3 X4
+ + ---+

2qn 4q2n2 6q3n3 8q4n4

Bu durumda alt alta gelen terimler toplanıp çıkartlabilir. Bu
halde de,

Y x=Iq-j-p) X3 (p~_q2)
In -- - +

X.(q3+p3)

12p3q3n3
+ ...

Ya 2pqn
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2pqn

Burada birinci terimde (p+q) = ı dir.

Diğ'er terimlerde paydalarda bulunan n sayısı çok büyük bir sayı
olduğu için, bu kesirlerin değ'erleri çok küçüktürler. Örneğin paylar hep

1 1
loIsalar, n = 400 ve n = 1500 alındığı takdirde, -, --, .... ,. nin de-

n n"
ğerleri,

1

400
0,0025 ve

1

1500
0,00067

1 1
0,00000625 ve

160000

1 ı
0,000 000 44

15002 2 250 000

kadardır. n büyüdükçe bu değerler daha da küçülürler.

Diğer taraftan, p ve q, 1den küçük birer sayı, örneğin p = q = i
yada p = i, q = ~ olduklarından, bunların kareleri, küpleri, ". daha
da küçüktürler. Bu çok küçük sayılarin, paydalarında yer alan çok bü-
yük sayılara oranları ise, bu terimlerin değ'erlerini daha da küçültür.

Böylece birinci terimden sonra gelen bütün. terimler ihmal edilebi-
lecek kadar küçüktürler. Atılırlarsa, formül, yaklaşık olarak şu değeri
alır:

Y x2

In -=----
ya 2 pqn

Burada logaritmaya ait şu kuralı hatırlayalım:

c = e-S ise, in c = -3.1 n e = -s, (1 n e = ı dir) olur.

Buna göre yukarıdaki ifade,
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y 2pqn
e

Ya

Ve Ya
1

--;-=====- konulmakla,
V 27r pqn

1 2pqn
y = . e

haline gelir.

Burada, V pqn = cr dersek, fonksiyonumuz şöyle sonuçlanır:

x~

1 2 o~

y e (formül 6)
o V 2 7r

Bu fonksiyona Gauss fonksiyonu, bu fonksiyonun gösterdiği eğri-
yede Gauss eğ-risi yada Normal eğri adı verilir.

2.2 GAUSS EGRİS1N1N DEGİŞİM VE GRAFİGİ

1
y = e 202

o V2-;
foksiyonunun gösterdiği eğriyi çizmeye çalışalım.

Eğri çizimleri hakkında cebirden bilinen işlemleri hatırlarsak, ya-
pılacak işler, sırasıyla, şunlar olmalıdır:

1. Fonksiyonun türevi hesaplanır. Türev sıfıra eşitlenerek kökleri
bulunur. Bu kökler, eğrinin maximum yada minimum'larının absis-
leridir.

2. İkinci türe v hesaplanır. Sıfıra eşitlenerek kökleri bulunur. Bu
kökler, eğrinin dönüm noktalarının absisleridir.
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3. Birinci türevle elde edilen kökler, ikinci türevde yerlerine ko-
nularak, bunların maksim.um yada minimum mu oldukları belirlenir.

4. y = += 00 iken x'in; x = + 00 iken y'nin alacağı değerler he-
saplanır. Bu yerlerde, eğrinin asimptotları yer alır.

5. y = O iken x'in ; x = O iken y'nin alacağı değerler hesapla-
nır. Bunlar eğriye ait özel değerlerdir.

ı. Birinci türev :

1
y e 2 cr2

cr V2 'Tr

fonksiyonunun, fonksiyon fonksiyonunun türevi yoluyla, türevi hesap-
lanabilir. Burada,

= z koyalım. Buradan,
dz

dx

2x

2 crZ
x

olur.

Bu halde fonksiyon,

ı
y . eZ

şekline girmiştir. Bunun türevi,

(y = e" ise
dy
--= e"
dx

dv

dx
dir, genel formülüne uygulamakla)

dy ı
y'= _- = . eZ .

dx cr V2 'Tr

dz

dx

dz
dir. z ve -- in yerlerine eşitleri konursa,

dx

x2

dy x
y'=--=---

dx cr2

ı
e 2 cr" (formül 7a) yada,
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x
y'=- ---- e (formül 7b)

olur.

Türev sıfıra eşitlenirse ıs' = O), bu halde x = O olur ki, bu nok-
tada eğrinin bir maximum yada minimum'u vardır.

Bu noktanın ordinatı, asıl fonksiyonda x = O koymakla,

1 1
e ve eO= 1 olacağından

rx
J
l yo =
L

O iken,

1
dir.

Böylece bu değerler, max. yada min. noktasının koordinatlarıdır.

2. İkinci türev:
Birinci türevin tekrar türevi,

x 1
y' = ---

crZ cr V 2 7r
i fonks. II fonksiyon

e

yazmak ve bir çarpımın türevi] kuralını uygulamakla, (y' =1'.II+II'.l) ,

ı 1
y" = ---.----.e

crZ cr V27r
x x

(--)---.e

yıl =
XZ

--o (---1).e

cr3 V 2 7r cr2

1 2 cr2 (formül 8)

olarak bulunur.
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İkinci türev sırıra eşitlenirse,

x2 x2

---1 = O ve buradan -- = 1--~ x = =+=:;
ü2 0"2

elde edilir. Bu değerler, dönüm noktalarının absisleridir.

x in bu değerleri asıl fonksiyonda yerine konursa.

1 -~. 1 1
Y . e ----

1

V2" V27r "2
o" Ü e

111

bulunur. Böylece bu iki değer,

1 yo

Ve
dönüm noktalarının koordinatlarıdır.

3. Maximum yada minimum olduğu belirlenen noktaların max.
mu, yoksa min. mu olduğunun araştırılması.

Birinci türevi sıfır yapan, x = O değeri, ikinci türevde yerine ko-
x2 ; i

nursa, --- - 1 in değeri x = O olunca, negatif olacağından, bu nok-
0"2

tanın bir maximum noktası olduğu anlaşılmış olur.

4. Asimptotlar: Asıl fonksiyonda, x = =+= 00 konursa, y değeri

1
O

olacağı nedeniyle, x ekseninin, eğrinin bir asimptotu olduğu anlaşılmış
olur.

1
5. Ozel değerler: x = O iken y = dir (Madde 1)

O"V27r
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Bu değerleri değişim tablosunda toplayalım :

Şimdi artık,

ı
y e 2 o"

fonksiyonunun gösterdiği ve adına Gauss eğrisi yada normal eğ-ri deni-
len eğriyi çizebiliriz :

y

1
Y.= u/2n

Şekil 21

2.3 GAUSS EGRİSİNİN
ORDİNAT DEGERLERİ

ı
v > .e

~ V 2 Tr
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1 1
de 7r = 3.14159 koyacak olursak, ---- = 0,39894 olaca-

2,506647

ğından, bu fonksiyon,

e yada y
0,39894ı 2 cr~

y = 2,506647 . cr

şeklinde de yazılabilir (formül 9a, b).

e
G

2 cr~
Böylece x = O iken, (e

ğeri, cr cinsinden,
= e-D = ı/eD = 1), Y = yo ın de-

0,39894
YO

cr
olur.

1
Daha sonra, x = - cr ; cr ; ı,5 cr 2 cr vs. alınarak, bunlara ait ordi-

2
nat değerleri de hesaplanabilir.

Örneğin,

x için

x 2cr »

y

y

0,24197/cr

0,05399/ cr v.s.

Ancak bir kolaylık olmak üzere, düşünsel (itibari) olarak,

yo = ı
alınırsa, fonksiyon

y e
haline gelir.

ı
Bu halde x = - cr ; o ; ı,5 o ; 2 o v.s. değerleri verilerek, y nin ala-

2
cağı değerler (ordinatlar) hesaplanırsa,
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X = ° için yo e-O = I/eo 1
1 1 1

X = - o » y e 8 = I/e"s- 0,88250
2

x o » V = e 2 = l/e 2 = liVe 0,60653
• o

9 9

1,5 o - 8 = l/e"s- 0,32465x )) y e
x 20 II Y e-2 = 1/e2 0,13534

25 25
x 2,5 o 8 = ı/e8

- 0,04394II Y e
9 9

X 30 II Y e i-= 1'e2- 0,01111

bulunur.
Bu değerler, önemi dolayısıyla, daha dar aralıklarla, bir tablo ha-

linde düzenlenerek, her elemanter matematik - istatistik kitabına ek-
lenmiş bulunurlar.

Örnek

x o için hesaplama.

t 1
1/e den log y = °- - log e

2
y (lo.g 1 O)

0,43429/2
0,21715

0,00 000
- 0,21715

log Y = 1,78285
Y = 0,60653

Aşağıdaki şekilde ordinat değerleri bir grafik üzerinde görülmek-
tedir.

3u
Şekil 2.2
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2.4 GAUSS FONKSİYONU DEGERLER1YLE BİNoM FONKSİYONU
1

DEGERLERiNİN p=q= - VE n=15 iÇiN KARŞILAŞTiRILMASI
2

Gauss fonksiyonunda ~ = V pqn olarak alınmıştır. Buna göre,
ı i-

p = q = - ve n = 15 özel değerleri için cr = V 3,75 = 1,9365 bulunur.
2

Bu özel değerlere göre Gauss fonksiyonu,

1 2 cr"
y = e 0,20601 e

7,5

cr V2 r.

olarak bulunur.

Bu ifadeye x = 0, 1, 2, ... koyarak y değerlerini hesaplayalım ve bu
değerleri, binom fonksiyonu için, 1.4 de bulduğumuz değerlerle karşı-
laştıralım :

Gauss Binonı

x O iken y 0,206 01
0,19638

1 )) 0,18030
0,152742 )) 0,12086
0,09164

3 )) 0,06205
0,041664 1) 0,02440

5 )) 0,00735 0,01389

6 » 0,00170 0,00320

7 )) 0,00030 0,00046
0,00003

Gauss ve bin om fonksiyonlarının bu değerlerini, bir grafik üzerin-
de de gösterebiliriz:

0200 •••
+ •0150 • •

0100 + •
• •

0050 • •• •• •• • •
_7 _6 _5 _4 _3 _2 _1 O 2 3 4 5 6 7

Şekil 2.3
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Binom'un yarı toplamı 0,5 ve bütününün toplamı 1 ediyordu.
Gauss fonksiyon değerlerini de benzer şekilde toplarsak

x = -7 için y = 0,000 30
-6 II 0,00170
-5 )) 0,00735
-4 » 0,02440
-3 )) 0,06205
-2 » 0,12086
-1 )) 0,18030

° )) 0,20601
1 » 0,18030
2 )) 0,12086
3 )) 0,06205
4 » 0,02440
5 » 0,00735
6 » 0,00170
7 » + 0,000 30

0,99993 ~ 1
yine 1elde ederiz.

x = O ve x 1 için örnek hesaplamalar:

x = O iken (e
7,5 = e-O = 1)

YO =
1 1

--- den log yo = O - [log cr + - (log 2 + log 1T)]

cr~~ 2
0,30103

+ 0,49715

0,79818/2
0,39909

0,28702
+ 0,39909

0,68611
0,00000

- 0,68611
-

log YÜ 1,31389
YU = 0.20601
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1

x 1 iken y
7,5

den log y
1

log yo- -- log e
7,5

0,43429/7,5
0,05791

yo ' e

1,31389
- 0,05791

log Y
y

_.

1,25598
0,18030

2.5 GAUSS EGR1SİNİN DÖNÜM NOKTALARı-
STANDART AYRıLış

Matematikte, bir eğ-ri üzerinde,
dönüm noktası deyince, eğrinin bir S
harfi biçimi gösterdiği yeri yada yer-
leri anlıyoruz. Şekildeki Gauss eğrisin-
de, A ve A' noktaları birer dönüm
noktalarıdır. Öyle ki bu noktalarda,
eğriye bir teğet çizilse, bu teğet, bu
noktada egrının solundan - sağına
(A da), yada aksi tarafa (A' de) ge-

Şekil 2,4 çer. Oysa eğrinin başka hiç bır noktası
bu özelliğe sahip değildir. Örneğin bir

B ve C noktalarında, teğet, eğrinin yalnız bir tarafında kalıyor.

İşte Gauss eğrisinde. bu
dönüm noktalarının koordinatları 2.2 de hesaplandığı üzere,

Şekil 2.5
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cr V2 Tr e 4.1327 . cr cr
Yine bu ikinci şekle bakildığı zaman, dönüm noktalarının (dolayı-

sıyla standart ayrılış denilen cr nın) ödev ve önemi de açıkça görülebil-
mektedir. Eğrinin + cr lar arası bölümü, sanki içinde bulunan bir ta-
kım şeyleri (yada elemanları) kucaklarmiş gibi görünmektedir. cr lar
dışı alanlar ise, üveyevlat muamelesi görüyor gibidir.

İşte bu görünüş te, bize, cr mn, matematik - istatistikte, pek önemli
bir ölçü, bir ölçek olduğunu, olabileceğini göstermektedir.

0,24197
Nitekim x = + cr nın ord inat ı olan y = ----, cr ile ters oran-

a cr

1 ı 0,24197
dır.

1
tılıdır. Buna göre örneğin, cr = + 1 alınsa, Yu = ---- ~ 0,4 ve

V2Tr
yrJ = 0,24197 (yaklaşık 0,24) olur, cr = + 2 alınırsa (şekil 2,6)

1 0,24
YO = --- =: 0,2 ve y = -- = 0,12 olur, Yani cr büyüdükçe, erdi-

.1- cr 22 v 2 To

natlar küçülmektedir. Bu durumda eğ-ri de basıklaşmakta ve genişle-
mektedir.

Böylece cr, Gauss eğrisinin sivrilik - darlık ve basıklık - genişlik (ya
da yayılma) özelliğini belirten bir ölçü de olmaktadır.

İşte bu özelliklerinden dolayı, cr miktarına, standard ayrılış den-
mekte olup matematik -ıstatistikte çok kullanılmaktadır.

Şekil 2,6
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2.6 GAUSS EGRİSİNİN ALANI: TAM ALAN

Gauss eğrisiyle, x ekseni arasında kalan alanın hesabı.
integral hesapta, görüldüğü gibi, bir

y = f (x) eğrisiyle x ekseni arasında kalan
kısmının, x = a dan x = b ye kadar olan
parçasının alanı,

A = ra y dx
• b

y

b a
Şekil 2.7

dir. Buna göre Gauss eğrisi alanı da,

-+00 ıA=f --
. -00 cr V 2,"

e dx

ı
dx

A = __ 2__ (+00 e

cr V27T • O

şeklinde bulunabilir.
Burada, hesabı kolaylaştırmak

bakımından,

2 cr"
dx

yada yarı alanın iki katı olarak alan
(Şekil 2.8),

Şekil 2.8

x dx
--- = z koyarsak (---
ci V2 cr V2-
2 -+00

A = aV 2 'Tr .i O e-Z
• cr '.12 dz =

dz olacağından).

2
. IJV2 1

_+00
e-Z

. O
dz

2 (+00 "A = -==- e-Z dz
V'Tr' . O

i

olur.



160 A. N.AKGÜR

Bu ifadenin, doğrudan doğruya integrali alınamamaktadır. Bu ne-
denle birtakım dolaylı yolları izlemek suretiyle integre etmeğe çalışa-
cağız :

2
Y = e-x nin türevini alırsak (- x2 = v diyelim. Buradan

- 2 x . dx = dv olacağından,

ye-x = e" olur. Bunun türeviyse)

dv
y' = e" . dir. Eşitlerini yerlerine koymakla, türev,

dx

2 2s'> e-X. (-2x) = -2x e-X

olarak elde edilir. Benzer şekilde,

y = ı
---

2
nin türeyiyse s' = x . e-X

şeklindedir. Buna göre de,

ı .,
e-X II

2

yazıla bilir.

integral alabilmek için, yukarıdaki (I deki) ifadeyi de, buna ben-
zetrnek gerekir. Bunun için, I de,

z = a t koyalım (dz = a . dt olur ve)

2 (+00 2 2
A = --:r=- e-a

t a dt
v ir • O

olacaktır (Burada a sabit bir sayı, t değişkendir).

III

Ancak, bu ifadenin II ye benzediği söylenemez (Benzemesi için
a . da yada t . dt olması gerekirdi).

Şimdi, I e göre (a yı değişken olarak düşünürsek) ,

2 1·+00 2A = 1- e-a dav "ir • O
LV

yazılabilir.
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IV ile ın ü çarpalım. Bu halde,

2 1"+00 2 2 (+00 2 2
A. A = A2 = L ;-. O e-a da X OJ 7r • O e-n t a dt

olur. Bu da çok katlı integraller olarak,

4 j" + 00 J" + 00 ~ 2 2'A2 = __ e-n . e-a t

7r O O
a da dt

4 1+00 J"+oo 9 2__ e-a- (1+t )

7r O O
. a da dt

2 2e-a ü+t) . a da) dt

olacaktır.

Diğer taraftan, II ye göre,

1 2 2
e-X (1+ o

2 (l+V)

yazılabilir. Böyle olduğunu, eşitliğin sağ tarafının türevini alarak ger-
çekieye biliriz.

x yerine a almak suretiyle, yerine koyarsak,

A2 = ıı:00
7r O

olur. Bu ifade de,

1 2 2e" (1+t l
a +00

. dt
2 (l+V) a O

a + 00 koyarsak e-co 1/ e= 1/00

1

O ve

a O »

olacağından,

Or. Fak. Dergisi Seri : n - LL
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~j1+00[O_(_ 1 )]dt=~'f'+OO 1 .dt
'Tr O 2(1+V) 'Tr. O 2(1+V)

1
. dt

l+V

olacaktır.

Bu ifadenin integralini, herhangi bir yüksek matematik kitabın-
da arayacak olursak,

1
Y = are tg x in türevi yı = , yada

1+x2

j ı
. dx are tg x

1+x2

olarak buluruz. Öyleyse,

_2_1 are tg t +00
A~ =

'Tr ı o

~[ ı.. are tg (+ 00) - are tg O .

olacaktır.

Burada,

'Tr

tg -
2

tg 90° +00 ve tg 0° O

oldukları hatırlanmalıdır. Diğer taraftan, ters trigonometrik fonksiyon-
ların tanımına göre,

y = tg x ise x = are tg y

dir. Buna göre de,

'Tr

tg -
2

tg 0°

'Tr

+ 00 dan are tg (+ 00 ) =
2

O II are tg O = 0°

olacağından,
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2 7r
(- - O)

2

2
1

2
ve buradan da,

A = 1
elde edilir.

Sonuç: Gauss eğrisiyle x ekseni arasında kalan bütün alan 1e
eşittir.

2.7 GAUSS EGRİst ALANI: PARÇA ALAN

Gauss eğrisinin bir bölümünün alanının hesaplanması.

Bunun için ayrı bir yöntem kul-
lanacağız.

Integral hesapta, alan formülü,

I
·a

A = y dx
~ b x=b x=a

Şekil: 2.9

idi. Bu formüle uygulayabilmek için, Gauss fonksiyonunun integralini
alalım:

·aA=/
• b

1 2 cr' 1 j.adx = ---- e
crV27r b

dxe

x
= u dersek

cr

UZ
---

1 /a
2

A ey---cr 27r . b

Burada, hesabı kolaylaştırmak bakımından,

dx
(-- = du olacağından) ,

cr

cr du _1__ . cr ra e
crY27r • b

2
du

l·a ---

Vı-;. J b e

olur. Şekildeki taranmış alan.

A = 2 du (formüllO)
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Bu formüle, standard normal dağılım formülü de denir.

Diğer taraftan, Mac Laurin'e göre, e in açınımı,

x2 x3 x- x-
e l+x+--+--+--+--+ .

2! 3! 4! 5!

u2

dir. Buna göre, x = - -- yazmakla,
2

2 u" u-
1~--+---

2 22• 2!

u~ US u=
--+ ---+ ...
23

• 3! 24 • 4! 25
• 5!

e

olur. Her iki tarafın Integralini alırsak,

2 u3 u5 u' u" ull

du= u---+ ----+---:.........---+
3.2 5.22.2! 7.23.3! 9.244! 11.25.5!

ı
ve her iki tarafı ile çarpmakla, alan,

V27r

A _-l--fab e
V27r

2
du =

1
V27r

u3 Us u' u. u-'
(u - ---1---- - + + ...

3.2 5.22.2! 7.23.3! 9.2-1.4! 11.25.5!

olarak elde edilir (Formülll).

Bu formülle, örneğin,
X a

lar arası alan icin: x = cr --7 II ı
cr cr

x 2cr+ 2 cr lar arası alan için: x = 2 cr --7 U

vs. alınarak hesaplamalar yapılabilir.

2
cr cr
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Örnek

+ cr lar arası alan hesabı.

x
Bunun için x = cr -~ U = ~- = 1

cr

olarak alınacaktır.

Kolaylığı bakımından, a = cr, b = ° olarak alıp, yarı alanın iki
katı olarak, alanı,

A --2--f~e
V27r

2 du

ya göre hesaplayalılm :

+ u + 1

u3 1
---

3.2 6

u5 1+- ---- +5.22.2! 40

- 0,1666667

+ 0,025

u' 1
---

7.23.3! 336

ug 1
+ ---- +9.24.4 ! 3456

un 1
- ----

11.25.5! 42240

U13 1
+ ---- +13.26.6! 599040

U15 1
----

15.27.7! 9676800

- 0,0029762

+ 0,000 2894

- 0,0000237

+ 0,0000017

- 0,0000001
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+ lar ler

1 0,1666667
0,025 0,0029762
0,0002894 0,0000237

+ 0,0000017 + 0,0000001

1,0252911 0,1696667
0,1696667

0,855624 u lar toplamı

1 2
Diğ'er taraftan, ---

V2::
= 0,398942 ve 0,797884 oldu-

ğundan, bu ikisinin çarpımıyla alan,

A 0,797884. 0,855624

A 0,68269

olarak bulunur.

Bütün alanın ı olduğu nedeniyle, bu, =+ cr lar arası alan, bütün
alanın,

% 68,27
si kadardır.

Benzer hesaplamalarla, =+ 2 cr lar arası alan, bütün alanın, % 95,46
sı, + 3 cr lar arası alan % 99,73 ü olarak bulunur.

Bu parça alanların, matematik - istatistikte büyük önem taşımaları
nedeniyle, her elemanter kitapta, parça alanları, bir tablo halinde yer
alır.

Hatırlatma

x dx= z koyarak (buradan ---
crV2- cr V2

dz olur.),

A = 1 .( e-Z 2
• cr V2 dz = .~ 'Tr .le-Z 2 dz

crV2 'Tr V

şeklinde, daha basit bir alan formülü elde etme olanağı varsa da, bu
formül, parça alan hesaplanmasında, bir takım hesaplama güçlükleri
doğurmakta ve bu nedenle kullanılmamaktadır.
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