Pi SAYISININ MONTE-CARLO METHODU VE GREGORY/LEIBNIZ FORMULUYLE
HESAPLANMASI
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OZET: Bu calismada, pi (TT) sayistn1 Monte-Carlo metoduyla ve Gregory-Leibniz formiiliiyle
hesaplama yollar1 arastirilmis ve karsilastirilmistir. Monte-Carlo metodu karesel bir alan iginde
kalacak sekilde tekdiize dagilimdan iiretilen gelisigiizel noktalardan dairesel bir bolgeye diisen
noktalar1 saymaya dayanir. Gregory-Leibniz formiilii ise arctanjant fonksiyonun Taylor serisi
acilimini yaparak n sayisini bulur. Bu iki metodu da C programlama dilinde gercekledik ve
sonuclarini hassasiyet ve hesaplama hizi agisindan karsilastirdik. Elde ettigimiz sonuglara gore,
her ne kadar Monte-Carlo metodu anlamasi/anlatmasi daha kolay bir metot ise de, Gregory-
Leibniz formiilii, 7t sayisin1 hesaplamak igin daha hassas ve hizli sonuglar iretir. Anahtar

Kelimeler: Pi sayisi, Monte-Carlo metodu, Gregory-Leibniz formiilii, Taylor serisi.

ABSTRACT: In this study, we discuss and compare two methods of calculating the number pi
(7). The Monte-Carlo method is based on generating random numbers from uniform density
within a square region and counting the number of points that fall inside a circular area. The
second method known Gregory-Leibniz Formula is based on the Taylor expansion of arctangent
functions. We implemented both methods in C programming language and compared them in
terms of accuracy and computational complexity. Our results indicate that although Monte-Carlo
method is of high instructional value, the Gregory-Leibniz method offers a more accurate and fast
method to calculate the number ;r. Keywords: Estimating pi, Monte-Carlo method, Gregory-

Leibniz formula, Taylor series.
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GIRIS
Pi O) sayisint okul yillarindan animsamayan yok gibidir. Bir dairenin g¢evresinin ¢apina olan
orani bize N sayisimi verir. Pi’nin yiizyillar boyunca gizemli bir say1 oldugunu diisiinenler, n
hayranlari, ona kutsallik yakistiranlar bile olmustu. Pi kutsal bir say1 degilse de, lizerine ylizlerce

sayfalik kitaplar yazilan oldukga ilging bir sayidir.

“Bu 7t sayist Oyle garip ozelliklere sahiptir ki, hi¢c ummadiginiz bir anda mantar gibi karsinizda
bitiverir... Ornegin, daire 360 derecedir ve bu gergek garip bir bicimde n sayisiyla baglantilidir.
Simdi ;r’nin 360. basamagma bir géz atalim. Basamaklari saymaya en bastaki 3 sayisindan

baslarsak, n sayisinin 359, 360 ve 361. basamaklar1 sirasiyla 3, 6 ve 0°dir, yani 360.” [1]

M.O. 2000 yili civarinda ;r’nin tiim g¢emberler i¢in sabit bir deger oldugunun farkina varildi.
Bdylece n sayisinin seriiveni baglamis oldu. Pi sayisinin esrarinin anlasilmasi ile ilgili ¢aligmalari
inceledigimizde karsimiza ¢ikan ilk bulgu, Misirhilarin ve Babillilerin kullandiklar1 n degerinin,

bugiin bilinen sayisal degerine yakin oldugudur. [1]

Misirlilardan kalan ve 1858’de Nil kiyisinda Thebes’de yikilmis bir binada bulunan Rhind

Papiriisti’ ne gore; bir kenar1 8 birim olan bir karenin alaninin, ¢ap1 9 birim olan dairenin alanina
esit oldugunu kabul eden Misirhilar n =4 - = 3.16049bagintisin1 buldular. Babilller ise daire

icine diizglin bir altigen ¢izerek, bu altigenin c¢evresinin kendini ¢evreleyen ¢emberin ¢evresine

oranini hesaplayarak n = 3- = 3.125 bagintisin1 buldular.

M.O 287-212 yillar1 arasinda yasayan Arkhimedes ise bir daireyi, icinden ve disindan n kenarli
diizglin ¢okgenlerle sinirlandirdi. Elde ettigi sekilde, icerideki ¢okgenin cevresi de, biri yukaridan
digeri de asagidan, dairenin g¢evresine yaklasiyordu. Arkhimedes diizgiin altigen ile baslayip
kenar sayilarini 2’ ye katlayarak, 96 kenarl1 bir ¢cokgene ulast1 ve pi i¢in su bagintiy1 elde etti:
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Bu yontem sonraki 1800 yil i¢inde ;r’yi hesaplamak icin temel alind1 ve Frangois Viete belki de

bu formiilii kullanan son kisi olarak n i¢in ilk sonsuz agilim1 verdi:



m=V2. 2+2V2. 2+2V2. 2+2V2+2V2.

Bu bagintiyla kars1 karstya kalinca korkmamak elde degil! Ama bir kere Viéte bu tarz

bagintilarin 6niinii agmis oldu ve daha sonra ilk adim1 asagidaki bagintiyla atan John Wallis oldu:

72.2.4.4,6.6.8.8.10.10...
1.3.3.5.5.7.7.9.9.11...

Wallis’ in ardindan ise Brouncker su ifadeyi ortaya ¢ikardi:

Rakamlarin birbirleriyle olan iligkilerinin sergiledigi garip diizenlilik ve stireklilik, insanogluna 17
‘nin biyilli oldugunu diisiindiiriyor. Ama gergekte bunlar, diferansiyel ve entegral teorileri
kullanilarak kolaylikla elde edilebilecek formiiller. Bu teorilerin ortaya ¢ikmasi hem daha ¢ok
basamak hesaplanmasina hem de 7 ’nin 6zellikleri hakkinda daha ¢ok bilgi edinmemize olanak

verdi [1].

1671’ de James Gregory’ in kullandigi yontem, gelecekte 7 hesabinin seyrini degistirecek kadar

giicliiydii. Gregory Taylor serileri agilimini kullanarak
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ifadesini buldu. Seri agilim kullanilarak yapilan bu hesaplama o kadar yayild1 ki; Newton ve
Leibniz gibi linlii matematikgiler bile 7 *nin basamaklarin1 hesaplamakla ugrastilar. Hatta

1706’da John Machin, benzer bir yontemle pi sayisin1 100. basamagina kadar hesapladi [1].

Pi sayisi1 icin yapilan diger yaklastirmalara [2] bakacak olursak: ¢

M.O.

377 ,
— 383" = 1100°de

142 Cinliler m =
ang Fau T =

kullandilar:

3 degerini
kullandilar;

* 2.yy.daClaudius Ptolemy =3 0 830" =------ = 3.1466... degerini kullandz;
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» 3.yy.daWang Fau 17 =------ = 3.155... , Chung Hing ise,7 = >10 = 3.166... degerlerini
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263°de Liu Hui 1 degerini kulland1; = 3.1416

62,832

530°da Aryabhata 7

20,000
1220’de Leonardo de Pisa

degerini kullandi;

(Fibonacci) 7= 3.141818... degerini buldu;

1573’de Valentinus Otho m 355 3.1415929
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1736’da Leonhard Euler + 13737273 7

degerini buldu;

bagintisini buldu.

Tablo 1’de 1T sayisinin hesaplanmasindaki hassasiyetin (dogru basamak sayisinin) tarihsel
gelisiminin bir 6zeti sunulmustur [3].
Tablo 1: Pi’nin Niimerik Tarihi

Kisi Zaman Dogru Basamak Sayisi
Archimedes M.O. 240 3
Ptolemy 150 3
Liu Hui 263 5
Tsu Ch’ung Chi 480? 7
Al-Kashi 1429 14
Romanus 1593 15
Van Ceulen 1615 35
Sharp 1699 71
Machin 1706 100
Strasshitzky ve Dase 1844 200
Rutherford 1853 440
Shanks 1874 527
Reitwiesner ve ark. (ENIAC) 1949 2,037
Genuys 1958 10,000
Shanks ve Wrench 1961 100,265
Guilloud ve Bouyer 1973 1.001.250
Miyoshi ve Kanada 1981 2.000.036
Kanada, Yoshino ve Tamura 1982 16.777.206
Gosper 1985 17.526.200
Bailey Jan. 1986 29.360.111
Kanada ve Tamura Eyliil 1986 33.554.414
Kanada ve Tamura Ekim 1986 67.108.839
Kanada ve ark. Ocak 1987 134.217.700
Kanada ve Tamura Ocak 1988 201.326.551
Chudnovskys Mayis 1989 480.000.000
Kanada ve Tamura Temmuz 1989 536.870.898
Kanada ve Tamura Kasim 1989 1.073.741.799
Chudnovskys Agustos. 1991 2.260.000.000
Chudnovskys Mayi1s 1994 4.,044.000.000
Kanada ve Takahashi Ekim 1995 6.442.450.938
Kanada ve Takahashi Temmuz 1997 51.539.600.000
Kanada ve Takahashi Eyliil 1999 206.158.430.000
Kanada, Ushiro ve Kuroda Aralik 2002 1.241.100.000.000




Pi SAYISININ HESAPLANMASI IiCIN iKi METOT
Monte-Carlo Metodu
Monte-Carlo metodunu genel olarak istatistiksel simiilasyonlarin yapilmasi icin rasgele
sayilardan faydalanilan bir metot olarak tanimlayabiliriz. Monte-Carlo Nicholas Constantine
Metropolis tarafindan bulundu ve Stanislaw Ulam tarafindan yayginlastirildi [4,5]. Monte-Carlo

metodunun en yaygin uygulamasi asagida formiilii verilen integralinin hesaplanmasidir.

w :[l[l---[1f(U1,u2,...,un)dulduz...dun j
00 f(u)du

©,1)n
Burada f ¢ok degiskenli bir fonksiyonu, u ’lar ise degiskenleri temsil eder. Genelde boyle

karmagik integrallerin analitik metotlarla bulunmasi, eger imkansiz degilse, ¢ok zordur.

Monte-Carlo yaklasiminda boyle integralleri hesaplamak icin u degiskenlerinden gelisigiizel
binlerce kombinasyon iiretilir. Burada binlerce ifadesi istenilen hassasiyet seviyesi ve kullanilan
bilgi-islem kapasitesine gore degisiklik gosterebilecek biiyiik rakamlara karsilik gelebilir. Bu
yaklagim istatistik diginda ¢esitli bilim dallarinda da kullanilmaktadir.

Monte-Carlo integralini karesel bir alan i¢inde kalacak sekilde tekdiize (uniform) dagilimdan
uretilen gelisiglizel noktalardan dairesel bir bolgeye diisen noktalar1 sayma islemine adapte

edersek, asagidaki baginti elde edilir (Sekil 1).

fixy) =1
0.9+ ,
0.8-0.7- : ‘ X2 +y2> 1
glxy) = +x*+y?<1,
,0.6- 0.5-
fig(xy)fCcy)dxdy
0.1- + - [5]
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~ Ya da daha agik bir ifadeyle,

7t = Cemberin i¢indeki nokta sayis1 4
Karenin i¢indeki nokta sayisi bagintisi elde
| "edilir.
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Sekil 1: Pi sayisinin Monte-Carlo metoduyla bulunmas:.



Gregory-Leibniz Formiilii
James Gregory ve Gottfried Leibniz birbirlerinden bagimsiz olarak arctanjant fonksiyonun Taylor

serisi acilimini kullanarak;r ’yi hesaplamak amaciyla agsagidaki bagintiy1 buldular [6]:

f(x) = f(a) + f(@)(x-a) + 2! (x-a)+ 3! +..=,—oSn! (x-a)
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Her iki metodu da C programlama dilinde gergekledik ve Tablo 2 ve 3’deki sonuglari elde ettik.

(Metotlar1 ger¢ekleyen kaynak kodlart makelenin sonunda Ekler boliimiinde verilmistir.)

Tablolardaki n Monte-Carlo metodu i¢in olusturulacak rasgele sayilarin sayisini, Gregory-
Leibniz formiilii i¢in ise terim sayisini ifade etmektedir. Tablolardaki 4nS ifadesi ise n
degerlerine gore olusan n sayisimi temsil etmektedir. Burada parantez i¢indeki degerler n ’nin
yanlis basamaklar1 olup disindakiler ise dogru basamaklaridir. Bu iki metodun ;r’yi ne kadar
zamanda hesapladigini incelemek/karsilastirmak icin tablolarin son siitiinlarinda zaman (saniye
olarak) rapor edilmistir. Iki metodun da C dilinde yazilan kodlar1 ayn1 platformda/bilgisayarda
calistirilmistir. Microsoft XP Media Center Edition isletim sistemli bu bilgisayarin donanim
ozellikleri soyledir: AMD Turion 64 Cift cekirdekli 1.81 GHz mikroislemci ve 1 GB RAM

(random erisimli bellek).

Tablo 2: Monte-Carlo Metodu Sonuglar 1

n 4nS Zaman (sn)
50 3.(15789473684211000) 0.005
100 3.14(285714285714000) 0.010
500 3.(39037433155080000) 0.178
1000 3.1(3620689655172400) 0.689
1.000.000 3.141(80000000000000) 1
1.000.000.000 3.1415(3717599999990) 182




Tablo 3: Gregory-Leibniz Formiilii Sonuglart

n 4nS Zaman (sn)
50 3.1(611986129870506) 0.001
100 3.1(315929035585537) 0.002
500 3.14(35886595869501) 0.078
1000 3.14(05926538397940) 0.156
1.000.000 3.14159(16535897743) 0.42
1.000.000.000 3.14159265(25880504) 60

Sonug olarak, bu iki metodu da karsilastirdigimiz zaman Monte-Carlo metodunun gérsellik ve
TT'nin basamaklarinin nasil hesaplandigini 6grenme agisindan daha avantajli  oldugunu
goriiyoruz. Gregory-Leibniz formiilii ise 77°nin basamaklarinin daha hassas/dogru ve hizl

hesaplanmasinda kullanilmasinin daha verimli oldugunu sdyleyebiliriz.
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Ekler (C Kodlar)
* Monte-Carlo Metodu’nun C programlama dilinde gerceklenmesi

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#define seed 391891246

int main()

{

double iteration=0.0,count=0.0;
double x,y,z,pi;

printf("Enter the number of iterations used to estimate pi: ");
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scanf("%If", &iteration);
srand (seed);
for (double i=0; i < iteration ; i++) {

X = (double)rand( ) / RAND_MAX;
y = (double)rand( ) / RAND_MAX;

z=(X*x) + (Y*y);

if (z<=1) count++;

}
pi=(double)count/iteration*4,

printf("# of trials= %g , estimate of pi is %20.20f \n",iteration,pi);
system("pause”);
return O;

}

« Gregory/Leibniz formiiliiniin C programlama dilinde ger¢eklenmesi

#include <stdio.h>
#include <stdlib.h>
#include <math.h>

int main()

{

double pi=0.0,num=4.0,denom=1.0;
double loop,accuracy;

printf("Set Accuracy : ");
scanf("%If",&accuracy);

printf("term\t\t\t pi\t\t\ttime\n");
for (loop=1;loop<=accuracy;loop++){

if (loop / 2 '=floor(loop / 2))
pi+=(num/denom);

else pi-=(num/denom);

denom+=2.0;

¥

printf("%g\t\t %620.20f \n",loop-1,pi);

system("PAUSE");
return O;
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