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Ogrencilerin Kuyruklu Yildiz Problemi’ne Iliskin Coziim Yaklasimlariin

Matematiksel Modelleme Siireci Cercevesinde incelenmesi

Examining Students’ Solutions Regarding the Comet Problem in the Frame

of Mathematical Modeling Process
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Ozet

Bu caligmanin amaci, matematiksel modelleme siireci g¢ergevesinde Ogrencilerin Kuyruklu Yildiz
Problemi’ne iligskin ¢6ziim yaklasimlarini incelemektir. On ortadgretim 6grencisiyle gergeklestirilen arastirmada
veriler 6grencilerin bireysel olarak ¢ozdiikleri Kuyruklu Yildiz Problemi’nin yazili yanit kagitlarindan ve ¢6ziim
stireglerinde sesli diigiinmelerini i¢eren video kayitlari ¢oziimlemelerinden derlenmistir. Problemin analizinde
yedi basamakli matematiksel modelleme siireci dikkate alinarak hazirlanan dereceli puanlama anahtarindan
yararlanilmistir. Modelleme siireci basamaklarinda ilerledikge Ogrencilerin performanslarinin  azaldig:
gdriilmiistiir. Ogrenciler modeli dogrulama basamaginda hig bir yaklasim sergilememislerdir. Ogrencilerin daha
fazla matematiksel modelleme uygulamalari ile karsilasmalar1 ve boylelikle modelleme siireci basamaklarindaki
yaklagimlarini gelistirmeleri saglanmalidir.

Anahtar Kelimeler: matematiksel modelleme, matematiksel modelleme problemi, ortadgretim 6grencisi.
Abstract

The purpose of the study is to examine students’ solutions regarding the Comet Problem in the
framework of mathematical modeling process. In the study conducted with ten secondary students, the data were
collected through the written solutions to the Comet Problem solved by the students individually and the
transcriptions of the video recordings including the students’ think-alouds during the solution process. The rubric
prepared by considering the seven-stage mathematical modeling process was used in the analysis of the problem.
It was seen that the students’ performances decreased gradually while going through the stages of the modeling
process. The students did not display any approaches in the stage of the validation of the model. It is advised that
students should be faced with much more mathematical modeling applications, and their approaches should be
improved in the modeling process.

Keywords: mathematical modeling, mathematical modeling problem, secondary student.
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Giris

Matematiksel modelleme, yasamin her alanindaki problemlerin dogasindaki iligkileri
gorebilmeyi, onlar1 kesfedip aralarindaki iliskileri matematiksel terimlerle ifade edebilmeyi,
siniflandirabilmeyi, genelleyebilmeyi ve sonuglar ¢ikarabilmeyi kolaylastiran dinamik bir
yontem olarak tanimlanmaktadir (Fox, 2006). Heymann (2003) modellemeyi matematigin
uygulanabilirligine olanak saglayan matematigin gercek diinyayla iligkisini ortaya koymanin
basit bir yolu olarak tanimlamakta ve nesnel durumlara agiklik getirmek, onlari tanimlamak
ve gergek yasam problemlerini ¢6zmek i¢in matematiksel bir model olusturulabilecegini ifade
etmektedir (akt. Peter-Koop, 2004).

Matematiksel modelleme problemleri, 6grencilerin bir durumu agiklamalarini ve
anlamlandirabildikleri  sekilde  matematiksellestirebilmelerini,  problemdeki  bilgileri
yorumlamalarini, ilgili verileri segmelerini, yeni verilere giden islemleri tanimlamalarini ve
anlamli  gosterim sekillerini olusturmalarini  gerektirmektedir (Lesh ve Doerr, 2003).
Matematiksel modelleme, ger¢ek yasamdaki bir problemin matematiksel bir problem haline
getirilmesi, matematiksel problemin ¢o6ziilmesi ve ¢oziimden elde edilen sonuglarin gergcek
yasam problemine uyarlanmasi olmak {izere {i¢ ana basamagi iceren ve problem ¢ézmeyi
gerektiren dogrusal olmayan dongiisel bir siire¢ (Berry, 2002; Blum, 2002) olarak ifade
edilmektedir. Bu siiregte gercek yasam durumuna iliskin bir matematiksel modelin
olusturulmasi, bilinmeyenin ortaya ¢ikarilarak hesaplanmasi ve matematiksel modelden elde
edilen sonuglarin ger¢ek yasam durumuna transferi gergeklesmektedir (Winter, 1994°den akt.
Peter-Koop, 2004). Burada sozii edilen ger¢ek yasam ifadesi ile dogayla, toplumla ya da
kiiltiirle, okul matematiginin ya da matematik dis1 disiplinlerin yasama yansimalar1 vb. ifade
edilmektedir (Blum, 2002).

Freudenthal (1973), Stevens (2000) ve Streefland (1993) 6grencilerin matematigi okul
disindaki yasamlarinda gerekli oldugunu gormelerinde ve matematiksel becerilerinin
gelisiminde, matematiksel modellemenin etkili oldugunu belirtmektedirler (akt. English,
2006). Benzer sekilde Henn (2007) ve Lingefjard (2006) 6grencilerin modelleme yardimiyla
gercek yasam ile matematik arasinda bir koprii kurduklarini ifade etmektedir.

Matematiksel modellemenin matematik 6gretimi ve 6grenimindeki dnemi anlasilarak
90larin sonlarindan itibaren farkli iilkelerde modellemeye 6gretim programlarinda kapsamli
bir sekilde yer verilmeye baslanmistir (Blomhgj ve Kjeldsen, 2006; Lingefjard, 2006).
Almanya, Amerika, Avustralya, Ingiltere, Isve¢ ve daha pek ¢ok iilkede ilkdgretimden
baglayip ortadgretimin sonuna kadar ogretim programlarmda modellemeye &nemli bir yer
verilmektedir (Lingefjird, 2006; Maaf3, 2006). Benzer sekilde iilkemizde de Ilkogretim ve
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Ortadgretim Matematik Dersi Ogretim Programlar1 (2005a, 2005b)’nda matematiksel
modellenmenin  dnemine vurgu yapilmaktadir. Ogretim programlarinda matematiksel
modellemeye yer verilmesine ragmen matematik derslerinde modelleme problemleri nadir
olarak kullanilmaktadir (Blum, 2002). Oysaki modelleme problemlerinin agik uglu oldugu ve
onceden belirlenmis kesin yanitlarinin olmadigi dikkate alindiginda 6grencilerin neredeyse
tamaminin modellemede bazi seviyelerde basarili olabilecekleri (Fox, 2006) ve matematiksel
diistiinme becerilerinin gelisebilecegi (Berry, 2002) ifade edilmektedir. Bu yiizden matematik
Ogretiminde, her seviyeden Ogrencinin katilimini gergeklestirmek i¢in modellemeden
yararlanilabilecegi diisiiniilmektedir. Ortadgretim matematik dersi 0gretim programinda da
matematiksel modellemeye 6nem verilmis olmasi sebebiyle, 6gretim siirecinde matematiksel
modellemeden yararlanilmasinin 6nemli oldugu diisiiniilmektedir. Bu calismada daha once
derslerinde modelleme uygulamalariyla karsilasmamis olan ortadgretim 6grencilerinin bir
modelleme problemindeki ¢6ziim yaklasimlart incelenmeye calisilmistir. Bu incelemenin
ogrencilerin matematiksel modellemedeki mevcut durumlarinin, modelleme siirecinin hangi
basamaklarinda sikinti  yasadiklarinin  belirlenmesinde ve matematiksel modelleme
problemlerinin 6gretimde uygulanma bigimine iliskin planlama yapilirken katki saglayacagi
disiiniilmektedir. Bu dogrultuda calismanin amaci, matematiksel modelleme siireci
gergevesinde Ogrencilerin  Kuyruklu Yildiz Problemi’ne iligkin ¢6ziim yaklagimlarini
incelemektir.
Kuramsal Cergeve

Modelleme bir yandan ger¢ek diinyadan matematiksel diinyaya gecisi, diger yandan
ise bu gecisteki tiim stireci temsil etmektedir (Blum, 2002). Modellemenin, matematigin ve
geri kalan diinyanin karsilikli etkilesimi oldugu da belirtilmektedir (Pollak, 1979). Bu
etkilesim yoluyla gercek yasam problemlerinin sadelestirilmesi ve matematiksel bir hale
doniistiiriilmesi (Bukova-Giizel, 2011) miimkiin hale gelmektedir. Matematiksellestirmeyle
elde edilen modellerin yorumlanmasi ve ger¢ek yasam durumu i¢in uygunlugunun da kontrol
edilmesi gerekmektedir (Peter- Koop, 2004).

Modelleme ile ilgili yapilan ¢alismalar incelendiginde farkli modelleme siireglerinin
varligi dikkat ¢cekmektedir. Borromeo Ferri (2006) bu farkliligi; aragtirmacilarin modellemeyi
yorumlamalarina ve problemlerin yapisina baglamaktadir. Bu ¢alismada matematiksel
modelleme siireci ¢ergevesinde 6grencilerin Kuyruklu Yildiz Problemi’ne iliskin ¢oziimlerini
incelemek amaciyla kullanilan matematiksel modelleme siireci, Berry ve Houston (1995) ve

Borromeo Ferri (2007)’nin ¢alismalarindan derlenerek olusturulmustur.
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Berry ve Houston (1995) ve Borromeo Ferri (2007)’nin ¢aligmalarindaki modelleme
stiregleri dikkate alinarak derlenen modelleme siirecinin temel basamaklar1 asagida
agiklanmustir:

B1: Problemi Anlama: S6z konusu ger¢ek yasam problemi tanimlanir ve problem igin gerekli
veriler toplanarak problem incelenir. Ger¢ek yasam durumuna yonelik deneyimlerin ortaya
cikarilmas1 ve ger¢ek yasam durumunun kapsaminin irdelenebilmesi igin problemin
anlasilmas1 gerekmektedir. Hem Berry ve Houston, hem de Borromeo Ferri tarafindan ele
alinan modelleme siire¢lerindeki ilk basamak ile ayn1 igerige sahiptir.

B,: Degiskenleri Se¢me ve Varsayimlari Kurma: Ger¢ek yasam durumundan hareketle
problemin ¢oziimii i¢in degiskenler ve varsayimlar belirlenir. Model olusturmada kullanilacak
degiskenler tanimlanir. Borromeo Ferri tarafindan gelistirilen modelleme dongiisiinde bu
basamagin bulunmamasi sebebiyle, Berry ve Houston tarafindan ele alinan modelleme
stirecinin ikinci ve Tligiincii basamaklar1 bu basamakta bir araya getirilmistir.

Bs: Matematiksellestirme: Gergek diinyayr matematiksel diinyaya doniistiirmeyi gerektirir,
Gergek yasam durumunun hangi matematiksel kavramlari gerektirdigi belirlenir. Ozel olarak,
“Problemi ¢6zmek i¢in en uygun strateji matematigin hangi alanini ilgilendiriyor?” ve “Hangi
matematiksel kavramlar degiskenler arasindaki iligkiyi en iyi sekilde ortaya koyar?”
sorularina cevap aranarak genel ¢ozliim stratejisi belirlenir. Berry ve Houston tarafindan
gelistirilen modelleme dongiisiinde bu icerige uygun bir basamak olmamasi sebebiyle,
Borromeo Ferri’nin {igiincii basamagi burada ele alinmistir.

Bs: Matematiksel Modelleri Kurma ve Birlestirme: Varsayimlar, 6n bilgiler ve matematiksel
beceriler dogrultusunda grafik, denklem, esitsizlik gibi matematiksel yapilar olusturularak
gercek yasam durumunu temsil edecek veya tanimlayacak matematiksel model/ler formiile
edilir. Matematiksellestirme basamagindan sonra problem durumuna uygun matematiksel
model/ler gelistirilmesi sebebiyle, her iki aragtirmacinin modelleme siirecinde de ayr1 bir
basamak olarak ele alinmayan bu basamaga 6zellikle yer verilmistir.

Bs: Matematiksel Coziimii Gergeklestirme: Olusturulan matematiksel model/ler araciligiyla
problemin ¢oziimii gerceklestirilir. Matematiksel modelin ¢oziilmesiyle gercek yasam
durumuna dair matematiksel sonuglar elde edilir. Dogrudan Borromeo Ferri’nin modelleme
dongiisiinde yer alan bu basamak, Berry ve Houston’un modelleme siirecinde denklemleri
¢0zme olarak ele alinmaktadir.

Bes: Coziimleri Yorumlama: Problemin ¢6ziimiinde elde edilen matematiksel sonuglar analiz
edilir ve ¢oziim kelimelerle ifade edilerek anlamlandirilir. Elde edilen matematiksel sonuglar

gercek yasam durumu baglaminda yorumlanir. Matematiksel diinyayr gercek diinyaya
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dontistiirmeyi igerir. Her iki arastirmacinin da modelleme siirecinde bu basamak yer
almaktadir. Ancak Berry ve Houston yorumlama ile dogrulamay1 ayni basamakta almaktadir.
Ancak yorumlamanin yapildigi durumlarda bazen dogrulamanin yapilmayabilecegi diisiincesi
ile calismada bu basamak dogrulamadan ayr1 olarak ele alinmaistir.
B7: Modeli Dogrulama: Modelin dogrulanmasi igin ihtiya¢ duyulan verilere karar verilir. Bu
veriler kullanilarak modelin durum i¢in uygun olup olmadig: test edilir. Model ve modelin
¢cOziilmesiyle elde edilen sonuglar sorgulanir. Tahminler, 6l¢timler ve degiskenler, stratejiler
dogrultusunda ele alinir ve karsilastirilir. Her iki arastirmaci tarafindan modelleme siirecinde
yer alan bir basamaktir.
Yontem

Arastirmada, matematiksel modelleme siireci cergevesinde Ogrencilerin Kuyruklu
Yildiz Problemi’ne iliskin ¢6ziimleri ayrintili bir sekilde incelenmek istendiginden, nitel
arastirma yontemlerinden biri olan durum galismasi deseninden yararlanilmistir.

Katilimcilar

Aragtirma bir Anadolu Lisesinin 11. sinifinda 6grenim goren, goniillii on 6grenciyle
(dort erkek ve alti kiz) gergeklestirilmistir. Bulgular sunulurken katilimeilarin isimleri gizli
tutulmus ve Oy, O,, Os, ..., Oy kisaltmalarindan yararlanilmistir. Katilmeilardan séz konusu
calisma Oncesinde bes matematiksel modelleme problemini ¢6zmeleri istenmis ve
katilimcilarin ¢éziimleri sinif ortaminda tartisilmistir.

Veri Toplama Araglari

Aragtirmanin veri toplama araglarin1 6grencilerin bireysel olarak ¢ozdiikleri Kuyruklu
Yildiz Problemi’nin yazili yanit kagitlar1 ve ¢éziim siirecinde 6grencilerin sesli diisinmelerini
iceren video kayitlar1 olusturmaktadir. Uygulama esnasinda her 6grenci bireysel olarak
uygulamanin gergeklestirildigi sinifa alinmistir. Problem ¢6ziimii siirecinde zaman kisitlamasi
yapilmamis ve her bir 6grencinin sonuca ulastigini diislindiigli ana kadar devam edilmistir. Bu
uygulamalar esnasinda 6grencinin yaninda aragtirmacilardan ikisi bulunmus ve ¢6ziim siireci
video kamera ile kaydedilmistir. Ogrencilerin sesli diisinmelerini saglamak amaciyla
aragtirmacilar gerektiginde ‘Neden bu sekilde diisiindiin?’, ‘Bunu yapmanin sebebi nedir?’
gibi sorularla siirece dahil olmuslardir. Bdylelikle O6grencilerin modelleme siirecinin
basamaklarindaki ilerleyisleri daha net anlagilmaya caligilmistir.

Kuyruklu Yildiz Problemi tasarlanirken modelleme siirecinde zengin ¢6ziim
yaklagimlart saglamak igin katilimcilarin probleme yonelik matematiksel on bilgileri ve
deneyimleri dikkate alinmistir. Bunun yaninda Kuyruklu Yildiz Problemi tasarlanirken

problemin; tahminlerde ve varsayimlarda bulunmaya, kesfetmeye, yorumlamaya ve
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degerlendirmeye imkan vermesine, acik uglu olmasina, ilgi ¢ekici olmasina, giinliik yagsamla
veya farkli disiplinlerle ilgili olmasina, farkli modeller olusturulabilmesine, 6grencilerin 6n
O0grenmelerine uygun olmasina dikkat edilmistir.

Problemin anlasilirh@inmi saglamak ic¢in problem iki ortadgretim matematik 6gretmen
adaymna, bir matematik 6gretmenine ve bir matematik egitimcisine okutulmus ve problemin
anlasilirligina iligskin geri doniitler alinmistir. Sonrasinda tasarlanan problemdeki eksikliklerin
giderilmesi amaciyla bir ortadgretim kurumunda on uygulamasi yapilmistir. Elde edilen
bilgiler 1s1g8inda fikir birligine varilarak, Kuyruklu Yildiz Problemi’nde gerekli diizeltmeler
yapilmis ve son hali verilmistir (bkz. Sekil 1).

Problem ifadesinde kuyruklu yildizin Diinya’ya gore hareketi verilmistir. Bu
dogrultuda, 6grencilerin Diinya’nin konumunu sabit gibi diislinerek kuyruklu yildizin
Diinya’ya gore hareketini ele almalar1 beklenmistir. Ornegin, Diinya nin Giines gevresindeki
hareketinin modellenmesinde de gezegenlerin Giines’e gore hareketi incelenirken Giines’in
konumu sabit diisiiniilmektedir. Bir baska deyisle, kuyruklu yildizin evrendeki hareketi farkli
olabilecegi gibi, farkli gezegenlere gore hareketi de farkli olacaktir. Problem ifadesindeki

vurgu, hareketin referans noktasinin Diinya olarak alinmasini gerektirmektedir.

Kuyruklu Yildiz Problemi

Bilim insanlari vaptiklari aragtirmalar sonucunda
X isimli bir kuyruklu wildizin yaklasitk 1 ay
sonra  Diinva’min  atmosferine  girecegini
duyurmuglardir. X kuyruklu vildizinin Diinyva’va
gore harcketini yandaki gibi gostermiglerdir.
Buna gore kuvruklu vildiz kisa bir siire igin
Diinva'nin  atmosferine girip. hemen sonra

atmosterinden gikacaktir. X kuyruklu vildizinin
Diinva’nin atmosferine girip hemen ¢iktigr ver P
noktast ile gosterilmigtir.

Verilenlere gére: Dinva'nin ve kuyruklu yildizin konumlarim matematiksel olarak ifade
ediniz. Diinya’nin ve kuyruklu yildizin konvmlar: arasimdaki iligkiyi aragtirmiz.

Sekil 1
Kuyruklu Yildiz Problemi

Ogrencilerin daha onceden bilinen teoremleri kendilerinin yeniden kesfetmeleri
onemlidir. Gezegenlerin, Giines’in ve Diinya’nin hareketi konusunda da bilinen ¢ok sey
olmasina ragmen, Ogrencilerin mevcut bilgi ve deneyimleri ile istenen modellemeyi
gerceklestirmelerinin 6nemli oldugu diisliniilmektedir.

Evrendeki gezegen, yildiz vb. cisimlerin yoriingeleri elipsoid seklindedir. Cisimlerin
yorlingelerinin caplar1 gezegen ve yildizlarin biiyiikliiklerinden oldukga fazla oldugundan,
kuyruklu yildizin Diinya’ya yaklasmasi durumunda en yakin egriyi kullanma ile ¢6ziim

gerceklestirilebilir. EK olarak, 11. siif 6grencilerinin 6n bilgileri de géz 6niine alinarak séz
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konusu egrinin parabol ile temsil edilmesinin sonuglarin ger¢cek yasama uygunlugunu
etkilemeyecegi diisiiniilmiistiir.
Verilerin Analizi

Veriler analiz edilirken, her 6grencinin video kaydi kelimesi kelimesine ¢oziimlenmis
ve Ogrencilerin yanit kagitlar1 incelenmistir. S6z konusu transkriptlerde 6grencilerin sesli
diisiinmelerine yer verilmis ve ¢dziim kagitlarindan kesitler alimustir. Ogrencilerin yanit
kagitlarinda silik goziiken ifadeleri bilgisayarda yazilarak ¢6ziimleme dosyasina aktarilmistir.
Ogrencilerin Kuyruklu Yildiz Problemine iliskin ¢dziimlerinin analizinde, sz konusu yedi

basamakli matematiksel modelleme siirecinden yararlanilarak olusturulmus dereceli puanlama

anahtari (bkz. Tablo 1) kullanilmistir.

Tablo 1

Matematiksel modelleme siirecine iligkin dereceli puanlama anahtart

Bir dlgiide uygun yaklasim

Basamaklar Hig yaklagim sergilememe sergileme Uygun yaklasim sergileme

B, Hi¢ anlamama ya da yanlis Kismen anlama ancak Problemi tam olarak
anlama. anlamlandirmada bazi hatalar1  anlamlandirma, verilen ve

barindirma. istenenleri belirleme.

B, Gerekli olan ve olmayan Model i¢in gerekli olan ve Model i¢in gerekli olan ve
degiskenleri belirlememe,  olmayan degiskenleri kismen olmayan degiskenleri
varsayimlarda bulunmama  belirleme, yeterli belirleme, gergekei

varsayimlarda bulunmama. varsayimlarda bulunma.

Bs Problemi matematiksel Gerekli matematiksel Gerekli olan matematiksel
olarak agiklamama ya da kavramlar1 ve sembolleri kavramlar1 ve sembolleri
yanlis agiklama. belirleme, nasil belirleme, nasil

kullanilacaklarini kismen kullanilacaklarini tam olarak
acgiklama. aciklama.

B, Matematiksel model/leri Matematiksel model/leri Matematiksel model/leri
olusturmama ya da yanlis ~ olusturma ancak bunlari dogru bir sekilde olusturma,
olusturma. iligkilendirmeme. bunlari iligkilendirme.

Bs Modeli yanlis ¢b6zeme ya Modeli kismen ¢6zme, bazi Modeli tam olarak ¢6zme,
da herhangi bir yaklasim hatalar icerme ya da sonuca matematiksel hatalar
sergilememe. ulagsamama. igermeme.

Be Coziimden matematiksel Coziimden matematiksel Coziimden matematiksel
sonuglar ¢tkarmama ya da  sonuglar ¢gikarma ancak yeterli  sonuglar ¢ikarma, bunlar
yanlig sonuglar ¢ikarma. bir sekilde yorumlayamama. yorumlama ve gergek

yasama uyarlama.

B; Model/leri dogrulamama Model/leri kismen dogrulama.  Model/lerin dogrulugunu

ya da yanlis dogrulama.

test etme ve farkli durumlar
icin uygunlugunu gosterme.

Ogrencilerin kuyruklu yildiz problemine verdikleri yanitlar ilk olarak arastirmacilar

tarafindan ayr1 ayr1 bireysel olarak incelenmistir. Bu incelemelerin ardindan arastirmacilar bir
araya gelerek degerlendirmelerini paylasmiglar ve goriis birligine varana kadar bu

paylasimlara devam etmislerdir. Modelleme siirecine iliskin dereceli puanlama anahtarindan



Mehmet Akif Ersoy Universitesi Egitim Fakiiltesi Dergisi, Eyliil 2014, Say131, 1 - 17

yararlanilarak gergeklestirilen 6grencilerin ¢ozlimlerinin analizleri Tablo 2’ye aktarilmistir.

Bulgular her 6grenci igin diizenlenmis transkript dosyalari ile desteklenmistir.

Matematiksel

modelleme

Bulgular

sureci

gergevesinde

ogrencilerin  Kuyruklu Yildiz

Problemi’ne iligkin ¢ézlimlerinin analizi Tablo 2’de verilmistir.

Tablo 2.

Modelleme stirecine gére ogrenci ¢oziimlerinin analizi

Basamaklar Hig yaklaslm Bir (;}fllllizllggun Uygun yaklaslm

sergilememe : sergileme
sergileme
B: 04, Oy O2, Os, Oy, Os, O,
OSa 09: o10

B, 01, O3, 04, 07, Oy, O3, Os, O, Og
Oso

Bs 0, 0y, 03, O4, Os, Og, O3, O
099 (")10

B, 0y, O, 03, 04, 05, Og, Og, O3, O
C")10

Bs 01, O3, 07,05, 010 04, Os, Og 02, Os

Bs 03, 03, Os, Og, 07, 05, Oy

Og, Oy, O1o
B7 ('?1, ('_jzg _(:33, 94, _05,

063 073 083 093 010

Problemi anlama basamaginda ogrencilerin g¢ogunlugunun uygun yaklasim
sergiledikleri ve problemi kendi ciimleleriyle ifade etmeye g¢alistiklar1 goriilmiistiir (bkz.
Tablo 2). Ornegin, Os’in ¢dziim kagidi incelendiginde, 6grencinin problemi tamamen anladig
ve problemi kendi ifadeleriyle anlattif1 goriilmiistiir (bkz. Sekil 2). Os problem ifadesindeki

gerekli olmadigini diistindiigii ifadeleri de elemistir.

Problemde diwyayo yaklas maktow olaw kwyruklw ydduganv
edinigy denwmis. Sonwvar P noktouswndar kuwyruklw yddug
diwvyanu atmosferine girmis ve ayrw noktadon cukinus
tekvawdan. Aslnda problemde bir ay sonwvar dinyayo
vavacagy (kuyrukdw yddugn) séylenmis amar bw snemli
Sekil 2
Os’in Coziimiinden Problemi Anlamaya Iliskin Kesit
Degiskenleri secme ve varsayimlar1t kurma basamaginda 6grencilerin tamamen ya da
bir 6l¢iide uygun yaklasim sergiledikleri goriilmiistiir (bkz. Tablo 2). Bu basamakta 6grenciler
problem ifadesinden ve verilen sekilden hareketle ¢esitli varsayimlarda bulunmaya ve ¢6ziim

icin gerekli degiskenleri belirlemeye calismislardir. Ogrenciler varsayimlari olustururken
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gercek yasam deneyimlerinden ve fizik bilgilerinden de yararlanmiglardir. Ornegin, O
problemde verilen resimde en alt noktay: Giiney Kutbu olarak diisiinmiis ve bu noktay: teget
noktasi olarak almistir (bkz. Sekil 3). O, Kuyruklu Yildiz’in Diinya’ya gére hareketinin
parabol oldugunu varsaymistir.

Divyya giney kutbuno teget gecerek batidan gelir ve
doguwya dogrw ugaklasw. Harekett parabol olawrak kabul
edersek tekroardowv divyanuw atmosferine girme intimalis
yoktwr. Divwoayo yaklastikton sovwor  teget olawvak
degecektir. Daha sonwaw dav her seferinde dahow dav faglo

wgaklasacakir.
Sekil 3

O, 'nin Coziimiinden Degiskenleri Secme ve Varsayimlart Kurmaya Iliskin Kesit
Matematiksellestirme basamaginda bir 6grenci disinda tiim Ggrencilerin yaklagim
sergiledikleri goriilmiistiir (bkz. Tablo 2). Bu basamakta 6grenciler gercek yasam durumunu
matematiksellestirmeye c¢alismuslardir.  Ogrenciler problemi matematiksel olarak ifade
edebilmek igin problemde verilen sekli analitik diizleme tasimislar ve degiskenleri
matematiksel sembollerle ifade etmislerdir. Ogrenciler ayrica ¢oziim igin gerekli oldugunu
diisiindiikleri matematiksel kavramlara yonelik bilgilerini ortaya koymuslardir. Ornegin; Og
problemde verilen seklin parabol oldugu varsayimindan hareketle ¢6ziimiinii matematiksel
olarak ifade etmeye ¢alismistir (bkz. Sekil 4). Bu dogrultuda Oy, P noktasini x ekseni iizerinde
P(p,0) olacak sekilde belirterek, sekli analitik diizleme tasimistir. Ancak analitik diizleme
tagirken noktalarin yerini belirlemede ve degisken atamada bazi sikintilar yasamistir.
Sekil 4

Oq 'un Coziimiinden Matematiksellestirmeye Iliskin Kesit

Oy’iin bu basamaktaki yaklagimlar: onun uzunluk ile nokta kavramlarmi karistirdigin
ortaya gikarmustir. O4’iin sesli diisiinmelerini igeren asagidaki transkript, dgrencinin
matematiksellestirme basamaginda bazi sikintilar yasadigini ortaya ¢ikarmistir. Bu sikintilarin

temelinde yatan bir diger neden, s6z konusu 6grencinin paraboliin genel ifadesi olan y =
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ax? + bx + c¢’deki a parametresi ile Diinya’nin merkezi ve P noktas: arasindaki uzaklik
(Diinya’nin yarigapi) olarak atadigi a sabitini birbirine karistirmasi olmustur.

Simdi bizim ilk basta a dedigimiz sey, yaricaptydi, merkeziydi. Yani P noktasi
ile merkezi arasindaki uzaklikti. Demek ki bu deger pozitif olacak. Zaten grafikte de
pozitif. a®(x? —2) + 1 0’dan biiyiik. x neydi, kuyruklu yildizin diinyaya gore olan
konumuydu. Demek ki séyle +1 ya, bu deger pozitif olmak zorunda, eger pozitif olmak
zorundaysa, x%’nin 2’den biiyiik olmasi lazim. Evet, 2’den biiyiik olmas1 lazim.

Bu basamakta hi¢ yaklasim sergilemeyen O, gerekcesini ¢dziim kagidinda asagidaki
gibi ifade etmis ve bu basamaktan sonra herhangi bir yaklasim sergilememistir (bkz. Sekil 5).
Sekil 5
O; 'nin Coziimiinden Matematiksellestirmeye Iliskin Kesit
Bw konwyla matematikeier dezdl, cografyn ve astrolofi
ugmanlary dgilensind...

Matematiksel modelleri kurma ve birlestirme basamaginda yalnizca iki 6grenci uygun
yaklasimlar sergilerken, diger 6grenciler bir 6lgiide uygun yaklagimlar gelistirmislerdir (bkz.
Tablo 2). Bu basamakta 6grenciler degiskenleri iliskilendirmede ve 6n bilgilerini kullanmada
sitkinti yagamiglar ve genel olarak problemin ¢6ziimii i¢cin gerekli matematiksel modeli
olusturmada zorlanmislardir. Zorlanan ve yaklagimlari ile ilgili tereddiitleri olan dgrencilere
arastirmacilar yol gdstermek amacgli sorular sormuslardir. Buna karsm, O,’nin ¢dziimii
incelendiginde, problemin matematiksel modelini tamamen olusturdugu gorilmiistiir (bkz.
Sekil 6).

Sekil 6

O 'nin Coziimiinden Matematiksel Modelleri Kurma ve Birlestirmeye Iliskin Kesit

Parabolax? =y parabolidiv .
k: ((x, ax?)) noktasuun divyanun merkegine olawy ugzaklzy

olmak igere;
ST @ =k
VxZ+a%x* —2ax’r +r2 =k
Jax2(ax2—2r) +x2+r2 =k

Matematiksel ¢oziimii gergeklestirme basamaginda iki Ogrenci tamamen uygun
yaklasim sergilerken, bes 0grenci ise higbir yaklagimda bulunmamistir (bkz. Tablo 2). Bu
basamakta Ogrenciler problemde istenen dogrultusunda kurduklari matematiksel modeli
¢dzmeye ve matematiksel sonuglar elde etmeye ¢alismislardir. Ornegin; O, olusturdugu
matematiksel modelden (bkz. Sekil 6) yararlanarak uygun matematiksel sonuglar elde etmistir
(bkz. Sekil 7). Ogrenci bu siiregteki diisiincesini sesli olarak asagidaki gibi ifade etmistir.
Sekil 7

10
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O, 'nin Coziimiinden Matematiksel Coziimii Gerceklestirmeye Iliskin Kesit

Kuyruklu yildizin hareketini diisiiniirsek, bu ifadeden (kurdugu matematiksel modeli kastederek) elde
edecegim sonuclarmn hepsi r’den biiyiik ya da r’ye esit olmali.

\/axz(axz —2r)+x%24+r2z>r
VxZ+ 712+ a?x* —2axir =1
x? + 1?2+ a’x* — 2ax?’r =712
x? + a?x* — 2ax*r =0

x% = 2ax?r — a®x*

1= 2ar — a®x?

a’x? > 2ar -1

x € (—og+09) oldugundarx? € [0,+ 29 olwr. Buradawv

2ar—=1<0 a<4-

Coziimleri yorumlama basamaginda sekiz O6grenci hi¢ yaklasim sergilemezken iKi
ogrenci bir dlgiide uygun yaklasim sergilemistir (bkz. Tablo 2). Ogrencilerin yorumlama
basamaginda dogrudan matematiksel ¢Ozliime ulasamasalar bile degiskenleri ve bunlar
arasmdaki iliskileri yorumlamalari da dikkate alinmistir. Ogrencilerin bu yénde gergek yasam
deneyimlerinin  olmamasinin ve onlarin yorumlayabilecekleri verilerin problemde
verilmemesinin, bu basamakta yaklagim sergilememelerine neden olabildigi diisiiniilmektedir.
Ogrencilerin elde ettikleri matematiksel sonuglar1 analiz edip ger¢ek yasam baglaminda

yorumlamalarmin beklendigi bu basamakta, istenilen Olglide basarili olamadiklar
goriilmiistiir. Ormegin, O, a < % esitsizligine ulastiktan sonra gercek yasam durumunda bu
esitsizligin ne anlama geldigini sesli olarak asagidaki gibi ifade etmistir (bkz. Sekil 8).

. 1 o
Burada r dedigim diinyanin yarigapiydi. Demek ki a, P~ den kii¢lik veya esitmis. O zaman a ¢ok kiiglik
bir degermis.

Sekil 8

O 'nin Coziimiinden Céziimleri Yorumlamaya Iliskin Kesit

. 1 ..
Burada r dedigim diinyanin yarigapiydi. Demek ki a, P den kiiclik veya esitmis. O zaman a ¢ok kiigiik

bir degermis.

Modeli dogrulama basamaginda 6grenciler herhangi bir yaklasim sergilememislerdir
(bkz. Tablo 2). Ogrencilerin kurduklari matematiksel modelin ve elde ettikleri matematiksel
sonuglarin  gergek yasam durumu i¢in uygunlugunu sorgulamadiklari goriilmiistiir.
Ogrencilerin modelleme uygulamalarina aligtk olmamalari, modelleme siireci hakkinda
onceden Dbilgilendirilmemis olmalari ve problemin ifadesinden de dogrulama yapmalari
gerekecegini anlayamamis olmalar1 nedeniyle bu basamakta yaklasim sergileyemedikleri

diistiniilmektedir.
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Tartisma, Sonuc ve Oneriler

Matematiksel modelleme silireci c¢ergevesinde Ogrencilerin  Kuyruklu = Yildiz
Problemi’ne iliskin ¢6ziimlerinin incelendigi ¢alismada elde edilen bulgular dogrultusunda,
ogrencilerin modelleme basamaklari ilerledikge ¢oziime yonelik uygun yaklasim sergilemede
sikint1 yasadiklar1 goriilmiistiir. Ogrenciler problemi anlama basamaginda uygun yaklasimlar
sergileyerek, problemi kendi ciimleleriyle ifade etmislerdir. Problemi anlamamada yasanan
sikintilarin diger basamaklardaki yaklasimlar: da olumsuz etkileyecegi g6z oniine alindiginda,
bu basamagin Onemli oldugu disiiniilmektedir. Benzer sekilde, Peter-Koop (2004)
ogrencilerin problemi anlamlandirmalarinin problemi ¢ézmeleri i¢in 6nemli oldugunu ve
genellikle bu basamakta zorluk yasadiklarini ifade etmektedir.

Degiskenleri se¢gme ve varsayimlari kurma basamaginda bazi sikintilar yasayan
ogrenciler kuyruklu yildizin hareketini parabol olarak diisiinerek, ¢oziimii bu dogrultuda
gerceklestirmislerdir. Ogrencilerin s6z konusu varsayimlar1 kurmalarinda 6n bilgilerinin etkili
oldugu diisiiniilmektedir. Ogrencilerin gerekli degiskenleri ayiklayamamalar1 ve degiskenleri
nasil kullanacaklarini tam olarak bilememeleri (Balyta, 1999; Graham ve Thomas, 2000)
modelleme siirecinde bir takim sikintilar yasamalarina yol agmustir. Ogrencilerin
varsayimlarinin matematiksellestirme basamagint dogrudan sekillendirdigi goriilmiistiir.
Ogrencilerin farkli disiplinler arasinda iliski kurmaya yonelik bir egitim almamalarmin
matematiksellestirme basamaginda sikinti yasamalarinda etken oldugu diisliniilmektedir
(Blomhgj, 1993; Schoenfeld, 1992). Bu dogrultuda 6grencilerin hem farkli disiplinler ve
matematik arasinda iliski kurabilece§i ortamlarin yaratilmasi, hem de matematiksel
modelleme problemlerinin miimkiin oldugunca 0&grencilerin dikkatini ¢ekecek sekilde
tasarlanmasinin 6nemli oldugu diisiiniilmektedir.

Matematiksel modelleri kurma ve birlestirme basamaginda 6grenciler degiskenleri
iliskilendirirken ve matematiksel modeli olustururken, parabol kavramma iliskin
bilgilerindeki eksikliklerin, modeli kurmada sikint1 yasamalarina yol agtig1 diistiniilmektedir.
Matematiksel ¢oziimii gergeklestirme basamaginda ise Ogrenciler problemde istenen
dogrultusunda kurduklari matematiksel modeli ¢ézmeye ve matematiksel sonuclar elde
etmeye calismislardir.

Peter Koop’un (2004) calismasinin sonuglarina paralel olarak, bu g¢alismada da
¢oziimleri yorumlama basamaginda ogrenciler elde ettikleri matematiksel sonuglar1 analiz
ederek gergek yasam durumu baglaminda yorumlamada sikinti yasamislar ve bazen de hig
yorumlama yoluna gitmemislerdir. Ogrencilerin ¢dziimii yorumlamay: tercih etmemelerinin

nedeninin, Clement’in (1982) de ifade ettigi gibi problemlerde sonuca odakli bir ¢6ziime
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alisik olmalarinin olabilecegi diisiiniilmektedir. Kapur (1982) tarafindan da benzer bir sonuca
isaret edildigi gibi, bu calismada da modeli dogrulama basamaginda 6grenciler, kurduklar
matematiksel modelin ve ondan elde ettikleri sonuglarin ger¢ek yasam durumu i¢in
uygunlugunu sorgulamamislardir. Coziimleri yorumlama ve modeli dogrulama basamaklari
modelleme siireci i¢in 6nemli basamaklar1 olarak kabul edildigi (Hestenes, 1987; Tuminaro
ve Redish, 2003) goz oniine alindiginda 6grencilerin bu yonlerinin gelistirilmesinin énemli
oldugu disiiniilmektedir. Modelleme siirecinde gerceklestirilen {ist biligsel siireclerin
olusmasinda da dogrulama basamagi 6nemli bir rol oynamaktadir (Hidiroglu, 2012). Clement
(1982) ve Kapur’un (1987) calismalarina paralel olarak, bu ¢alismada da sonuca odaklanan
ogrenciler, matematiksel sonucu bulduklar1 anda problemi ve yaptiklarini yorumlamay1 ve
dogrulamay1 birakma egiliminde olduklar1 i¢in son iki basamakta 6grenciler uygun yaklasim
sergilemede yetersiz kalmislardir. Bununla birlikte s6z konusu yetersizligin problemin
yapisindan da kaynaklanabilecegi diisiiniilmektedir. Bu nedenle problemde 6grencilere gergek
yasam verilerine iligkin bir tablo verilerek daha zengin bir ortam saglanabilir. Ayrica
bilgisayar ortaminda verilecek bir animasyon araciligi ile dgrencilerin Diinya ve Kuyruklu
Yildiz’1n hareketlerini gorme sansi elde etmelerine yardimci olunabilir.
Calismanin sonuglar1 dogrultusunda asagidaki onerilere yer verilmektedir:

e Ortadgretim Ogrencilerinin matematiksel modelleme siireci hakkinda bilgilendirilerek,
modelleme basamaklarina yonelik yaklagimlarinin daha bilingli ve ¢esitli olmasi
saglanmalidir.

e Oprencilerin modelleme becerilerinin gelistirilmesi ve modelleme basamaklarinda
zengin yaklasimlar sergileyebilmesi icin siif ortaminda farkli matematiksel
modelleme problemleri uygulanmali ve problemlerin ¢6ziimleri tartisilmalidir.

e Farkli disiplinlerden Ogretmenlerin isbirligi ile Ogrencilerin disiplinler arasi
matematiksel modelleme problemleri ile karsilasabilecekleri uygulamalar
gerceklestirilmelidir.
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Extended Abstract
Introduction

Mathematical modelling is considered as a dynamic method making easy to see the
relations inside the nature of the problems in all areas of life, to discover, classify, generalize
and deduce these relations and explain them using mathematical terms. Considering the
studies conducted on the modelling, it is remarkable that there are different modelling
processes in the literature. It is thought that this difference resulted from how the researchers
interpreted the modelling and how complex the problems were. The basic steps of the
modelling process developed by considering the modelling processes are understanding the
problem, choosing variables and making assumptions, constructing the mathematical models
and correlating them, mathematizing, interpreting the solutions, and validating the model.
Considering that modelling problems are open ended and they do not have definite answers
known before, it is thought that almost all of the students can succeed in some levels in the
modelling process and their mathematical thinking abilities can be developed. For this reason,
it is thought that mathematical modelling will be utilized to provide the attendance of the
students at different levels in the mathematics teaching. Accordingly, the purpose of this
study is to examine the students’ solutions regarding the Comet Problem in the frame of the
mathematical modelling process.

Methods

The study is conducted by using the case study method, which is one of the qualitative
research methods. In the study carried out with ten secondary students, the data are the written
answers given the Comet Problem and the transcriptions of the video recordings. The rubric
prepared by considering the seven step mathematical modelling process is used in the
analyses of the problems. The analyses of the student solutions are presented in the table
including the steps of the mathematical modelling process and the columns composed of
showing no approach (true or false), showing partly appropriate approach and showing
completely appropriate approach.

Results and Discussion
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In the step of understanding the problem, eight students showed completely
appropriate approach, and two of them showed partly appropriate approach, and they tried to
state the problem in their own words. It was seen that the students showed approaches
completely (four of them) and partly (six of them) in the step of choosing variables and
making assumptions. In this step, the students had difficulties in correlating the variables and
constructing the required mathematical model. All of the students except one of them showed
approaches in the mathematising step. Two of the approaches were completely appropriate,
and seven of them were partly appropriate in this step. To state the problem mathematically,
the students transferred the figure given in the problem into the analytic plane, represented the
variables by using mathematical symbols, and revealed their knowledge concerning the
mathematical concepts thought as necessary. In the step of constructing mathematical models
and correlating them, only two students showed completely appropriate approach, two of
them showed no approach and six of them showed partly appropriate approach. The students
had difficulties correlating the variables, using their pre-knowledge and generally constructing
the mathematical model required for the solution of the problem in this step. While two
students showed completely appropriate approach, five of them showed no approach and three
of them showed partly appropriate approach in the mathematising step. They tried to solve the
constructed mathematical model in accordance with the needed approach in the problem and
get the mathematical results in this step. In the step of interpreting the results, eight of the
students showed no approach and the approaches of two students were partly appropriate.
There were no students showing appropriate approach in the step of validating the model.

It was seen that students’ approaches were less appropriate to the solution when they
progressed in the steps. Almost all of the students tried to express the problem in their own
words partly or completely, make assumptions, associate mathematics to real life, identify the
required variables, express variables mathematically by transferring the figure into the
analytic plane. The students generally performed low in the last two steps. The students
focusing on the result tended to give up solving the problem and interpreting their solutions
when they thought that they found the result. In the interpreting step considered as the most
important step of the modelling process by most researchers, all students could not show any
approach. One of the important purposes of the mathematics education is to help students to
realize the value of mathematical modelling in extensive situations and for the learning

environments to enrich this kind of problems, which is of great importance.
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