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Ozet

Atkin ve Swinnerton — Dyer, ayrisimlarin tirete¢ fonksiyonunun modulo 5, 7 ve 11 i¢in bazi
kongriians dzelliklerini hesaplamislardir. Modulo 5 ve 7 igin sonuglart dogrudan elde
etmigler fakat modulo 11 i¢in, once sonuglari vermisler ve daha sonra bu sonuglar
kullanarak ispat yapmislardir. Bu ¢calismada, Atkin ve Swinnerton — Dyer in modulo 11 igin
Verdikleri kongriianslarin nasil hesaplanabilecegi izah edilecektir.

Anahtar Kelimeler: Ayrisimlar, Ayrisum Fonksiyonu, Ayrisim Kongriianslari.

Congruences Properties of Partitions for Modulo 11

Abstract

Atkin and Swinnerton — Dyer calculated some congruences properties of the generating
function for the partitions for modulo 5, 7 and 11. They obtained the results directly for
modulo 5 and 7, but for modulo 11, they gave the congruences, and proved later by using
these congruences. In this paper, it is explained how the congruences given by Atkin and
Swinnerton — Dyer can be calculated for modulo 11.

Keywords: Partitions, Partition Function, Partition Congruences.

Giris

Pozitif bir tamsayi, ¢arpimsal ve toplamsal olarak iki sekilde parcalanir. Carpimsal olarak
parcalamak, asal carpanlarina ayirmak iken toplamsal olarak parcalamak ise ayrisimlarina
ayirmaktir.

Tamm 1.1. Bir n pozitif tamsayisinin bir ayrisimi, n’nin pozitif tamsayilarin toplami olarak
sira farki gozetmeksizin bir yazilisidir. Ayrisimi olusturan pozitif tamsayilarin her birine
parca adi verilir ve bir ayrisim yazilirken pargalar azalan sirada yazilir. p(n) ile n’nin
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ayrisimlart sayis1 gosterilir ve p(0):=1 olarak tanimlanir. p(n) sayisina ayrisim fonksiyonu adi
verilir (Skiena, 1990).
Ornek 1.2. 5’in ayrisimlari;

5 =5
=4+1
=3+2
=3+1+1
=2+2+1
=2+1+1+1
=1+1+1+1+1

seklindedir. Sira farki gozetilmedigi i¢in 3+2 ve 2+3 aynigimlari esittir. Dolayisiyla
p(5)=7"dir.
n buyidik¢e p(n) olduk¢a hizli biyiliyen bir sayidir. p(5)=7, p(L0)=42,
p(20) =627, p(50)=204226, p(100)=190569292 ve p(200)=3972999029388"dir. p(n)
ayrisim sayisint hesaplamak icin kullanilabilecek birkag yontem mevcuttur. Kiiciik pozitif
tamsayilar i¢cin MacMahon (1926) tarafindan bulunan asagidaki esitlik kullanilabilir;
p(n)—p(n-1)—p(n-2)+ p(n-5)+ p(n—7)— p(n-12) — p(n—15)+...=0,
fakat n biiyiidiikge bu ve benzeri 6zdeslikleri kullanmak zorlasacaktir. Biiylik n pozitif
tamsayilarinin ayrisim sayilar1 i¢in Hardy ve Ramanujan (1918) asagidaki 6zdesligi elde

etmislerdir:

p(n) Ll —1 em™2l3

an3

{ p(n)}nZO dizisinin tirete¢ fonksiyonu z p(n)q" serisidir ve
n=0

o0 n o0 1
>pMa"=[]— la/<1 (Euler) @
n=0 r=1 l_q
=1+9+29°+30°+59" +79° +119° +...
dir (Hircshhorn,1999).

Ayrisim teorisinde 6nemli bir doniim noktast 1919 yilinda Ramanujan’in vermis

oldugu asagidaki ii¢ kongriianstir (Ramanujan, 1927):
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p(5n+4)=0 (mod 5)
p(7n+5)=0 (mod 7)
p(1In+6)=0 (mod1ll).

Ramanujan bu kongriianslar1 vermis ve daha sonra bunlari analitik yontemlerle
ispatlamistir. Bu kongriianslar baska matematikgiler tarafindan da farkli yontemlerle
ispatlanmistir. Bu ispatlardan en ilging olan1 1944 yilinda heniiz fizik bolimi 6grencisi olan
Dyson’in vermis oldugu bir sayma teknigidir (Dyson, 1944). Dyson bir ayrigimin rank’in1

“en biiylik parca — parca sayis1”
olarak tanimlamistir. Rank, Ramanujan’in ilk iki kongriiansini ispatlayan giizel bir sayma
teknigidir.
Ornek 1.3. p(5n+4)=0 (mod 5) kongriiansinin rank ile ispatim gérmek kolay degildir.
Fakat rank’in daha iyi anlasilabilmesi i¢in 4’lin ayrisimlarinin rank’larina gére modulo 5

denklik siniflarina esit bir sekilde dagildigi Tablo 1’de goriilebilir.

Tablo 1. 4 Tamsayisinin Ayrisimlarinin Rank’lar

Ayrisim En biiyiik parca Parga sayis1 Rank Rank Mod 5
4 4 1 3 3
3+1 3 2 1 1
242 2 2 0 0
2+1+1 2 3 -1 4
1+1+1+1 1 4 -3 2

Dyson’in rank’1, Ramanujan’in ii¢lincii kongriiansi i¢in netice vermemektedir. Dyson
bunun {izerine rank’a benzer bir sayma teknigi bulunabilecegini ve bu teknige “crank” adini
vermek istedigini belirtmistir. Dyson sadece iddialarda bulunmus fakat bunlarn
ispatlamamistir. Dyson’in tiim iddialar1 Atkin ve Swinnerton — Dyer (1954) tarafindan
ispatlanmigtir. Garvan (1988), pozitif tamsayilarin vektorel ayrisimlarmin crank’ini

tanimlamistir. Dyson’in crank’1 ise Andrews ve Garvan (1988) tarafindan bulunmustur:
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Tamim 1.4. 7 bir ayrisim olmak {izere, () ile 7z nin en biiyilik parcasi, w(z) ile 7 deki
1’lerin sayisi ve w(x) ile de 7 nin w(x) den biiyiik parcalarinin sayisi gosterilirse 7 nin
crank’1

{l(ﬂ') eger w(r)=0 ise,
c(7) = i .
u(r)—w(r) eger w(r)>0 ise

seklinde tanimlanir (Andrews ve Garvan, 1988).
Ornek 1.5. Tablo 2 incelenirse 6 tamsayisinin ayrisimlarin cranklarina gére modulo 11

denklik siniflarina esit miktarda dagildigi goriilebilir.

Tablo 2. 6 Tamsayisinin Ayrisimlarinin Crank’lar

Ayrisim (1) () w(r) u(r) c(x) c(z) mod 11
6 6 0 1 6 6
5+1 5 1 1 0 0
4+2 4 0 2 4 4
4+1+1 4 2 1 -1 10
3+3 3 0 2 3 3
3+2+1 3 1 2 1 1
3+1+1+1 3 3 0 -3 8
2+2+42 2 0 3 2 2
2+2+1+1 2 2 0 -2 9
2+1+1+1+1 2 4 0 -4 7
1+1+1+1+1+1 1 6 0 -6 5

Atkin ve Swinnerton — Dyer, Ramanujan kongriianslart ve Dyson’in iddialarini
ispatlamak i¢in kullanigh bir yontem vermislerdir. Bu yontem, verilen bir m pozitif tamsayisi
i¢in ’daki bir kuvvet serisini, katsayilar1 y’de (y = q™) kuvvet serisi olan ¢’nun (m — 1) — inci
dereceden bir polinomu olarak yazmaktir.

Bu calismada, m daima asal kabul edilecek ve Atkin ve Swinnerton — Dyer’in

notasyonu kullanilacaktir;

o0

(z;g), =] J@-2z9""

r=1

ve

P(z,0):=(z;9)..(z"q;0)., ()
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olsun. P(z,q) fonksiyonu 0<z <|z|<z, halka sl bdlgesinde tek degerli analitik bir

fonksiyondur ve asagidaki esitlikleri saglar (Atkin ve Swinnerton-Dyer, 1954):
Pz'q.0)=P@a), P@9.9)=-z"P@q). (3)

Kabul edelim ki a, m ile béliinmesin. (2) esitligi kullanilarak

P@=P.@ =Py Y =[[a-y" P )a-y™) @
ve
PO) =P, =] - y™) ©)

tanimlar1 yapilabilir. Burada P(0), P(a) taniminda a yerine 0 yazilarak elde edilen bir ifade
degildir (Atkin ve Swinnerton-Dyer, 1954). (3) ten

P(m—a)=P(a), P(-a) =P(m+a) = —y“P(a) (6)
esitliklerinin saglandig1 gortlebilir. (6) 6zdeslikleri, bilesenlerin hesabinda ¢ok énemli bir rol
oynar. Ornegin m = 11 i¢in yazilabilecek olan tiim P(a) sonsuz ¢arpimlari, P(0), P(1), P(2),
P(3), P(4) ve P(5) ten birisine indirgenir.
Ornek 1.6. P(20) =P(9+11) =—y°P(9) = -y °*P(11-2) =—y°P(2) bulunur.

P(a) sonsuz ¢arpimlart aslinda Jacobi Theta Fonksiyonlarindan birisi yani bir kuvvet
serisidir. Ayrisim teorisinde analitik ispatlar i¢in her zaman Jacobi Theta Fonksiyonlar1 ve
eliptik fonksiyonlar teorisine ihtiya¢ duyulmaktadir. Bu makalede izlenecek yol analitik
olmadigindan dolay1 bu teorilere deginilmemistir.

Ureteg fonksiyonu
F=> p(n)q’
n=0

olsun. Euclid bolme algoritmasindan n=mr+s, 0£s<|m| olacak sekilde r ve s pozitif

tamsayilar1 vardir.
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Dolayisiyla;

1

; p(mr +s)q

3

mr+s

Il
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q° ) p(mr+s)g™

Il
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LN

=24

S

p(mr+s)y’

7
o
Il
o

r

elde edilir. Bu polinomun katsayilari, n=20, 1, 2,..., m— 1 i¢in

FEM =g p(mn+k)y"

n=0

seklinde tanimlansin. F®™ ye, F'nin k-yinc1 bileseni ad1 verilir (Lewis, 1995). A¢ik olarak

3
LN

F=>Fm

k

I
o

tem "yani y’de kuvvet serileri olan ¢’nun (m-1)-

dir. Dolayisiyla F kuvvet serisi, katsayilart F
inci dereceden bir polinomu olarak yazilmis olur. Bu sayede kuvvet serileri arasindaki

herhangi bir iligki polinomlar arasindaki iligkilere indirgenmis olur.

Bilesenlerin Bazi Kongriians Ozellikleri
Atkin ve Swinnerton — Dyer, ayrisimlarin kongriians 6zelliklerini ve rank’a gore 6zelliklerini
hesaplamak i¢in asagidaki iki lemmay1 kullanmiglardir:

Lemma 2.1. (Atkin ve Swinnerton — Dyer, 1954)

o (m=3)/2 3c(c+1) m—1
[T1@-a)=P©) > (-1°(2c+1)g? P[T—cj (mod m). (7)
r=1 c=0
Lemma 2.2. (Atkin ve Swinnerton — Dyer, 1954)
ebob(6,n)=1ve n=6A+u (x==1) olmak iizere;
© ] L @i m/2 . Lze-m P(2¢
[Ta-a)=(-0a”“"PE)|1+ 3. (-1q=™ " P ®)
r=1 c=1 P(C)

dir.
Atkin ve Swinnerton-Dyer bilesenlerin modulo 5 kongriians 6zellikleri igin asagidaki
Teoremi vermislerdir;

Teorem 2.3. (Atkin ve Swinnerton — Dyer, 1954) m =5 i¢in
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F(O 5) P(O)P(Z) ( Od 5)

P*(1)
Fe9 = P?? (mod 5),
F®® =2¢? PEO; (mod 5),
F(S 5) _ 3q3 Pl(:)o)(zgl) ( d 5)

F*¥=0 (mod 5).
Ispat. Lemma 2.1, m = 5 igin

[Ta-a) =PO{P@-3aP®} (mods)

kongriiansin1 verir ve

[Ta-a7 =[Ta-a)=]]a-y)=POPOPE) (mods)

bulunur. Bu iki 6zdeslik

m-1 © © 1 {ﬁ(l_qr)a}
= n=0 r=1 _yl‘2

r=1

kongriiansinda yerlerine yazildiktan sonra g’nun katsayilar1 esitlenirse teorem elde edilmis
olur.

Modulo 7 kongriians 6zellikleri de tamamen benzer sekilde elde edilir. Atkin ve
Swinnerton-Dyer Lemma 2.1°1 agsagidaki kongriians igerisinde kullanarak bilesenlerin modulo

7 i¢in kongriians 6zelliklerini hesaplamislardir:

-1

. {f[(l q)}
F=Y gkm _Z p(n)q" H]_ r (mod 7).

r 0
k

n=0 r=1 q H(l y )

r=

3

Il
o

Atkin ve Swinnerton-Dyer, bilesenlerin modulo 11 kongriians 6zellikleri i¢in yine

benzer sekilde
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1 . { ] (1—qf)3} {ﬁa—qf)}
F= Z Fm - Z p(nN)q" :Hl =~ =1 (mod 11)

_ qr = 0 (9)
- [1a-y)
r=1
kongriiansinda ¢’nun katsayilarinin Lemma 2.4 yardimiyla sadelestirilerek bulunabilecegini iddia

etmislerdir.
Lemma 2.4. (Atkin ve Swinnerton — Dyer, 1954)

b,c,d,b+c,ctd,b+d lerin hig birisi m ile boliinmesin. Bu durumda

P?(b)P(c+d)P(c—d)—P*(c)P(b+d)P(b—d)+y**P?(d)P(b+c)P(b—-c)=0
dir.
Fakat bunun oldukca sikici bir yontem oldugunu belirtmisler ve bunun yerine dnce
Teorem 2.5’1 vermisler ve bu sonuglar kullanarak ispat yapmislardir.
Teorem 2.5. (Atkin ve Swinnerton — Dyer, 1954)
m=11 i¢in

F(oyll)E@ (mod 11),

PQ)

POPE) (mod 11)

PQ)P(3) |

ICE ZqZM (mod 11),
P)P(4)

111)

=q

FG1) _3 s P(O)P(2) (mod 11),
POPE)

P(0)
F@ =5q° mod 11),
T2 ( )

=ICEE E7qu (mod 11)
P(PE) |
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FOY=0 (mod 11),
PO (mod 11),

F(7,ll) = 4q7 (
P(3)

@1 _ gyt POPA)
F* =6yq P(@)P(5) (mod 11),

SICERY qugm (mod 11),
P(4)

o1y _ 9q10 @ (mod 11).
P(5)

Teorem 2.5’teki sonuglart

o 10 o 2
{H (1_ qr)s}z F(k,ll)qk _{H (1_ qr)B} =0 (mOd 11)
r=1 k=0 r=1
kongriiansinda  yerine yazmig ve (Q’nun katsayilarinin  sifira  denk  oldugunu

Lemma 2.4’ten m = 11 i¢in bulunan asagidaki on esitlik ile sadelestirme yaparak

gostermislerdir;

P(3)P*(5) - P(5)P*(4) + y’P(2)P*(1) =0,
P(2)P*(5)-P(3)P*(4) + y*P()P*(2) =0,
P(2)P*(4)-P(5)P*(3)+ y*P(4)P*()) =0,
P@)P*(5)-P(4)P*(3) + yP(3)P*(2) =0,
P@)P*(3)-P(4)P*(2) + yP(5)P*(1) =0,

P(2)P(4)P*(5) - P(4)P(5)P*(3) + y*P(2)P(3)P*(1) = 0,
PL)P(4)P*(5) - P(2)P(3)P*(4) + yP()P(2)P*(3) =0,
PQ)P(3)P*(5) - P(4)P(5)P*(2) + yP(3)P(4)P*(1) =0,
PL)P(5)P*(4) - P(2)P(5)P*(3) + yP()P(4)P*(2) =0,
PP)P?(4)-P(3)P(5)P*(2) + yP(2)P(5)P*(1) = 0.

(10)

Fakat (9) kongriians1 dikkatli olarak incelenirse, bu kongriians kullanilarak bulunacak
sonuclar da P*(0) carpani olmasi gerekirken, Teorem 2.5’teki bilesenlere bakildiginda ise
P(0) carpani vardir. Agikca, Atkin ve Swinnerton-Dyer’in, (9) kongriiansini (10) esitlikleri
ile sadelestirerek Teorem 2.5°1 elde etmis olmalari miimkiin degildir. Kongriianslari ne sekilde
elde etmis olduklar1 bilinmemesine ragmen bu ¢alismada, belirtmis olduklar1 yontem ve yeni

bir kongriians kullanilarak Teorem 2.5 elde edilecektir.
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Teorem 2.5’teki sonuglart Hirschhorn (1987)

B[Ta-a)= 3 )™ (6m+3°En+D-(6m+36n+17)g” "

n>0 m,N=—0

esitliginin sag tarafindaki seriyi
P(a,q)P(b,q)P(ab,q)P(ab™,g)(g,0)2 = P(a’,4°)(a’,a°)% {P(b’a,q°) ~bP(b°q’,o°)}
-abP(0’,0°)(a".q)% {P(a’a,o°) ~aP(aa’, o)}
Winquist 6zdesligi (1968) ve
PG, = 3 ()" 2q"
Jacobi iiclii carpimui ile diizenleyerek asagidaki kongriiansi elde etmistir;
]2[(1—qr)10 = P*(0){P(2)P(3)P(4)P(5) + aP()P(4)P*(5) + 24°P(2)P*(3)P(5)
r-1

+30°P2(2)P(4)P(5) +5q*P(1)P(3)P(4)P(5) + 7q°P (1) P(3) P?(4)
+4q"PA)P(2)P(4)P(5) +6yq°*P*(1)P(2)P(3) +8q°P(1)P(2) P(3)P(5)
+99"°P()P(Q)P(3P(4)}  (mod1d).

Bu kongriiansi
f[(l—q’)“ = ﬁa_ y") =P(0)P()P(2)P(3)P(4)P(5) (mod 11)

ile bolerek Teorem 2.5’1 dogrudan ispatlamistir.

Bilesenlerin Kongriians Ozelliklerinin Dogrudan Hesaplanmasi

Lemma 2.1 ve Lemma 2.2, m = 11 igin sirasiyla

ﬁ(l—qr)S = P(0){P(5)~3P(4)q +5P(3)q° ~7P(2)q° +9P(1))q*} (mod11)

ve

P4) PR LPG) . PO . PO
H(l )= (0){P(2) AERETO RO R %}

sonuglarini verir. Bu iki ifade ve

ﬁ(l— y")=P(O)PMP(2)P)P(4)P(5)
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esitligi
00 4 o0 o0
{Ta-a7} =TTa-y)[Te-a) (modzy)
r=1 r=1 r=1
kongriiansinda yerine yazildiktan sonra ¢° in katsayilar1 esitlenirse

P*(0) {5yP2(3)P(1) P(5) +3yP?*(5)P(1)P(2) + 2yP*(2)P(3)P(4)

11
+P?(4)P(3)P(5) - 4y’P*())P(2)P(4)} = P(0)P()P(2)P(3P(4)P(5) (mod11) )

kongriians1 bulunur.

Literatiirdeki ¢alismalar incelendiginde (11) in yeni bir kongriians oldugu ve ilk defa
burada goriildiigii anlasilmaktadir. Atkin ve Swinnerton-Dyer’in ¢ok daha zor bir yol tercih
etmeleri ve (11) kongriiansinin bir benzerini kullanmamalari, Teorem 2.5’1 daha farkli bir
sekilde elde ettiklerini akla getirmektedir. Atkin ve Swinnerton-Dyer’in, Teorem 2.5 i¢in
kullandiklar1 ispat yontemine benzer “sentetik” ispatlar izah1 zor yontemlerle elde edilen
sonuglar1 dolayli yollardan ispatlamak icin yapilir. Bu makalede ise Teorem 2.5 dogrudan
elde edilmistir.

(9) kongriiansinda q0 n katsayisi

P*(0){-y’P*()P(2)P(4)P°(5) + 4y°P*(1)P* (2)P*(3)P(5) + 2y*P* ()P*(2)P(3)P*(4)P(5)
+2y*P2(1)P*(2)P(3)P(4) + 3yP2 (1) P(3)P*(4)P2(5) + 5y*P2 (1) P(2) P*(3)P(4)P?(5)
—2y?’PM)P*(2)P*(3)P(5) —3yP(1)P?(2)P(3)P(4)P*(5) +3yP(1)P(2)P* (3)P(4)P?(5)
P()P(3)P*(4)P*(5)-3yP*(2)P*(3)P*(4)P(5)}/ {P* ()P’ (2)P*(3)P* (4)P*(5)}

elde edilir. Bu ifade (10) esitlikleri ile kolayca yapilabilinecek aritmetik operasyonlarla

sadelestirildikten sonra
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com __ PP(0)P)P(3)P(4)P(5)
P*()P*(2)P*(3)P*(4)P*(5)
+2yP2(2QP(3)P(4) + P*(4)P(3)P(5) ~4y*P*()P(2)P(4)} (mod 11)

___ PPE)PMAPE)
P*(DP*(2P*(P*(4)P*(5)

{5yP*(3)P(1)P(5) +3yP’(5)P(1)P(2)

{P(O)P(l)P(2)P(3)P(4)P(5)} (mod 11)
= PO (mod 11),
P@)
bulunur, g nun katsayisi

ay _  PP(QPQ)P(4)P*(5)
- PP()P*(2)P*(3)P*(4)P*(5)
+2yP?(2)P(3)P(4) + P*(4)P(3)P(5) - 4y’P*(YP(2)P(4)} (mod 11)

{5yP2(3)P(1)P(5) +3yP*(5)P(1)P(2)

_ P(O)P()P(4)P*(5)

~ PY()P2(2)P*(3PX(4)P(5)
_P(0)P(5)
“P(2PQ)

{P(O)P(l)P(Z)P(3)P(4)P(5)} (mod 11)
(mod 11).

elde edilir. Diger bilesenler ise benzer sekilde kolayca hesaplanir.
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