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Ozet

istatistikte Bayesci ¢ikarim, ilave bir bilgi 6grenildiginde bir parametrenin sonsal tahminini

Anahtar kelimeler

Bayesci Yaklagim;

Lojistik Regresyon;
MCMC

gincellemede Bayes kuralini kullanan bir ¢ikarim metodudur. Bayesci giincelleme
istatistikte 6zellikle matematiksel istatistikte dnemli bir ydntemdir. Bir istatistiksel metot
icin Bayesci ¢ikarim otomatik olarak herhangi bir hesaplama metodu kadar iyi ¢ahsir. Bu
calismada iki gergek veri Gzerinde Lojistik regresyon igin Bayesci yaklasim verilmistir.

A Bayesian Approach for Parameter Estimation in Logistic Regression

Abstract

In statistics, Bayesian inference is a method of inference in which Bayes' rule is used to

Key words
Bayesian Approach;
Logistic Regression;

MCMC

update the probability estimate for a parameter as additional evidence is learned.
Bayesian updating is an important technique throughout statistics, and especially in
mathematical statistics. Exhibiting a Bayesian derivation for a statistical method
automatically ensures that the method works as well as any competing method. In this

study, we briefly give Bayesian methodology with two real data application to logistic

regression.

1.Giris

Klasik istatistiksel metotlar uygulamada yaygin
olarak kullanilmaktadir. Bu metotlar, bilinmeyen
parametreleri sabit varsayar ve nispi frekanslari
kullanarak bu parametrelere iliskin olasiliklari
belirler. Bu varsayimlardan hareketle, parametreler
sabit oldugundan onlar hakkinda olasilik gikarimlari
yapilamayacagl aciktir. “inan¢ derecesi” olarak
olasihgl (yani, bir olayin dogruluguna inanilma
derecesini) ve tesadifi degisken olarak deneme
kabul eden metotlar

parametresini Bayesci

alternatif bir yaklasim sunar. Bu varsayimlardan
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hareketle olasiliklar subjektif olur ve parametreler
hakkinda olasilik hesabi yapilabilir. “Bayesci” terimi,
19.uncu ylzyilda yasamis Thomas Bayes’ in Bayes
teoreminin yaygin kullanimindan gelir.

2. Bayesci Yaklagim

Olasilik yogunluk fonksiyonu p(y|@) ile tanimli

istatistiksel bir model kullanarak y:{yl,...,yn}

verisine ait @ parametresinin tahmini elde edilmek

istenir. Bayesci yaklasima gore, dagihim ve olasilik

hakkindaki bilgiler yetersiz oldugunda &6 tam

olarak belirlenemeyecektir. En genel olarak, &
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http://en.wikipedia.org/wiki/Statistical_inference
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hakkindaki belirsizligi en iyi agiklayacak dagilim, sifir

ortalamali ve bir varyansli normal dagilimdir.
Bayesci ¢ikariminin  temelleri asagida

verilmistir:

1. @ igin, 7(0) ile gosterilen bir olasilik dagilimi

formile edilir. Bu dagilim, 6nsel dagillim yada
sadece 6nsel olarak adlandirilir. Onsel dagilim, veri
bilinmeden 6nceki parametre hakkindaki bilgileri
ifade eder.

2. Gozlemlenmis Y veri setiigin, & verildiginde Yy
-nin dagilimini tanimlayan bir p(y|6?) olabilirlik

fonksiyonu belirlenir.

3. Onsel ve olabilirlik giincellenerek p(<9|y) sonsal

dagilimi  hesaplanir ve 6 hakkindaki butlin

istatistiksel ¢ikarimlar sonsal dagilimdan elde edilir.

Yukarida bahsedilen ¢ adim Bayes
Teoremi kullanilarak asagidaki gibi formiile
edilebilir.

6, p(y|60)7(6)
p(y) p(y)
___p(y|o)z(0)
[ p(y|0)z(6)do
Burada jp(y\@)n(@)d@, sonsal dagilimin

p(y), VY’ nin marjinal

normallestirme sabiti ve
dagiimidir. @ 'nin olabilirlik fonksiyonu p(y|0)
‘'nin herhangi bir orantili fonksiyonudur, yani
L(O) o< p(y|6?) dir. Buradan, Bayes formiiliini

asagidaki gibi de yazmak mimkunddr:

L(0)7(0)

Pely)= [L©)r(6)d0

p(y) marjinal dagihmi, bir integraldir. integral

sonlu oldugu silirece, bu integralin degeri sonsal

dagilim hakkinda herhangi ilave bir bilgi vermez. Bu

nedenle, p(0| y) asagida verilen orantili formda

rastgele sabit olarak yazilabilir:

P(E]y) o< L(6) (6)

Basitce sOylemek gerekirse, Bayesci yaklasim var
olan bilginin yeni bilgi ile nasil glincellenecegini

ifade eder.

2.1. Onsel dagim

Bir parametrenin o6nsel dagilimi, veriyi analiz
etmeden O6nce parametre hakkinda kesin olmayan
bilgileri iceren olasilik dagilimidir. Onsel dagihm ve
olabilirlik fonksiyonunun ¢arpimi parametrenin
sonsal dagilimini verir. Sonsal dagilimi kullanarak
tim  ckarimlar  yapilabilir.  Onsel  dagilim
kullanmaksizin modelleme veya Bayesci ¢ikarim
yapilamaz. Bayesci olasilik, tesadifi bir olaya ait
inang derecesinin Olglslidir. Bu tanima goére, bu
olasilik subjektiftir

oldukga (bilgilendirici).

Dolayisiyla tim oOnseller subjektif ve objektif
(bilgilendirmeyen) 6nseller olarak siniflandirilir.
Subjektif onsellere karsi objektif dnseller hakkinda
Berger (2006) ve Goldstein (2006) detayh bilgiler
vermistir.

Objektif Onsel, sonsal dagilim (zerinde
minimum etkiye sahiptir ve belirsiz, diffliz ya da diiz
onseller olarak da isimlendirilir. Bu 6nseller daha
objektif gorindiklerinden pek c¢ok istatistikgi

tarafindan kullanilirlar. Ancak, parametre

hakkindaki toplam belirsizligin objektif 0Onselle

verilmesi her zaman uygun degildir. Bazl

kullaniciyr  yanlis

durumlarda, objektif onseller

sonsallara gotiirebilir. Daha detayl bilgi icin Kass ve
Wasserman (1996)’a bakilabilir.
Subjektif 0Onsel

dagilimlar pratikte en fazla
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kullanilan oOnsellerdir. Bu o©Onsellerden en c¢ok
bilinenler Eslenik onsel ve leffreys’in o6nselidir.
Eslenik 6nseller, sonsal dagilimi kolay elde etmek
ve hesaplamalardaki kolaylik icin tercih edilir.
Jeffreys (1961) tarafindan onerilen ve oldukga kolay
hesaplanabilen Jeffreys’in 6nseli, diizgiin dagilim
ozelligine sahip olup parametrelerin tanimli oldugu
aralik disinda buyiuk degerleri icermez. Ayrica
olabilirligin anlamli oldugu boélgede c¢ok fazla
degismeyen ve Fisher bilgi matrisi kullanilarak
hesaplanan bir dnseldir. Detayll bilgi icin Bernardo
ve Smith (2000) ve O’Hagan (1994)’e bakilabilir.
Bayesci analiz kullanmanin avantajlarindan
bazilari ise soyle ifade edilebilir: Teorik cati altinda,
verinin onsel bilgi ile birlesiminin temel ve dogal bir
yolunu saglar. Asimptotik yaklasim olmaksizin,
veriden sarth ve kesin ¢ikarimlar verir. Kigik o6rnek
baydkliklerinde de  kullanilabilir.  Parametre
tahminleri ve hipotez testlerinde direk ¢ikarimlar
verir. Kayip veri problemleri ve hiyerarsik modeller
icin kolaylikla uygulanir. Ayni zamanda bazi
dezavantajlara da sahiptir. Onselin seciminde kesin
bir yéntem yoktur. Ozellikle parametre sayisinin
fazla oldugu modellerde hesaplama oldukca zordur.
Bayesci analizin daha fazla ayrintisi icin; Berger
(1985), Berger and Wolpert (1988), Bernardo and
Smith (1994), Carlin and Louis (2000), Robert
(2001) ve Wasserman (2004)’e bakilabilir.
problemlerden

Uygulamada karsilasilan

birisi de sonsal dagilimlardan istatistiksel ¢cikarimlar

icin gerekli integrallerin ¢6ziminde analitik
¢Ozimlerin olmamasidir. Bu durumda,
hesaplamalar i¢cin  simiilasyon = metotlarinin

kullanimi gerekir. Son yirmi yilda Markov Zinciri

Monte Carlo (MCMC) metotlarinin kullanimi yaygin

hale gelmistir.

2.2. Markov Zinciri Monte Carlo Metodu

MCMC metodu, sonsal miktarlarin hesaplanmasi ve
sonsal dagilimlardan 6rnekleme yapmak igin genel
bir similasyon yoéntemidir. MCMC, bir hedef
dagilimdan ornekleme yapma yontemidir. Her
ornek bir Oncekine bagl oldugundan burada

Markov zincir notasyonu vardir. Markov zinciri, bir

onceki 0" tesadifi degiskenine bagh 0"

tesadifi degiskenlerinin olusturdugu, 6%,6°,...
seklinde bir dizidir. Herhangi bir ge¢cmise sahip
olmayan bir hedef dagilima tesadifi olarak
yaklasan bir mekanizma olarak Markov zincirinin
bir 6rnekleme uygulamasi distnulebilir. Tanner
(1993), Gilks ve ark. (1996), Chen ve ark. (2000), Liu
(2001), Gelman ve ark. (2004), Robert ve Casella
(2004), Congdon (2001, 2003, 2005) tarafindan
¢alismalarla MCMC metodu

yapilan Bayesci

yaklasimin  pratikte kolay uygulanabilir hale

gelmesini saglamigtir.

2.3. Metropolis Algoritmasi
Metropolis algoritmasi, Amerikal fizik ve bilgisayar

bilimcisi Nicholas C. Metropolis tarafindan icat

edilmistir.  Algoritma basit ve pratiktir ve
normallestirme sabiti olarak bilinen herhangi
boyuttaki keyfi kompleks hedef dagilimindan

tesadifi 6rnekler elde etmek igin kullanilir. f(9| y)
olasilik yogunluk fonksiyonuna sahip tek degiskenli
bir dagihmdan 6rnekler elde edilmek istensin. f
‘den elde edilen t.nci érnek @' olsun. Metropolis
algoritmasini kullanmak igin baslangic degeri 0°

alinir ve simetrik bir

q(6"*0") hedef yogunluk
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fonksiyonuna gerek vardir. (t+1).nci iterasyonda

@' parametre degeri icin q(.|.)’ dan bir érnek

liretme ve yeni 6rnegin ret veya kabul edilmesine
karar verme algoritmasidir. Eger yeni 6rnek kabul
edilirse, algoritma yeni Ornekle baslayarak kendi
kendini tekrarlar. Eger yeni 6rnek reddedilirse,
algoritma simdiki noktadadir ve tekrara baslar.
Gerekli oluncaya kadar algoritma kendi kendini
tekrarlar. Pratikte kullanici, yeterli iterasyon
tamamlandiktan sonra orneklemeyi durdurma ve
toplam ornek sayisina karar verme avantajina

sahiptir.

q (eyeni

Onerilen dagihim, érneklemi kolay bir dagilim olmali

0') simetrik bir

dagihm olsun.

ve 6" den deni elde etme olabilirligi, Hyeni' den

elde etmenin olabilirligi ile ayni

0') = q(@t‘ﬁyeni) olmalidir.

geriye dogru 6'

anlamda olan C](Hyeni

Metropolis algoritmasi asagidaki gibi 6zetlenebilir:

1. f(@o‘y)>0 olacak sekilde t=0 ve baslangig

noktasi 6° segilir.
2. Onerilen dagilim q(.|6?t) kullanarak  €;

Uretilir.

3. r_:rnin{f(eyeni|y) '1}
f@'ly)

hesaplanir. "' = 0"
4. U(0,)) ' den bir u dretilir.

5.Eger u<r ise 0" =@, ., aksihalde alinr.

yeni ’
6. t=t+1 alinir. Eger t<T ise (T istenen 6rnek
sayisl) 2.nci adima dondlar, aksi taktirde islem

tamamlanir.

2.4. Gibbs Orneklemesi

Amerikan fizik¢isi Josiah W.Gibbs’ den sonra
Geman ve Geman (1984) tarafindan isimlendirilen
Gibbs o6rneklemesi, “Metropolis ve Metropolis-
Hastings algoritmasi” nin 6zel bir durumudur.
Bayesci c¢ikarimda problem ¢6zimi igin Gibbs
orneklemesini ilk olarak Gelfand ve ark.(1990)
kullanmistir.  Gibbs 6rneklemesi, modeldeki her
parametre ve onlarin ornegi i¢in tam sartl

dagihmlar iginde birlesik sonsal dagilimin
ayristiriimasini gerektirir. Metropolis algoritmasinin
yardimc  dagihm

uygulanisi icin gerekli

olmadigindan bazi arastirmacilara gore bu
algoritma daha kullanighdir.
0=(,...,.6,)

parametre  vektord,

p(y|¢9) olabilirlik ve z(8) onsel bir dagilim olsun.
(6 ‘Qj , 1# J,y) asagidaki gibi yazilabilir,

766, . i#J,y) < p(y|o) 7(6).

Gibbs orneklemesi algoritmasi asagidaki
gibidir:
1. t=0 alnir ve keyfi bir 6© :{t9f°),...,Hé0)}
baslangic degeri segcilir.
2. @’ nin her bir bileseni

7(6,]6,....00 , y)’ den 4,

7(6,]08°,68,....00 . y) den 657,

7@ |00,...080 y) den O

biciminde elde edilir.
3. t=t+1 alinir ve eger t<T (T arzu edilen
orneklem genisligi) ise 2.nci adima gidilir. Aksi

durumda islem bitirilir.
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3. Uygulamalar
3.1. Uygulama 1
Kullanilan veri, zeka testleri yapilan bir merkezde
belirli bir aralikla merkeze gelen 118 kisiye
uygulanan anket calismasindan elde edilmistir.
Anket calismasindan cikarilan temel degiskenler;
kisinin hayat derecesi

memnuniyet (0=distk

derecede memnuniyet, 1= vyiiksek derecede
memnuniyet), yas(yll olarak), zeka testi sonucu,
egitim(yil olarak), aylik gelir(TL cinsinden) ve
agirhik(Kg) surekli degiskenleri ahinmistir. Agiklayici
degiskenler olan vyas(x,), zeka(x,), egitim(xs),
gelir(xs) ve agirlik(xs) degiskenlerinin memnuniyet

derecesi Uzerine etkilerini incelemek amaci ile ilk

Tablo 1. Sonsal 6zetler

olarak binary lojistik regresyon uygulanmistir. Daha

sonra SAS 9.3 programi kullanilarak Bayesci

yaklasim incelenmistir.

P : memnun olma olasiligini ifade ederse, model

logit(p;) = log (Lj
1-p,

=a+ X+ B X+ B Xy + B X+ B Xs

olur. @ ve p(i=1...,5 parametreleri olarak

diffiiz normal segilirse,
a [0 N(0,1000) , S [0 N(0,1000), (i=1...,5)

bicimindedir.  Yakinsama 1000 iterasyonda
saglanmis ve yakma peryodu olarak kullanilmistir.
Yakma peryodundan sonra 5000 iterasyonla sonsal
Ozetler, inan¢ araligi ve Monte Carlo Standart

hatalari Tablo 1’ de verilmistir.

Parametre Ortalama SS MC Hata MC Hata/SS %95 inang Araligi
Sabit -31.1833  6.5343 0.2567 0.0393 -44.3497 -19.0069
Yas 0.0194 0.0291 0.00109 0.0374 -0.0385 0.0753
Zeka 0.3784  0.0753 0.00290 0.0385 0.2261 0.5213
Egitim -0.0268 0.0293 0.00111 0.0377 -0.0857 0.0103
Gelir 0.00201 0.000734 0.000032 0.0439 0.000683 0.00349
Agirlik -0.0740 0.0222 0.000758  0.0342 -0.1169 -0.0308

Tablo 1'de biitlin parametreler icin MC hatanin
SS’nin %5’inden kiglk oldugu aciktir. Dolayisiyla
Thumb kuralina gére yakinsama saglanmistir. %95
inang araligina bakilarak zeka, gelir ve agirligin
Uzerinde etkili

yasam memnuniyeti oldugu

soylenebilir. Yakinsamanin gerceklestigine dair

diger kanitlar ise parametrelere ait iz grafigi,
sonsal yogunluk grafigi ve otokorelasyon grafigidir.
Butun

parametreler icin bu grafikler

incelendiginde vyakinsama problemi olmadigi

aciktir. Ornek olarak Beta2(zeka) parametresine

iliskin grafikler Sekil 1’de verilmistir.
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Diagnostics for beta2
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Sekil 1. Beta2 parametresi i¢in yakinsama grafikleri

Klasik ve Bayesci vyaklasimin karsilastirilmasi AIC 192.171 132.743
amaclyla AIC ve BIC degerleri hesaplanmis ve
Tablo 2’ de verilmistir. Agik bir sekilde, AIC ve BIC
degerlerinin her ikisi de Bayesci yaklagimda ¢ok

BIC 188.465 124.887

daha kicik oldugu goriilmektedir. 3.2. Uygulama 2
Tablo 2. AIC ve BIC degerleri N tane bocekten farkh dozajda cevresel zehire
Yaklasim (x) maruz kalanlardan &lenlerin sayisini (y)

gosteren veri seti Tablo 3’ de verilmistir.

Kriter  Klasik Bayesci

Tablo 3. Veri seti

n y x n vy X n vy X n y x n y x

6 0 257 8 2 35.9 5 2 32.9 7 7 504 6 0 283

7 2 323 5 1 33.2 8 3 40.9 6 0 365 6 1 365

6 6 496 6 3 39.8 6 4 43.6 6 1 341 7 1 374

8 2 352 6 6 51.3 5 3 42.5 7 0 313 3 2 406

y,'ler y,|p,0Binomial(n, p)  seklinde ifade a [l N(0, 10000)

edilir ve A1 N(0, 10000)

logit(p;) =log (%j =a+ X . alinarak WinBUGS programi kullanimiyla Tablo 4
- Mi

ve Tablo 5’ deki sonuclar elde edilmistir.

a ve [ lzerindeki 6nsellerin her ikisi de diffiiz
(daginik) 6nseller olup,

AKU FEBID 12 (2012) 011302 20
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Tablo 4. Yakma periyodu siiresinde sonsal 6zetler

DUgum Ortalama S.S. S.5.*5%  M.C.E. 2,50% Medyan 97,50% Baslama Ornek
Alpha.star -0,7041 0,2329 0,01165 0,01083 -1,176 -0,6801 -0,2419 1 390
Beta 0,2906  0,05196 0,0026 0,00217 0,2066 0,2878 0,3986 1 390

Tablo 4 de 390 giincellemede yakinsamanin

saglandigi goérilmektedir. Her bir parametrenin

Dolayisiyla yakma periyodu olarak 390 alinarak

5611 orneklem daha cekilerek parametre tahmini

MC hata degerleri standart sapma degerlerinin yapilmistir.
%5’ inden kigik bulunmustur.
Tablo 5. Sonsal 6zetler
Diglm Ortalama S.S. M.C.E. 2,50% Medyan 97,50% Baslama Ornek
Alpha.star -0,7012  0,2472 0,003428 -1,193 -0,6938 -0,2253 390 5611
beta 0,2904 0,05381 7,27E-04 0,1933 0,2877 0,404 390 5611
Tablo 5 de %2.5-%97.5 inang araligi 0 degerini
icermedigi icin tim parametreler anlamlidir.
alpha.star beta
0.5 0.9~
0.0- 0.5-
0. 0.4-
-1, 0.2
2. 0.1
5850 5900 5950 5850 5900 5950
iteration iteration
alpha.star sample: 5611 beta sample: 5611
2.0- 8.0 -,
1.5 N 6.0 Py
él g: / ~ﬁ"x g'g: .f’fI L\“‘L
00—~ g — 0.0- — —
2.0 -1.0 0.0 0.0 0.2 0.4

Sekil 2. Sonsal parametre tahminleri igin yakinsama grafikleri

Sekil 2’ deki grafikler de, yakinsamanin
saglandigina dair kuvvetli deliller sunmaktadir.

Tablo 6. AIC ve BIC degerleri

4. Sonug ve Tartisma

Bu calismada, uygulamada c¢ok yogun olarak

kullanilan Bayesci vyaklasimlar igin basit bir
Yaklasim . . I o
literatlir taramasi verilmistir. Son 10 yilda yogun
Kriter  Klasik Bayesci
Y olarak kullanilan MCMC ydntemlerinden Gibbs
AIC 94.21 84.77 .. . . .
orneklemesi ve Metropolis algoritmasi
BIC 91.31 82.65
sunulmustur. Lojistik regresyonun iki farkli
AKU FEBID 12 (2012) 011302 21
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uygulamasi yapilmistir. Birinci uygulamada, SAS
9.3 programinda uygun makro vyazilimi ile
kullanilmistir.  ikinci

Metropolis  algoritmasi

uygulamada, WinBUGS programinda Gibbs
orneklemesi kullaniimistir. Her iki uygulama agik
bir sekilde gostermistir ki Bayesci yaklasimlar
klasik yaklasimlara gére ¢ok daha kiiglik AIC ve BIC
degerleri vermektedir. Dolayisiyla bu galisma igin
Bayesci yaklasimlarin tercih edilebilecegine dair
yeterli deliller sunmaktadir.

Model belirsizligini 6nseller kullanarak goz
Online alan Bayesci yaklagimlarin kullanimi,
hesaplama zorluklari nedeniyle ¢cogu zaman ihmal
edilir. Oysa bu ¢alismada da gorildigu gibi MCMC
zorluklarin

yontemlerinin  kullanimiyla  bu

Gstesinden rahatlikla gelinebilir.
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