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Ozet

Anahtar kelimeler
inmis halkalar;
Yaridegismeli halkalar;
Kati halkalar.

R bir halka ve a da R nin bir endomorfizmasi olmak tizere eger, a,b € R icinab = 0 olmasi a(a)Rb =
0 olmasini gerektiriyor ise, bu durumda a endomorfizmasina soldan yaridegismelidir denir. Eger bir R
halkasinin soldan yaridegismeli bir @ endomorfizmasi varsa, bu durumda R halkasina soldan
a —yaridegismeli halka denir. Bu galismada yaridegismeli halkalar igin bilinen bir ¢ok sonug¢ soldan

a —yaridegismeli halkalara genellestirilecektir.

A Generalization of Semicommutative Rings

Abstract

Key words
Reduced Rings;
Semicommutative
Rings; Rigid Rings.

For an endomorphism a of a ring R, the endomorphism « is called left semicommutative if ab =0
implies a(a)Rb = 0 for a,b € R. A ring R is called left @ —semicommutative if there exists a left
semicommutative endomorphism a of R. In this paper, varios results of semicommutative rings are
extended to left &« —semicommutative rings.

1. Giris

Bu ¢alisma boyunca R birimli bir halkayr ve aksi
belirtiimedikce a@ da R halkasinin birimden ve
sifirdan farkh bir endomorfizmasini gosterecektir.
Eger bir R halkasinin sifirdan farkh eskare elemani

yoksa, bu halkaya inmis (reduced) bir halka denir.
(Lambek, 1971) de; a, b, c € R igin

abc=0=acb=0

sartini saglayan bir halkayl simetrik halka olarak
adlandirmistir. Diger taraftan (Habeb, 1990) da,
a,b € Rigin

ab=0=ba=0

gerektirmesini saglayan halkalari sifir degismeli
olarak isimlendirirken ayni sarti saglayan halkalara
(Cohn,1999) da terslenebilir (reversible) halkalar
demistir. Terslenebilir halkalarin bir genellestirmesi
yaridegismeli  (semicommutative)  halkalardir.
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a,b €R icin ab= 0= aRb = 0 oluyorsa bu R
halkasina yaridegismeli bir halka denir. Her inmis
halka simetrik fakat bunun tersi dogru degildir. Her
simetrik halka da vyaridegismeli bir halkadir.
Yaridegismeli halkalarla ilgili glinimiize kadar
bircok c¢alisma yapilmistir. Bunlardan bir kismi
kaynaklar boliminde verilmistir. Tekrar a bir R
halkasinin bir endomorfizmasi olmak Uzere eger
a € R icin aa(a) = 0 = a = 0 veya denk olarak
a(a)a=0=a=0 oluyorsa bu durumda R
halkasina a@ —kati (a —rigid) halka denir. (Krempa,
1996). Eger R bir a —kati halka ise, bu durumda
actk olarak R inmis bir halka ve a bir
monomorfizmadir.

2. Materyal ve Metot

Son yillarda  yandegismeli  halkalarin  bir
genellestiriimesi (Baser,M. , Harmanci, A. ve Kwak,
T.K. , 2008) tarafindan yapilmistir. Bu ¢alismada; R

bir halka ve a;R nin bir endomorfizmasi olmak
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lizere, a,b € R icin ab = 0 = aRa(b) = 0 sartini
saglayan halkalar a —yaridegismeli halkalar olarak
adlandirilmistir. Bu galismadaise a, b € R igin

ab=0= a(a)Rb=0.....(P)
ozelligini saglayan halkalar dikkate alinmistir. Simdi;

R={(® Diabce)

halkasinin
(¢ )= 9
ve

)= )

seklinde tanimlanan endomorfizmalarini gbz oniine

=
/N
~
oS Q

alalim. Bu R halkasinin a —yaridegismeli oldugu
yukarida adi gecen makalede gosterilmistir. Fakat
bu halka (P) ézelligini saglamaz.

Gergekten;
A= ((1) ‘01),3 - (8 i) € Ricin AB = 0
fakat

0 2

c=(} 1)€Rigina(A)CB=(0 :

0 0 )qto

Yani a(A)RB # O dir. Diger taraftan R halkasinin
[ endomorfizmasi ile birlikte (P) 6zelligini sagladig
Ornek 3.5 de gosterilmistir. Fakat bu R halkasi
B —vyaridegismeli degildir.

Gergekten;
/11, (0 1 o
A—(O 0),3—(0 _1)ER|glnAB—O
fakat
01 . 0 =2
C = (0 1) € Ricin ACB(B) = (0 0 ) #*0
Yani ARB(B) # 0 dir. Sonug olarak

a —yaridegismeli halkalarin sinifi ile (P) 6zelligini
saglayan halkalarin sinifi birbirinden farkh, yani
aralarinda bir iliski yoktur.

Yukaridakilerin 1sig1 altinda, biz bu ¢alismada soldan

a —yaridegismeli halka kavramini tanimlayacagiz.
Soldan a —yaridegismeli halkalar &« —kati halkalarin
bir genellestirilmesi oldugu kadar yaridegismeli
halkalarinda bir genislemesi olacaktir. Bdylece
a —kati halkalar ile ilgili 6énceden bilinen pek ¢ok
sonug bizim teoremlerimizin bir sonucu olarak elde

edilecektir.

3. Soldan a — yari degismeli Halkalar

Bu bolimdeki amacimiz soldan a —yaridegismeli
halka kavramini tanitmak ve bu halka siniflarinin
Soldan
sadece a —kati

ozelliklerini incelemek olacaktir.

a —yaridegismeli halka kavrami
halkalarin bir genellestirmesi degil ayni zamanda
yaridegismeli halkalarinda bir genellestirmesidir.

Asagidaki tanimi vererek baslayalim.

Tanim 3.1. R bir halka ve a da R nin bir
endomorfizmasi olsun. a, b € R igin

ab=0 = a(a)Rb =0

oluyorsa, bu durumda «a ya soldan yaridegismeli
dir denir. Eger R halkasinin soldan a yari degismeli
varsa, bu durumda R
halkasina soldan a — yaridegismeli halka denir.

bir @ endomorfizmasi

In; R halkasinin birim endomorfizmasi olmak (izere;
eger R soldan I, —yaridegismeli ise, bu durumda
actk olarak R halkasi yari degismelidir. Soldan
a —vyaridegismeli bir halkanin a(S) €S sartini
saglayan her bir S alt halkasida ayni zamanda
soldan a —yaridegismeli bir halkadir.

Uyar 3.2. R bir soldan a —yaridegismeli bir halka
olmak (izere a,b €R
durumda a(a)Rb = 0 ve 6zel olarak a(a)b =0
olur. R soldan a —yaridegismeli halka oldugundan

icin ab =0 olsun. Bu

a?(a)Rb =0 elde ederiz. Boylece tiimevarim
hipotezinden herhangi bir k pozitif tamsayisi igin

ak(@Rb =0ve ak(a)b =0

olur.
Yukaridaki tanimdaki  gerektirmenin  tersinin
genellikle saglanmadigini  asagidaki  6rnekten

goririz. Asagidaki 6rnek ayni zamanda R soldan
a —yaridegismeli olmayacak sekilde yaridegismeli
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bir R halkasinin bir @ endomorfizmasinin var
oldugunu gosterir.

Ornek 3.3. R = Z, @ Z, halkasi olsun. R degismeli
ve inmis halka oldugundan da R yaridegismeli bir
halkadir. R halkasinin

a:R - R, a((a, b)) = (b,a)

seklinde tanimlanan endomorfizmasini géz oniine
alalim. Bu durumda agik olarak a;R nin bir
otomorfizmasidir. a = (1,0), b = (1,0) € R igin
a(a)Rb = 0 fakat ab = (1,0) = 0 dir. Ustelik, R
soldan a —yaridegismeli degildir. Gergekten;

(1,0), (1,0) € R icin (1,0)(1,0) = (0,0)
fakat
(0,0) # «((1,0))(1,1)(0,1) € «((1,0))R(0,1)
dir.

Teorem 3.4. Bir R halkasinin a —kati olmasi igin

gerek ve vyeter kosul R nin inmis soldan

a —yaridegismeli bir halka ve a nin bir

monomorfizma olmasidir.

ispat. R; a —kati bir halka olsun. Bu durumda
gorilebilir ki R inmis ve
Simdi R nin
a —yaridegismeli oldugunu gosterelim.

kolayca a bir

monomorfizmadir. soldan

Bunun icin a,b € Rve ab = 0 olsun. r € R keyfi
olsun. R inmis oldugundan ba = 0 olur. Boylece

a(a(@rb)a(a)rb = a(a(@))a()a(b)a(a)rb
= a(a(@))a(@a(ba)rb
= a(a(a))a(r)a(0)rb
= a(a(a))a(r)orb
=0

olup, R; a —kati oldugundan a(a)rb =0 ve R
keyfi oldugundan da a(a)Rb = 0 elde edilir.

Tersine olarak a € R icin aa(a) =0 olsun. R

soldan a —yaridegismeli  halka  oldugundan

a(a)Ra(a) = 0 ve dzel olarak da
a(@ala) = ala®) =0

elde edilir. @ monomorfizma oldugundan a? =0
ve R inmis oldugundanda a = 0 bulunur ki, bu da
bize R nin a —kati oldugunu gosterir.m

Asagidaki ornek Teorem 3.4. deki “R bir inmis

”

halka” ve “a bir monomorfizma sartlarinin

kaldirlamayacagini gosterir.

Ornek 3.5. (1) Z tamsayilar halkasi olmak lizere

R= {(‘é 2)|a,b ez}
halkasini gbz 6niine alalim.
B:R - R, ﬁ((g 2))=(g _ab)

seklinde
otomorfizmadir. R halkasinin inmis olmadigi ve

tanimlansin.  Ag¢tk  olarak a  bir

boylece de f —kati olmadigi kolayca gorilebilir.

A=(g 2),3:(8 ‘Cl)eRiginAB=0

olsun. Buradan ac = 0 ve ad + bc = 0 olur. Keyfi

bir (g ’;l) € Ricin

B D)6 069
=6 DG 6

_ (a(i)zc ahd + Zflfi - bhc)

olur. ac = 0 ve Z tamsayilar halkasi sifir bolensiz
oldugundan a = 0 veya ¢ = 0 olur. Eger ¢ = 0 ise,
bu durumda bc =0 olur. Béylece B(A)RB =0
olur. Eger a =0 ise, bu durumda ad = 0 olur.
Boylece tekrar B(A)RB = O olur. Sonug olarak R
bir soldan 8 —yaridegismeli halka olur.

(2) F bir cisim ve R = F[x] olsun.
a:R-R, a(f(x)) = f(0)

seklinde tanimlanan fonksiyon acgik olarak R

AKU FEMUBID 13 (2013) 011301
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halkasinin bir endomorfizmasidir. Bu durumda R
halkasi degismeli tamlik bolgesi ve bdylece de inmis
halka olur. Ayrica, acgik olarak a bir monomorfizma
degildir. f(x), g(x) € R icin f(x)g(x) = 0 olsun.
Bu durumda f(x) =0 veya g(x)=0olur.
Boylece a(f(x)) =0 veya g(x) = 0 olur. Sonug
olarak a(f(x))Rg(x) = 0 elde edilir ki bu da bize
R halkasinin soldan a —yaridegismeli oldugunu
gosterir. 0 # x € R icin xa(x) = 0 oldugundan R
halkasi @ —kati degildir.

Eger R halkasi bir tamlik bolgesi ise, bu durumda R
hem vyaridegismeli hem de R nin her «
endomorfizmasi i¢in soldan a —yaridegismeli dir.
Ornek 3.5(1) ayni zamanda tamlik bélgesi olmayan
fakat soldan a —yaridegismeli bir R halkasinin var

oldugunu gosterir.

Onerme 3.6. R soldan a —yaridegismeli bir halka
olsun. Bu durumda;

(i) a(1) =1 olmasi icin gerek ve yeter kosul
herhangi bir e? = e € R icin a(e) = e olmasidir.

(ii) Eger a(1) =1 ise, bu durumda R abelian
halkadir. (Yani R deki tim idempotentler merkezil
dir.)

ispat. (i) @(1) = 1 oldugunu kabul edelim. Eger
e2=e €R ise, bu durumda e(1—e)=0 ve
(1—e)e=0 olur. R soldan «a —yari degismeli
oldugundan a(e)R(1 —e) =0ve a(l —e)Re =0
elde edilir. Ozel olarak a(e)(1—e) =0 ve
a(l—e)e=0 olur. ale)(1—e)=0 dan
ale) = ale)e elde edilir. a(l—e)e=0 dan
(1 — a(e))e =0 ve boéylece de a(e)e =e olur.
Sonug olarak a(e) = e bulunur. Tersi aciktir.

(i) a(1) =1 ve e? = e €R olsun. (i) deki gibi
a(e)R(1—e)=0 ve a(l —e)Re =0 oldugunu
goruriiz. Boylece (i) den dolayi eR(1 —e) =0 ve
(1—e)Re=0 olur. O halde her r€R igin
er(1—e)=0 ve (1—e)re=0 olurki buradan
er = ere = re bulunur. Sonug olarak R bir abelian
halkadir.m

Ornek3.7. R = {(g IZ

a:R >R, “((g IZ))=(8 (c))

endomorfizmasini gbz 6niine alalim.

_f(a b _(d e . _
A_(O C),B—<0 f>ER|g|nAB—O

)|a,b,c € Z} halkasini ve

olsun. Bu durumda cf =0 ve boylece de ¢ =0
veya f =0 elde ederiz. Bu ise a(A)RB =0
oldugunu Sonu¢ olarak R
a —yaridegismeli bir halkadir. (1) # 1 ve R nin
abelian olmadigi agiktir.

verir. soldan

Sonug 3.8. Yari degismeli halkalar abelian dir.

R bir halka ve M de bir (R, R) —bimoddl olsun. Bu
durumda

TRM)=R®M = {(r,m)|r € R,m € M}
kiimesi bilesensel toplama ve
(r;, my) (rz, my) = (ryry, rymy + myny)

carpma islemi ile birlikte bir halkadir. Bu T(R, M)
r m
halkasi {(0 r) |[r€R, me M}

izomorftur. a; R halkasinin  bir
endomorfizmasi olmak Gzere @: T(R,R) = T(R,R)

_ (@) a(b)
“(Cg 2)):<aoa Z(a))

matris

halkasina

fonksiyonu  da T(R,R) halkasinin  bir
endomorfizmasidir.
Ornek 3.9. Ornek 3.5.(1) deki soldan

a —yaridegismeli R halkasini géz oniine alalim.

G o (o 2D

A= V)eTwr ),
G ¢
o GV

B = € T(R,R)
o6

icin AB = O dir. Fakat

AKU FEMUBID 13 (2013) 011301
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b 1) G o
6o G 1)

€ T(R,R)

icin

a(A)CB =

6o G INGD GO
6o G o/\Go G D
OHEN (ED Y
6o 6o \Go G o
oldugundan a@(A)T(R,R)B # O olur. Bdylece
T(R, R) soldan a —yaridegismeli degildir.

Onerme 3.10. R inmis bir halka olsun. Eger

R soldan a —yaridegismeli bir halka ise, bu
durumda T (R, R) soldan & —yaridegismeli halkadir.

ispat. ilk olarak R nin inmis bir halka olmasi igin
gerek ve yeter kosulun

"a,b € Ricin ab> =0=ab =0"

oldugunu gosterelim. Bunun igin R inmis bir halka
ve a,b €R icin ab?=0 olsun. Bu durumda
abb =0 dir.

Diger taraftan (ab)? = abab = a0 = 0 ve R inmis
oldugundan ab = 0 bulunur. Tersine

"a,b € R icinab?> =0=ab =0"

olsun. R nin inmis oldugunu gosterelim. Bunun igin
r €R igin 2 =0 olsun. Buradan 1r2 = 0 olup
hipotezden 1r =0 yani r =0 bulunur. Sonug
olarak R inmis halka olur. Simdi

A= (g 2),3 = ((C) ‘Cl) € T(R,R) icin AB = 0

olsun. Bu durumda ac =0 ve ad + bc = 0 olur.
Boylece

0=ad+ bc=(ad +bc)c =bc?>=0

ve R inmis oldugundan bc =0 ve bodylece de

ad =0 olur.R soldan a —yaridegismeli halka

oldugundan al(a)Rc = 0,a(b)Rc =0 ve
a(a)Rd = 0 olur. Sonug olarak @a(A)T(R,R)B =0
T(R,R) nin
a —yaridegismeli oldugunu gosterir.m

olur ki bu da bize soldan

Sonug¢ 3.11. Eger R bir a —kati halka ise, bu
durumda T(R,R) soldan & —yaridegismeli bir
halkadir.

ispat. Teorem 3.4. ve Onerme 3.10. dan agiktir.

Bir R halkasinin T(R, R) asikar genislemesi

a b c
Ss(R) =310 a d|lab,c,d€ER
0 0 a

halkasina genisletilebilir. Eger a:R —> R bir

homomorfizma ise, bu durumda
a:S; (R) — S3 (R),
a b c a(a) al) alc)
allo a dal|l=| 0 a(a) a(d)
0 0 a 0 0 a(a)
fonksiyonu da bir homomorfizmadir.m

Ornek 3.12.
degismeli

Ornek 3.3. deki R = ZZ @ ZZ

inmis  halkasini  ve bu halkanin
a((a,b)) = (b,a) otomorfizmasini gdéz 6niine
alalim. Bu durumda S;(R) halkasi soldan @ —yari

degismeli bir halka degildir. Gergekten;

(1,0)
(0,0)
(0,0)

A=

0,1
(0,0)
(0,0)

B =

(0,0)
(1,0)
(0,0)

(0,0)
0,1
(0,0)

(0,0)
(0,0)
(1,0)

€ S3(R),

(0,0)
(0,0)
0,1

€ S3(R)

icin AB=0 dir. Fakat a(A)BB=B =0
oldugundan @(A)S;(R)B # O dir.

Onerme 3.13. R bir inmis halka olsun. Eger R
soldan a —yaridegismeli bir halka ise, bu durumda

a b c
Ss(R) =310 a d|lab,cd€ER
0 0 a

AKU FEMUBID 13 (2013) 011301
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halkasi soldan @ —yaridegismeli bir halkadir.

ispat.
a b c a b
A=|0 a d|,B=(0 a d |eS;(R)igin
0 0 a 0 0 d
AB =0
olsun.

Bu durumda asagidaki denklemleri elde ederiz.
(D aa =0,
(2)ab’ + ba' =0,
(3 ac’+bd" +ca’ =0,
(4) ad' +da’ = 0.

R soldan a —yaridegismeli halka oldugundan (1)
denkleminden a(a)Ra’ = 0 olur.

(2) denkleminden (ab’ + ba')a’ = b(a’)? ve R
inmis halka oldugundan ba’ = 0 olur. Benzer
olarak (4) denkleminden da’'=0 ve ad' =0
buluruz. Ayni zamanda (3) denkleminden

(ac' + bd' + ca’)a’ = c(a')?

ve buradan ca’' =0 elde edilir. Boylece (3)

denklemi ac’ + bd’ = 0 haline gelir. Bu durumda
0 = a(ac’ + bd") = a?c’

ve boylece ac’ = 0 ve buradan da bd’' = 0 olur.
R soldan & —yaridegismeli oldugundan

a(a)Ra' = 0,a(a)Rb’ = 0,a(b)Ra’
=0,a(a)Rc’ = 0,a(a)R
=0,a(b)Rd’ = 0,a(c)Ra’
=0,a(d)Ra’' =0

olur. Bunlari kullanarak @(A4)S;(R)B = 0 oldugunu
gorebiliriz ki, bu da bize S3(R) halkasinin soldan
a —yaridegismeli halka oldugunu gosterir.

Sonug 3.14.

([Kim, N.K and Lee, Y., 2003, Onerme 1.2.])
R bir inmis halka olsun. Bu durumda S5(R) halkasi
yari degismeli bir halkadir. n = 2 bir tamsayi olmak
Gzere bir R a —kati halkasi igin

Sp(R)
(/ a aij; a3 aln\ \
I 0 a ayz - A I
=4|| 0 O a a3n||a:aij€R}
\\ 000 - a )

olsun. Onerme 3.13. g6z 6niine alinarak n = 4 icin
S, (R) halkasinin da soldan @ —yari degismeli bir
halka olacagl zannedilebilir. Fakat asagidaki 6rnek
bu durumu ortadan kaldirir.

Ornek 2.15. R bir a — kati halka ve

a aq; ai13 Qg4
0 a a a

S4,(R) = 0 0 a23 aBi4 |a, al-]- €ER
0 o0 0 a

olsun. R bir a —kati halka oldugundan ([Hung,
C.Y, Kim, N.K and Kwak, T.K, 2000,
Onerme5]) geregince her e?=e€R igin
a(e) = e dir. Bdylece 6zel olarak a(1) = 1 dir.

01 -1 0
{00 o0 o
A=lo o o o €SB
00 0 0
00 00
{00 o0 1
B={p o o 1)€5®
00 0 0
icin AB = O dir. Fakat
00 00
{0 o0 o0 1
C=lo o0 o 1/)E5®
00 0 0
icin
00 0 1
_ {0 0 0 o
amcs=(5 0 9 0)=o0
00 0 0
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oldugundan @(A)S4(R)B # O olur. Yani S,(R)
halkas! soldan @ —yaridegismeli bir halka degildir.
Benzer sekilde n =5 icinde S,(R) halkasinin
soldan & —vyaridegismeli bir halka olmadig
gosterilebilir.

Her bir i €T icin R; bir halka ve «; lerde R;
halkalarinin endomorfizmalari olsun. Bu durumda

@ lier Ri > [ierRi, @((ap) = (a:i(ay))

seklinde tanimlanan fonksiyonda [[;cr R; halkasinin
bir endomorfizmasidir.

Onerme 3.16. [[;crR; halkasinin  soldan
a —yaridegismeli olmasi igin gerek ve yeter kosul
her bir R; halkasinin soldan «a; —yaridegismeli
halka olmasidir.

ispat. Aciktir.m
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