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OZET

Bu calismada, Lagrange teoremi yardimiyla I” uzayinda klasik Riesz
potansiyelleri i¢in bir kestirim yapilmstir.

Anahtar Kelime: Riesz Potansiyelleri, Lagrange Teoremi
ON THE RIESZ POTANTIALS
ABSTRACT

In this study, the estimate was made for the classical Riesz potentials in L”
space by the Lagrange theorem.
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1. GIRIS

Bu c¢ahgmada, O<a <nolmak tlizere fe ["igin, klasik Riesz
potansiyelleri

Uur 0= [y dy

R

seklinde alinmustir [1] ve [2]. Ik olarak ¢alismanin esasini olugturan teorem
icin iki lemma verelim.

Lemma 1: 0 < <n olsun. x,y€ R" igin,

sup 7" ﬂy - xla“" dy < C[x|a_"

>0 |y|<r

dir.
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Ispat: |x - y] uzakligy icin kiiresel koordinatlar1 gbzéniine alirsak,

|+

2
_[ ly=x""dy=S,_, J-,O“*'d,o =C A"
|x| 0

)

[y=x<

X X
elde edilir. Burada, %2 rove |—-| < r durumlarint ayn ayrn dikkate alarak
asagidaki esitsizlikleri elde ederiz.

X
?| 2 rolsun. Bu durumda

I |y =" "dy < f(|x| —|ypedy <24 I’;—S”_l = C,r"|«""
fr fer
elde edilir.
[+

— < rolsun. Bu durumda asagidaki sekli gz oniine alarak,

[

@
>
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fly ="y = [ [

[y|<r B IY"‘X
dy dy
< +
é[ IA)E~ n—-o A‘"y_x n—-o
2
<2 [dy + J 2o dy
|Y‘<f ‘ | | |
=C,r"[x"" +C |x‘a
elde edilir. Boylece, l——l> rve %< r igin
Cylx o Bl- >r
2

r" ﬂy - xla_” dy =

|f<r
[|x1“ ' |’:‘J L;‘Lr

C |x|a ! %2 r
<
C lxlaﬂ ‘—)—Cl—<r
¢ 2

dir. C = max{C,,C,} secilirse,

sup r’’ ﬂy xla "dy<Cl |a !

r>0 | |<r

elde edilir.
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Lemma?2: 7= Ix - Z[ olsun. ye R" — B(x,27) olmak iizere

a-n a-n~1

=3 =[e =" | < Mefx— ]

dir.

ispat: x—y=1=|x—y|=l|=\t’+..+1, ve z—y=z-x+1=1+h

ise ‘z - y| = ]t +h' olarak alalim. Cok degiskenliler igcin Lagrange teoremi

0< 8 <1olmak iizere,

|f (4 Pypest, + 1) = f(tt,)| < Mh] +ot Mh”
o, at,
dir. f(¢) = lt‘a_” fonksiyonu icin
“t < o (t + 6h) h1| +m+'af(t+9h) h‘
o, ot,

= 104—;4(\/(1l +Oh) +..+ (L, +6R) )H_l

(&, +6h)h +...+ (1, +6h)h,
(\/(z1 +Oh) +..+ (2, +6’h”)2)

a-n-1

FOIE AN
U

= ia’—ﬁl(\/ztkz + (/J'ZZIIZ,(Z +26( ,n))

D )R, \
(\/(t1 +Oh) + .+ (2, + Qh,,)z)

X

) 2
elde edilir. Zt . =a’ ,th“ =17 ve Cauchy esitsizliginden
1 1
en=Yrth <202 =ar

olduklarini gbzoniine alirsak,
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e | s le=nla <67 w200 wf "

D, + )R,
(\/(Il +Oh) +. (2, 6’ )

yazilir. Cauchy esitsizliginden

(1, +Ohh, _ (S, +m)? l(zh 2)%
(\/(t1+(9h1)2+...+(l +6h,) ) (\/(t +6h)’ +..+ (2, +6h )7

:<th2)E =

yazilir. Dolayisiyla,

—n-1

o—n a-n

o+ | sl nla? 5 877 + 286 7

olur. Burada a’ +6°h* +26(t,h) + 260t - 2607t >0 olup
a’ +60°h* —26ar >0 dir. O halde f(8) = 6*h* —26a7 + a’ polinomunu

’ . . a
g0z ontine alalim. f'(6) = Odan bu polinom fonksiyonu @ = — noktasinda
T

a
minimum degerini alacaktir. Halbuki a = [x - y| > 27 oldugunda — > 2 dur.
T

a
Dolayisiyla @ = — noktasi 0 <@ <1arahiginin disinda kalacagindan f (&)
T

fonksiyonu minimum degerini & = 1noktasinda alacaktir. Boylece,
R PP e
=|or - n|2'|a — T[a_"_l
r a-n-1
<p_nm4*“+__
a
= Mrjx— yla_”_l
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elde edilir.

Teorem 1: 0< & ——% < 1 olsun. f e L’(R") fonksiyonu igin
4

Ja+phermldy <o

RII
sartt saglantyorsa,

1
14

supr™ (U, £ U, f (2] dz | <Cl [

>0

p
Jf<r

dir.

Ispat: r = lx— zt igin

U f@= [lz=)7"fdy+  [lz=o"" f(nay

B(x.,2r) R"~B(x,2r)

=u,(z) +u,(z)

yazilir. (@ —n)p’+n >0 igin 1 (z) e Holder esitsizligini uygularsak,

lu, (2)| S{ ﬂz - y|(a_'l)’/dy] [ ﬂf(y)|pd)’]

B(x,2r) B(x,2r)
1
(a-n)p’ »
s[ ol dyJ Il
B(x,2r)

< Cr[(ot—n)p'Jrn]/p'“fl

14

elde edilir. u,(x) i¢in Lemma 2 yi gozoniine alirsak,
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a-n-1

(0 -2 <Cr =7 f ]y

R"-B(x,2r)

yazilir. (¢—n-1)p’+n<0 igin son esitsizligin sag tarafina Holder
esitsizligini uygularsak,

|(a'—n—l)p'

xX=y

|, (x) —u, ()| < Cr J dy ﬂf()’)|pdy

R"-B(x,2r) R"-B(x,2r)

f

S Cr[(a—n)p +nl/p

P
elde edilir. Boylece,

n

U, f(x)-U,f(2)|<Clx—2">

fl,

oldugu goriiliir. Simdi Lemma 1 den

P

sup ™ {[U, f(0)=U,f(2) £l dz

>0

» n
"dz | <|supr™” I(Clx—zia v
>0

| :I<’> ] z[<r

= C|| f|| | supr=” _[ |x—z|a_”” dz ’
p >0 <
<[],

sonucuna ulasilir. Bu ise teoremin ispatidir.
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