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Özet 
Bu çalışmada, küme dizileri için Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme kavramı tanımlandı ve bu 
kavramın daha önceden Ulusu ve Nuray (2012) tarafından verilen küme dizilerinin Wijsman lacunary 
istatistiksel yakınsaklık kavramı ile ilişkisinden bahsedildi. Ayrıca, bir küme dizisinin Wijsman istatistiksel 
lacunary toplanabilmesi ve Wijsman lacunary istatistiksel yakınsak olabilmesi için gerek ve yeter şartlar 
verildi. 
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Abstract 
In this paper, we define Wijsman statistical lacunary summability for sequences of sets and establish 
the relationship between Wijsman lacunary statistical convergence which was previously given by Ulusu 
and Nuray (2012). Also, necessary and sufficient conditions for Wijsman statistical lacunary summability 
and Wijsman lacunary statistical convergence of a sequence of sets is given. 
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1. Giriş 
Sayı dizilerinin yakınsaklığı kavramı pek çok yazar 
tarafından küme dizilerinin yakınsaklığı kavramına 
genişletilmiştir. Bu genişlemelerden biri de 
Wijsman yakınsaklık kavramıdır. Bu çalışmada 
Wijsman yakınsaklık kavramı dikkate alınarak 
Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme 
kavramı tanımlanmış ve yeni tanımladığımız bu 
kavram ile daha önceden Ulusu ve Nuray (2012) 
tarafından tanımlanan Wijsman lacunary 
istatistiksel yakınsaklık kavramı arasındaki ilişki 
gösterilmiştir.  Ayrıca, bir küme dizisinin Wijsman 
istatistiksel lacunary toplanabilmesi ve Wijsman 
lacunary istatistiksel yakınsak olması için gerek ve 
yeter şartlar verilmiştir. 
 
 
 

2. Materyal ve Metot 

Çalışmamızın daha iyi anlaşılması için, ilk olarak  
bazı temel tanımları verelim: 

ݔ = ߝ bir reel sayı dizisi olsun. Her  (௞ݔ) > 0 için,  

ܭ = (ߝ)ܭ = {݇ ∈ ℕ: |ݔ௞ − |ܮ ≥  {ߝ

kümesinin doğal yoğunluğu (ܭ)ߜ sıfır yani, 

(ܭ)ߜ = lim
௡→ஶ

 
1
݊

|{݇ ≤ ݊: ௞ݔ| − |ܮ ≥ |{ߝ = 0 

ise, ݔ =  sayısına istatistiksel ܮ dizisi (௞ݔ)
yakınsaktır denir ve  

ݐݏ − lim ௞ݔ =  ܮ

biçiminde gösterilir (Fast, 1951).  

İstatistiksel yakınsaklık alışılmış yakınsaklığın doğal 
bir genişlemesidir. Eğer ݈݅݉ ݔ௞ =  ise o zaman ܮ

         Afyon Kocatepe Üniversitesi Fen ve Mühendislik Bilimleri Dergisi 
 Afyon Kocatepe University Journal of Science and  Engineering  



 Küme dizilerinin istatistiksel lacunary toplanabilirliği, Ulusu vd. 

AKÜ FEMÜBİD 13 (2013) 011302 

 

2 

ݐݏ − ௞ݔ ݈݉݅ =  dir. Fakat bunun tersi doğru ܮ
olmayabilir. 

ߠ = {݇௥} dizisi, ݇଴ = 0 ve ݎ → ∞ iken  

ℎ௥ = ݇௥ − ݇௥ିଵ → ∞ 

olacak biçimde negatif olmayan tamsayıların artan 
bir dizisi ise ߠ = {݇௥} dizisine lacunary dizisi denir. 
Ayrıca,  ߠ = {݇௥} lacunary dizisi için, 

௥ܫ = (݇௥ିଵ, ݇௥] 

olarak belirtilir (Fridy and Orhan, 1993). 

Fridy ve Orhan (1993), lacunary dizisi kavramını 
kullanarak, istatistiksel yakınsaklık ile aralarında 
önemli ilişkiler bulunan Lacunary istatistiksel 
yakınsaklık kavramını aşağıdaki şekilde 
tanımlamışlardır: 

Her ߝ > 0 için,  

ܭ = (ߝ)ܭ ={݇ ∈ ℕ: ௞ݔ| − |ܮ ≥  {ߝ

kümesinin ߠ-yoğunluğu ߜఏ(ܭ) sıfır yani, 

(ܭ)ఏߜ = lim
௥→ஶ

 
1
ℎ௥

|{݇ ∈ ௥ܫ : ௞ݔ| − |ܮ ≥ |{ߝ = 0 

ise, ݔ =  sayısına lacunary istatistiksel ܮ dizisi (௞ݔ)
yakınsaktır denir ve  

ܵఏ − lim ௞ݔ =  ܮ

ile gösterilir (Fridy and Orhan, 1993). 

(ܺ, ݔ bir metrik uzay olsun. Herhangi bir (ߩ ∈ ܺ 
noktası ve boş kümeden farklı herhangi bir ܣ ⊂ ܺ 
kümesi için, ݔ noktası ile ܣ kümesi arasındaki 
uzaklık  

,ݔ)݀ (ܣ = ݅݊ ௫݂∈஺ ݔ)ߩ,  (ܣ

ile tanımlanır. 

Küme dizileri için Wijsman yakınsaklık kavramı 
aşağıdaki şekilde tanımlanmıştır (Baronti and 
Papini, 1986): 

(ܺ,  ௞, ܺ in boş kümedenܣ ve ܣ , bir metrik uzay (ߩ
farklı kapalı altkümeleri olsun. Eğer her bir ݔ ∈ ܺ 
için, 

lim
௞

,ݔ)݀ (௞ܣ = ,ݔ)݀  (ܣ

oluyorsa, {ܣ௞} dizisi ܣ kümesine Wijsman 
yakınsaktır denir ve  

ܹ − lim ௞ܣ =  ܣ

ile gösterilir.  

Wijsman yakınsak küme dizisine aşağıdaki {ܣ௞} 
dizisini örnek verebiliriz; 

௞ܣ = ,ݔ)} :(ݕ ଶݔ + ଶݕ + ݔ2݇ = 0} 

Bu dizi ݇ → ∞ iken ܣ = ,ݔ)} :(ݕ ݔ = 0} kümesine 
Wijsman yakınsaktır. 

Wijsman yakınsaklık kavramının bir genelleştirmesi 
olan Wijsman istatistiksel yakınsaklık kavramı ilk 
olarak Nuray ve Rhoades (2012) tarafından 
verilmiştir.  

(ܺ,  ௞, ܺ in boş kümedenܣ ve ܣ , bir metrik uzay (ߩ
farklı kapalı altkümeleri olsun. Eğer her ߝ > 0 ve 
her bir ݔ ∈ ܺ için, 

lim
௡→ஶ

 
1
݊

|{݇ ≤ ݊: ,ݔ)݀| (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ ≥ |{ߝ = 0 

veya hemen hemen her ݇ için, 

,ݔ)݀| (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ <  ߝ

oluyorsa, {ܣ௞} dizisi ܣ kümesine Wijsman 
istatistiksel yakınsaktır denir ve  

ݐݏ − ݈݅݉ௐ ௞ܣ =  ܣ

ile gösterilir (Nuray and Rhoades, 2012).  

(ܺ,  ௞, ܺ in boş kümedenܣ bir metrik uzay ve (ߩ
farklı altkümeleri olsun. Eğer her bir  ݔ ∈ ܺ için, 

௞݌ݑݏ ,ݔ)݀  (௞ܣ < ∞ 

oluyorsa, {ܣ௞}  dizisi sınırlıdır denir (Nuray and 
Rhoades, 2012). 

Wijsman istatistiksel yakınsaklık kavramına benzer 
olarak Ulusu ve Nuray (2012) tarafından Wijsman 
lacunary istatistiksel yakınsaklık kavramı aşağıdaki 
şekilde tanımlanmıştır: 

(ܺ,  ௞, ܺ in boş kümedenܣ ve ܣ , bir metrik uzay (ߩ
farklı kapalı altkümeleri olsun. ߠ bir lacunary dizisi 
olmak üzere eğer, her ߝ > 0 ve her bir ݔ ∈ ܺ için, 

lim
௥→ஶ

 
1
ℎ௥

|{݇ ∈ ௥ܫ : ,ݔ)݀| (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ ≥ |{ߝ = 0 

oluyorsa, {ܣ௞} dizisi ܣ kümesine Wijsman lacunary 
istatistiksel yakınsaktır denir ve  
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ܵఏ − ݈݅݉ௐ ௞ܣ =  ܣ

ile gösterilir (Ulusu and Nuray, 2012). 

Ayrıca Ulusu ve Nuray (2012) yaptıkları bu 
çalışmada küme dizileri için Lacunary toplanabilme 
kavramını da aşağıdaki şekilde tanımlamışlardır:  

(ܺ,  ௞, ܺ in boş kümedenܣ ve ܣ , bir metrik uzay (ߩ
farklı kapalı altkümeleri olsun. ߠ bir lacunary dizisi 
olmak üzere eğer her bir ݔ ∈ ܺ için, 

lim
௥→ஶ

 
1
ℎ௥

෍ ,ݔ)݀ (௞ܣ = ,ݔ)݀ (ܣ
௞∈ூೝ

 

oluyorsa, {ܣ௞} dizisi ܣ kümesine Wijsman lacunary 
toplanabilirdir denir ve  

௞ܣ → ܹ)ܣ ఏܰ) 

biçiminde gösterilir (Ulusu and Nuray, 2012). 
 
3. Bulgular 

İlk olarak 

௥ܶ(ݔ, (௞ܣ ≔
1
ℎ௥

෍ ,ݔ)݀
௞∈ூೝ

 (௞ܣ

olmak üzere aşağıdaki tanımı verelim. 

Tanım 3.1. (ܺ,  bir lacunary ߠ ,bir metrik uzay (ߩ
dizisi, ܣ ve ܣ௞, ܺ in boş kümeden farklı kapalı 
altkümeleri olsun. Her bir ݔ ∈ ܺ ve her ߝ > 0 için, 

lim
௥→ஶ

1
݊

ݎ}| ≤ ݊: | ௥ܶ(ݔ, (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ ≥ |{ߝ = 0 

ise {ܣ௞} dizisi ܣ kümesine Wijsman istatistiksel 
lacunary toplanabilirdir denir ve  

ܹܵఏ − lim ௞ܣ =  ܣ

ile gösterilir. 

Başka bir deyişle, {ܣ௞} dizisinin ܣ kümesine 
Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir olması 
demek, her bir ݔ ∈ ܺ için ௥ܶ(ݔ,  ௞) dizisininܣ
,ݔ)݀  sayısına istatistiksel yakınsak olması (ܣ
demektir. 

Şimdi, Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilme 
ve Wijsman lacunary istatistiksel yakınsaklık 
kavramları arasındaki ilişkiyi belirten aşağıdaki 
teoremi verelim. 

Teorem 3.1. (ܺ,  bir lacunary ߠ ,bir metrik uzay (ߩ

dizisi, ܣ ve ܣ௞, ܺ in boş kümeden farklı kapalı 
altkümeleri olsun. Eğer bir {ܣ௞} dizisi sınırlı ve bir ܣ 
kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yakınsak 
ise o zaman {ܣ௞} dizisi ܣ kümesine Wijsman 
istatistiksel lacunary toplanabilirdir. 

İspat: {ܣ௞} dizisi sınırlı ve bir ܣ kümesine Wijsman 
lacunary istatistiksel yakınsak olsun. {ܣ௞} dizisi 
sınırlı olduğundan, her bir  ݔ ∈ ܺ için 

,ݔ)݀|}௞݌ݑݏ (௞ܣ − ,ݔ)݀ {|(ܣ ≤  ܯ

olacak şekilde ܯ > 0 sayısı vardır. Her  ߝ > 0 için 

ఏܭ
ௐ(ߝ) ≔ {݇ ∈ :௥ܫ ,ݔ)݀| (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ ≥  {ߝ

ile belirtelim. O zaman,  

| ௥ܶ(ݔ, (௞ܣ − ,ݔ)݀  |(ܣ

                       = ቮ
1
ℎ௥

෍ ,ݔ)݀ (௞ܣ − ,ݔ)݀ (ܣ
௞∈ூೝ

ቮ 

 

           = ቮ
1
ℎ௥

෍൫݀(ݔ, (௞ܣ − ,ݔ)݀ ൯(ܣ
௞∈ூೝ

ቮ 

 

                        ≤
1
ℎ௥

෍|݀(ݔ, (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ
௞∈ூೝ

 

                        =
1
ℎ௥

⎝

⎜
⎛

෍ ,ݔ)݀| (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ
ೖ∈಺ೝ

ೖ∈಼ഇ
ೈ(ഄ)

 

                                     + ෍ ,ݔ)݀| (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ
ೖ∈಺ೝ

ೖ∉಼ഇ
ೈ(ഄ) ⎠

⎟
⎞

 

  ≤
1
ℎ௥

൫ܯ ∙ หܭఏ
ௐ(ߝ)ห +  ℎ௥൯ߝ

olur. Yani,  

| ௥ܶ(ݔ, (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ ≤ ଵ
௛ೝ

൫ܯ ∙ หܭఏ
ௐ(ߝ)ห +  (ℎ௥ߝ

(2.1) 

eşitsizliğini elde ederiz. {ܣ௞} dizisi sınırlı ve ܣ 
kümesine Wijsman lacunary istatistiksel yakınsak 
olduğundan, (2.1) eşitsizliğinin sağ tarafı ݎ → ∞ 
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iken ߝ a eşit olur. Yani,  ݎ → ∞ iken  

| ௥ܶ(ݔ, (௞ܣ − ,ݔ)݀ |(ܣ ≤  ߝ

elde edilir. Burada, Wijsman istatistiksel lacunary 
toplanabilmenin tanımı da dikkate alındığında; {ܣ௞} 
dizisinin ܣ kümesine Wijsman istatistiksel lacunary 
toplanabilir olduğu ortaya çıkar. 

Teorem 3.2 (ܺ,  bir lacunary ߠ ,bir metrik uzay (ߩ
dizisi, ܣ ve ܣ௞, ܺ in boş kümeden farklı kapalı 
altkümeleri olsun. Bir {ܣ௞} dizisinin bir ܣ kümesine 
Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir olması 
için gerek ve yeter şart  

(ܭ)ߜ = 1  ve  ܣ௥೙ → ܹ)ܣ ఏܰ) 

olacak şekilde bir ܭ = ଵݎ} < ଶݎ < ⋯ < ௡ݎ < ⋯ } 
kümesinin var olmasıdır. 

İspat: (⇐) (ܭ)ߜ = 1  ve  ܣ௥೙ → ܹ)ܣ ఏܰ) olacak 
şekilde bir ܭ = ଵݎ} < ଶݎ < ⋯ < ௡ݎ < ⋯ } 
kümesinin var olduğunu kabul edelim. O zaman 
ݔ ∈ ܺ ve  ߝ > 0 olmak üzere,  ݊ > ܰ için,  

ห ௥ܶ೙
,ݔ) (௞ܣ − ,ݔ)݀ ห(ܣ <  ߝ

olacak şekilde pozitif bir ܰ  sayısı vardır.  

ఌܭ
ௐ(ߠ) ≔ ൛݊ ∈ ℕ: ห ௥ܶ೙

,ݔ) (௞ܣ − ,ݔ)݀ ห(ܣ ≥  ൟߝ

ve  

ᇱܭ = ,ேାଵݎ} ,ேାଶݎ … } 

ile belirtelim. O zaman,  

(′ܭ)ߜ = 1  ve  ܭఌ
ௐ(ߠ) ⊆ ℕ −  ′ܭ

olması  

ఌܭ൫ߜ
ௐ(ߠ)൯ = 0 

olmasını gerektirir. Böylece {ܣ௞} dizisi ܣ kümesine 
Wijsman istatistiksel lacunary toplanabilir olur. 

(⇒) Tersine, {ܣ௞} dizisi bir ܣ kümesine Wijsman 
istatistiksel lacunary toplanabilir olsun.                
݌  = 1,2,3, …  için, 

௣ܭ
ௐ(ߠ) ≔ ൜݆ ∈ ℕ: ቚ ௥ܶೕ

,ݔ) (௞ܣ − ,ݔ)݀ ቚ(ܣ ≥
1
݌

ൠ 

ve  

௣ܯ
ௐ(ߠ) ≔ ൜݆ ∈ ℕ: ቚ ௥ܶೕ

,ݔ) (௞ܣ − ,ݔ)݀ ቚ(ܣ <
1
݌

ൠ 

ile belirtelim. O zaman,  

ߜ ቀܭ௣
ௐ(ߠ)ቁ = 0, 

ଵܯ
ௐ(ߠ) ⊃ ଶܯ

ௐ(ߠ) ⊃ ⋯ ⊃ ௜ܯ
ௐ(ߠ) ⊃ ௜ାଵܯ

ௐ (ߠ) ⊃ ⋯   
(2.2) 

ve  

ߜ                ቀܯ௣
ௐ(ߠ)ቁ = ݌     ,1 = 1,2,3, …            (2.3) 

olur.  

Şimdi  ݆ ∈ ௣ܯ
ௐ(ߠ) için ቄܣ௞ೕቅ dizisinin ܣ kümesine 

Wijsman lacunary toplanabilir olduğunu 
göstermeliyiz. 

Kabul edelim ki, ቄܣ௞ೕቅ dizisi ܣ kümesine Wijsman 

lacunary toplanabilir olmasın. O halde, sonsuz 
sayıda terim için 

ቚ ௥ܶೕ
,ݔ) (௞ܣ − ,ݔ)݀ ቚ(ܣ ≥  ߝ

olacak şekilde ߝ > 0 sayısı vardır.  

ఌܯ
ௐ(ߠ) ≔ ቄ݆ ∈ ℕ: ቚ ௥ܶೕ

,ݔ) (௞ܣ − ,ݔ)݀ ቚ(ܣ <  ቅߝ

ile belirtilirse,    

ߝ >
1
݌

 

olacak şekilde bir ݌ sayısı bulunabilir. O zaman,  

ఌܯ൫ߜ
ௐ(ߠ)൯ = 0 

olur. Ayrıca, (2.2) ifadesinden dolayı, 

௣ܯ
ௐ(ߠ) ⊂ ఌܯ

ௐ(ߠ) 

yazılabilir. Bu ise  

ߜ ቀܯ௣
ௐ(ߠ)ቁ = 0 

anlamına gelir. Bu durum (2.3) ifadesi ile çelişir. O 

halde kabulümüz yanlıştır. Böylece, ቄܣ௞ೕቅ dizisinin 

 kümesine lacunary toplanabilir olduğu ortaya ܣ
çıkar. Bu ise istenen sonuçtur.  

Önceki teoreme benzer olarak aşağıdaki teoremi de 
verebiliriz: 

Teorem 3.3 (ܺ,  bir lacunary ߠ ,bir metrik uzay (ߩ
dizisi, ܣ ve ܣ௞, ܺ in boş kümeden farklı kapalı 
altkümeleri olsun. Bir {ܣ௞} dizisinin bir ܣ kümesine 
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Wijsman lacunary istatistiksel yakınsak olması için 
gerek ve yeter şart  

(ܭ)ఏߜ = 1  ve  ܹ − ௞೙ܣ ݈݉݅ =  ܣ

olacak şekilde bir ܭ = {݇ଵ < ݇ଶ < ⋯ < ݇௡ < ⋯ } 

kümesinin var olmasıdır.  

İspat: (⇒) ߜఏ(ܭ) = 1 ve ܹ − ௞೙ܣ ݈݉݅ =  olacak ܣ
şekilde bir ܭ = {݇ଵ < ݇ଶ < ⋯ < ݇௡ < ⋯ } 
kümesinin var olduğunu kabul edelim. O zaman 
ߝ > 0 olmak üzere, her bir  ݔ ∈ ܺ ve ݊ > ܰ için, 

ห݀൫ݔ, ௞೙൯ܣ − ,ݔ)݀ ห(ܣ <  ߝ

olacak şekilde pozitif bir ܰ  sayısı vardır. 

ఌܭ
ௐ ≔ ൛݊ ∈ ℕ: ห݀൫ݔ, ௞೙൯ܣ − ,ݔ)݀ ห(ܣ ≥  ൟߝ

ve 

ᇱܭ = {݇ேାଵ, ݇ேାଶ, … } 

ile belirtelim. O zaman  

(′ܭ)ఏߜ = 1  ve  ܭఌ
ௐ ⊆ ℕ −  ′ܭ

olması,  

ఌܭ)ఏߜ
ௐ) = 0 

olmasını gerektirir.  Böylece {ܣ௞} dizisi  ܣ kümesine 
Wijsman lacunary istatistiksel yakınsak olur. 

(⇐) Tersine, {ܣ௞} dizisi bir ܣ kümesine Wijsman 
lacunary istatistiksel yakınsak olsun. ݍ = 1,2,3, …  
için, 

௤ܭ
ௐ ≔ ൜݆ ∈ ℕ: ቚ݀ ቀݔ, ௞ೕቁܣ − ,ݔ)݀ ቚ(ܣ ≥

1
ݍ

ൠ 

ve  

௤ܯ
ௐ ≔ ൜݆ ∈ ℕ: ቚ݀ ቀݔ, ௞ೕቁܣ − ,ݔ)݀ ቚ(ܣ <

1
ݍ

ൠ 

ile belirtelim. O zaman,  

௤ܭఏ൫ߜ
ௐ൯ = 0, 

ଵܯ            
ௐ ⊃ ଶܯ

ௐ ⊃ ⋯ ⊃ ௜ܯ
ௐ ⊃ ௜ାଵܯ

ௐ ⊃ ⋯     (2.4) 

ve  

௤ܯఏ൫ߜ                    
ௐ൯ = ݍ     ,1 = 1,2,3, …            (2.5) 

olur.  

Şimdi ݆ ∈ ௤ܯ
ௐ(ߠ) için ቄܣ௞ೕቅ dizisinin ܣ kümesine 

Wijsman yakınsak olduğunu göstermeliyiz.  

Kabul edelim ki, ቄܣ௞ೕቅ dizisi ܣ kümesine Wijsman 

yakınsak olmasın. O halde, sonsuz sayıda terim için,  

ቚ݀ ቀݔ, ௞ೕቁܣ − ,ݔ)݀ ቚ(ܣ ≥  ߝ

olacak şekilde ߝ > 0 sayısı vardır.  

ఌܯ
ௐ ≔ ቄ݆ ∈ ℕ: ቚ݀ ቀݔ, ௞ೕቁܣ − ,ݔ)݀ ቚ(ܣ <  ቅߝ

ile belirtilirse,    

ߝ >
1
ݍ

 

olacak şekilde bir ݍ sayısı bulunabilir. O zaman,  

ఌܯ)ఏߜ
ௐ) = 0 

olur. Ayrıca, (2.4) ifadesinden dolayı,  

௤ܯ
ௐ ⊂ ఌܯ

ௐ 

yazılabilir. Bu ise,  

௤ܯఏ൫ߜ
ௐ൯ = 0 

olması anlamına gelir. Bu durum (2.5) ifadesi ile 
çelişir. O halde kabulümüz yanlıştır. Böylece, {ܣ௞} 
dizisinin ܣ kümesine Wijsman yakınsak olduğu 
ortaya çıkar. Bu ise istenilen sonuçtur.  
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