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Oz

Bu makalede ilk olarak sedeniyonlar ile ilgili temel kavramlar verilmistir. Daha sonra sedeniyonlarin kompleks
(C), kuaterniyon (H) ve oktoniyon (@) katsayili gosterimlerinden yararlanilarak farkli tiirden eslenikleri
tanimlanip, bazi1 6zellikleri verilecektir. Son olarak da sedeniyonlarin C,H,Q-katsayili 6zel matris gosterimleri
sunulacaktir.

Anahtar kelimeler: Eslenik, Kuaterniyonlar, Kompleks sayilar, Oktoniyonlar, Sedeniyonlar.

Some Properties and Special Matrix Representations of C, H, @- Coefficient
Sedenion Numbers

Abstract

In this article, firstly, the basic concepts about the sedenions are given. Then, using the representations of the
sedenions with complex (C), quaternion (H) and octonion (O) coefficients, different types of conjugates will be
defined and some properties will be given. Finally, C, H, @ -coefficient special matrix representations of
sedenions will be presented.

Keywords: Conjugate, Quaternions, Complex humbers, Octonions, Sedenions.

1. Giris

Kompleks say1 (C), kuaterniyon (H), oktoniyon (©) ve sedeniyon(S) sayi sistemleri son yillarda teorik
ve uygulamali matematikgilerin ve teorik fizik¢ilerin oldukga ilgisini ¢eken konulardir. Cayley-Dickson
cebirleri, kompleks say1 (C), kuaterniyon (H), oktoniyon (@) ve sedeniyon(S) gibi reel sayilardan elde
edilen cebirlerdir. [13,14,16]. Burada bahsedilen bir siiregtir ve bu siireg Cayley-Dickson siireci olarak
tanimlanmistir, [13]. Dikkat edilirse bu siire¢ asagidaki gibi bir zincirlemeye sahiptir.:
RcCcHcOcSc:-

[16]. Bu bakimdan degerlendirildiginde, sedeniyon say1 sistemi bu sayi sistemlerinin hepsini
icermesinden dolay1 ayrica bir 6neme sahiptir. Fakat literatiire bakildiginda sedeniyonlar ile ilgili cok
¢alisma bulunmamaktadir.

Kompleks say1 sistemi hem degismelidir hem de birlesimlidir. Kuaterniyonlar ise degismeli
olmamasina ragmen birlesimlidir. Oktoniyonlar ise hem degisimli hem de birlesimli degildir, fakat
alternatiftir (alternative), esnek(flexible) ve dstel birlesimlidir (power-associative) [13-15].
Sedeniyonlar ise hem degisimli, hem birlesimli hem de alternatif degildir. Bu bakimdan, sedeniyonlar
diger say1 sistemlerine kiyasla daha az 6zellige sahiptir.
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Bir Z sedeniyon sayist Z = xo + Y10 €;X;, x;€R seklinde yazilabilir, [3,5]. Burada e;’ler
sedeniyonlarin baz elemanlar1 olarak adlandirilir. Z sedeniyonunun eslenigi, mutlak degeri ve tersi

sirastyla Z = xq — Y12, eix;, |Z] = /Zéilxiz veZ 1= Ijlz’ |Z] # 0,[1,2,3].

Sedeniyonlar, R {izerinde, 16 boyutlu, degismeli ve birlesmeli olmayan bir cisimdir [1].
Sedeniyonlarin degismeli olmayan e; (0 < [ < 15) baz elemanlarinin ¢arpimlart

e = —1,e;e; = —eje; eeje, = e;(eje)(i #j # ki #0,j # 0,k #0)
ozelliklerini saglamaktadir , [1,2]. Diger taraftan verilen bu 6zellik bir tablo olarak verilebilir, [1].

Tablo 1. Sedeniyon Baz Elemanlarinin Carpimi

X € | e €2 €3 €3 | €5 €c | €7 | €g | €9 | €19 | €11 | €12 | €13 | €14 | €15
€ [ €0 | & €z €3 €4 €s €6 €7 | €g | €9 | €10 | €11 | €12 | €13 | €14 | €315
e; | e [-1 €3 | =€2| €5 | —€4| €7 | —€c| €9 | —€g| €11 | —€10 €13 | —€17 €15 | —€14
ey | e | —e3|-1 €1 €6 | —€7| —€4| €5 | €10 | —€q4 —€g| €9 | €14 | —€15 —€17 €13
es | e | e | —e | -1 €y €6 | —€5| —€4 | €11 | €10 | "€9 | —€g | €15 | €14 | —€13 —€13
ey | €4 | —€5| —€6| —€7| -1 €1 €2 €3 | €12] €13 | €14 | €45 | —€g| —€9 | —€10 —€11
es [ es | e, | e7 | —eg| —eq| -1 €3 | =€ | €13 | —€4 €45 | —€14 €9 | —€g| €11 | —€1g
€6 | €6 | €7 | €4 es | —ey| —ez| -1 €1 | €14 | —€15] —€13 €43 | €10 | —€11 —€g | €9
e7 | €7 | ec | —es| ey | —e3| e; | —ey|-1 €15 | €14 | —€13 —€1p €11 | €10 | —€9 | —€3g
eg | €g | —€9 | —e1g —€1q] —e1p) —€13 —e14 —eqg -1 €1 €2 €3 | €4 | €5 | € | €y
€9 | €9 | g | €11 | —€19 —€13 €1p | €15 | —€q14 —eq) -1 €3 | —€2| —€5| €4 | €7 | —6¢
€10| €10| —€11] €g | €9 | —€14 —€15 €1 | €13 | —€y| —e3z | -1 €1 | —€¢| —€7| €4 | €5
€11| €11] €10 | —€9 | €g | —€15 €14 | —€13 €1p | —€3] € | —ey | -1 —€7| €6 | —€5| €4
€12| €12 —€13 —€14 —€15 €g | —€g | —€1q —€11 —€y| €5 | € | e7 |-1 €1 €2 €3
€13| €13 €1 | €15 | —€14 €9 | €g | €1y | —€jq —€s| —€4| €7 | —€g| —eq| -1 €3 | —€
€14| €14| —€15 €12 | €13 | €10 | —€14| €8 €9 | —€g| —€7| —ey| es | —ep] —esz| -1 €1
e15| €15| €14 | —€13 €1p | €11 | €10 | —€9| g | —€7] €5 | —e5| —ey| —e3] —ep| —eq | -1

Bir Z sedeniyonu, z; = xo + e1Xq, Zy = Xp + €1X3,23 = X4 + €1X5,2Z4 = Xg + €1X7, Zg =
Xg + €1Xg, Zg = X19 + €1X11, Z7 = X132 + €1X13, Zg = X14 + €1X15 € C kompleks sayilar olmak {izere
Z =27z + zyey + Zzeytzseq + Zseg + Zgeig + Z7e15 + Zgeqy
seklinde yazilabilir [1]. Béylece C2 ile S birbirine es tutulmus olur [1]. Z = z; + zye, + zze,+z4e4 +
Zseg t+ Zge g t+ z;e1, + zgeyy, Ve W = wy +wye, + wieytwyeg + wseg + wgeg + wyeq, + wgeqy
sedeniyonlarinin toplami

8
Z+W = Z(Zi + Wi)ezi_z
i=1

seklindedir.
s 3 7 10
Diger taraftan, Q1 = xo + X;_q €;X;, Qo = X4 + Xi-s€i-4%;, Q3 =Xg+ Xi—ge€i—7X;, Q4 =
X12 + 21211 €i—10%; € H olmak iizere

Z = Q1+ Qze4 + Q3e5+Qse1;
IfadeSI de Verlleblllr Z = Ql + Qze4 + Q368+Q4812 ve W == H1 + Hze4 + H3€8+H4812
sedeniyonlariin toplami

4
Z+W = Z(Qi + H)eyi—s
i=1

seklindedir.
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Son olarak Z sedeniyonu
0, = %o+ X7_1ex;, 0 = xg + Y12 e;_gx;e O olmak iizere
Z =0, + 0,eq
seklinde de yazilabilir, [2]. Re(0,) = x, ve Im(0,) = ¥.7_, e;x; ile tanimhdir.
Burada herhangi iki Z, = 0; + 0,eg ve Z, = 053 + 0,eg sedeniyonlarinin toplam1 ve garpimi

Zy+Z, = (01 + 03) + (03 + 04)eg

Ve

Z1Z, = (0,03 — 0,0,) + (0,05 + 0,0, )eg
seklindedir. Ayrica 0; = xq + Y./—, e;x; oktoniyonu igin
0, + 0, = 2x, = 2Re(0,)

ve

7
0,—0,=2 Z e;x; = 2Im(0;)
i=1

elde edilir.

Farkli tiirden say1 sistemleri tanimlar1 goz Oniine alinarak farkli eslenik tanimlar1t Messelmi
tarafindan verilmistir [4]. Kompleks ve dual eslenikler C (kompleks sayilar) ve D (dual sayilar)
sistemlerinin cebirsel ve geometrik 6zellikleri bakimindan olduk¢a 6nemlidir, [4].

Asagida farkli tiirden eslenik tanimlari verilecektir:

e = (1,0) dual birim, z = a; + a,ieC, t = by + b,ieC kompleks sayilar ve Z = a; — a,ieC, t = b; —
b,ieC kompleks sayilari da bilinen eslenikler olmak iizere, w = z + te dual-kompleks saynin
kompleks eslenigi, sadece kompleks sayilarin eslenikleri kullanarak

W =7Z+te

seklinde tanimlanir [4]. Burada ifade agilirsa, wh = a; — ayi + by e — byie dual-kompleks sayisi elde
edilir.

w = z + te dual-kompleks sayinin dual eslenigi, sayiya dual say1 goziiyle bakilip, dual eslenik
kullanarak

—1
w =z—te

seklinde tanimlanir [4]. Burada ifade agilirsa, wh = a, + ayi — b;e — byie dual-kompleks sayis1 elde
edilir.

w = z + te dual-kompleks saymin ikili eslenigi, hem kompleks sayilarin eslenigi hem de dual
eslenik kullanarak

—1 — -
w =2z-—t¢

seklinde tanimlanir [4]. Burada ifade acilirsa, wh = a, — ayi — bie + byic elde edilir.
w = z + te dual-kompleks saymin anti-dual eslenigi, kompleks sayilarin yerleri degistirilip
dual eslenik kullanarak

w =t—ze
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seklinde tanimlanir, [4]. Burada ifade agilirsa, wh = by + byi — a;& — ayie dual-kompleks sayisi elde
edilir.

Genel olarak, kompleks, kuaterniyon ve oktoniyonlar i¢in Re ve Im kavramlari, sirasiyla, reel
ve imajiner kisimlar olarak ifade edilir.

Sedeniyonlar son yillarda ozellikle cebirsel oOzelliklerinin arastirilmasi bakimindan goze
carpmaktadir [10-12]. Ornegin Perrin sedeniyonlar ve Tribonacci sedeniyonlar, sirastyla [6,7] tarafindan
verilen caligmalarla incelenmistir. Ayrica k-pell sedeniyonlar ¢aligilmistir [8]. Yine literatiirde dnemli
bir yere sahip olan Fibonacci sedeniyonlar1 [9] tarafindan verilmistir.

Bu calismada, sedeniyonlarin kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon katsayili gosterimlerinden
yararlanarak bu yazilislar i¢in yukarida tanimlar verilen kompleks, dual, ikili ve anti-dual eslenik
tanimlarina benzer olarak 1. ve 2. tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon eslenik, ikili kompleks, ikili
kuaterniyon ve ikili oktoniyon eslenikler, 1. ve 2. tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon normal
eslenikler ve anti-oktoniyon eslenik tanimlanacaktir. Ayrica sedeniyonlarin kompleks, kuaterniyon ve
oktoniyon katsayili matris gosterimleri de elde edilecektir.

2. C, H, 0- Katsayih Sedeniyonlarin Tanimi ve Ozellikleri

Bu boliim ¢alismanin orijinal bolimiidir. Burada, C, H, O-katsayili sedeniyonlar igin eslenik, toplama
ve carpma gibi temel islemler, Messeli’nin [4] kaynaginda yaptigi tanimlamalara benzer olarak
tanimlanacaktir. Ayrica C, H, @-katsayili sedeniyonlar i¢in baz1 6zellikler verilecektir.

[lk olarak, cebirsel ve geometrik olarak énemli bir islem olan eslenik kavramini C, H, @-katsayilt
sedeniyonlarin her biri igin 6 farkli sekilde asagidaki gibi tanimlayalim:

Tanmm 2.1 2z =xg+e1Xq, Zy; =Xy +e1X3,23 = X4+ €1X5,Z4 = Xg + €1X7, Zs = Xg + €1Xg,
Zg = X109 + €1%X11, Z7 = Xq3 + €1X13, Zg = X14 + €1X15 € C kompleks sayilar, Q; = x4 + 2?21 e;x;,
Qr=xs+ X seiaXi Q3 =xg+Xi25€i_7%;, Qs =X12+X121;€i_10%; € H kuaterniyonlar ve
0, =xo + 21— eix;, 0, = xg + Y25 e;_gx;€ O oktoniyonlar olmak lizere,
7 =2, + 2pe, + Z3e,+246¢ + Zseg + Zge1g + Z7e15 + Zge1s = Q1 + Qres + Qzeg + Quei, = 05 + Oyeq sedeniyonu
verilsin.

1) C, H, O-katsayili sedeniyonlarin 1. tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon eslenikleri, sirasiyla,
—1 _ _ - _ _ _ _ _ _ .
Z = Al + A1) + Z3€4 + Z4€q + Zsg€eg + Z6€10 + Z7€17 + Zg€14,2Z1 = X9 — €1X1, ...,Zg = X14 — €1X15
—1 — — i — —

— _ 3 _ 13
Z =0Q1+Qze4+ Q35+ Qqe12, Q1 =%X0— Xi—q €%, Qu = X12 — XiZ11 €i-10%;
—1 _— — —
Z =0;+0.e5, 0;=x0—X]=1€X; 0 =xg—X2g€;_gx;e O
seklinde tanimlanir. Burada C,H, @-katsayili sedeniyonlarin, sirasiyla kompleks, Kuaterniyon ve
oktoniyon eslenikleri bulunurken ayr1 ayri bilinen eslenik tanimlari kullanilmgtir.

2) C,H, O-katsayili sedeniyonlarin 2. tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon eslenikleri, sirasiyla,
—2
Zz = Zy T Zp8p — 7364 — Zy€g — Z5€g — Zg€10 — Z7€12 — Zg€1a,
Zz = Q1 — Q264 — Q3eg — Q4e12,
Z = 01 - 02 €g
seklinde tanimlanir. Burada C, H, @-katsayili sedeniyonlarin, sirasiyla kompleks, kuaterniyon ve
oktoniyon eslenikleri bulunurken, kompleks say1, kuaterniyon ve oktoniyonun ayri ayr1 eslenik tanimlari
kullanilmamustir, sadece kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon birimlerin 6niine (-) gelmistir.

3) C, H, O-katsayili sedeniyonlarin ikili kompleks, ikili kuaterniyon ve ikili oktoniyon eslenikleri,

sirastyla,
-3 _ _ _ _ _ _
Z =2y —Zy6) — 7364 — Z,€5 — Z5€g — Z€10 — Z7€12 — Zg€iy,
-3 - R I
Z = Q1 — Q64— Qzeg — Queqy,
-3 -—
Z - 01 - 0268

seklinde tanimlanir. Burada C,H, O-katsayili sedeniyonlarin, sirasiyla kompleks, kuaterniyon ve
oktoniyon eslenikleri bulunurken hem kompleks sayi, kuaterniyon ve oktoniyonun ayri ayri eslenik
tanimlar1 kullanilmis hem de kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon birimlerin dniine (-) gelmistir.
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4) C, H, @-katsayili sedeniyonlarin 1. tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon normal eslenikleri,
sirastyla,

—4 _
Z4 = Zy T Zp€p — Z3€4 — Zy€g — Z5€g — Zg€10 — Z7€12 — Zg€1a.
Z =(Qq— Qze4 — Qzeg — Q4e12,
Z = 0_1 - 02 eg
seklinde tanimlanir. Burada C,H, @-katsayili sedeniyonlarin, sirasiyla kompleks, kuaterniyon ve
oktoniyon eslenikleri bulunurken hem ilk kisimdaki (reel kisimdaki) kompleks sayi, kuaterniyon ve
oktoniyonun eslenik tanimlar1 kullanilmis ve hem de ikinci kisimdaki (vektdr kisimda) kompleks,
kuaterniyon ve oktoniyon birimlerin 6niine (-) gelmistir.

5) C, H, O-katsayili sedeniyonlarin 2. tip kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon normal eslenikleri,

sirastyla,

—5 _ _ _ _ _ _ -
Z3 = Zy T Zp€p T Z3€4 T Zy€ T Z5€g T Z€1o — Z7€12 — Zg€14,
Zs = Q1 — Q264 — Q3eg — Q4e12,
Z" =0, 0qeg
seklinde tanimlanir. Burada C,H, O-katsayili sedeniyonlarin, sirasiyla kompleks, kuaterniyon ve
oktoniyon eslenikleri bulunurken ilk kisimdaki (reel kisimdaki) kompleks sayi, kuaterniyon ve
oktoniyonun eslenik tanimlar1 kullanilmamistir fakat ikinci kisimdaki (vektdr kisimda) kompleks,
kuaterniyon ve oktoniyonlarin ayri ayri eslenikleri alinmigtir.

6) O-katsayili sedeniyonlarin anti-oktoniyon eslenigi

—6

Z = 02 - 0188'

seklinde tanimlanir. Burada, eslenik tamimlanirken, Z = 0; + O,eg , sedeniyonunda 0; ve O,
oktoniyonlarinin siralamasi degistirilip W = O, + 0, eg yeni bir sedeniyon elde edilmistir. Daha sonra

—6 —
tipki bir karmagik saymnin eslenigi alinir gibi eslenik alinmistir. Yani, Z =W = 0, — 0,eg
seklindedir.

Tanim 2.1 kullanilarak C, H, @-katsayili sedeniyonlarin modiil ve eslenikleriyle ilgili agagidaki 6nerme
verilebilir.
Onerme 2.1 Z = 0, + O,eg € S bir sedeniyon olsun. Bu durumda asagidaki ifadeler saglanir:

1) Z+7 =2Re(0;) + 2Re(0,)es,

2) Z?1=(|01|2 — (02)%) + (0,0, + 0,0, )eg,
3) Z+7 =20,

8) 2Z°=(0,% +10,12) + (0,07 — 0,0, eg,
5) Z+7 =2Re(0;)+ 2Im(0y)es,

6) ZZ =(|0,1? + (02)?) + (0,0, — 0,0, )eg,
7Y Z+7 = 2Re(0y)

8) 22 =(I0:]? + 10,1,

9) Z+Z =20+ 2Im(0,y)eg,

10) ZZ =(04% + 0,2) + (0,01 — 0,0+ e,
1) Z+Z° = (01 + 0) + (0, — 0es,

12) 2Z°=(0,0, + 070,) + (104]% — 0,2)es.

ispat:
1 .
1) Z + Z = (01 + 0268) + (01 + 0268)

= (01 +01) + (02 + 03)eq
= 2R€(01) + 2R€(02)€8
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elde edilir.

2) 221:(01 + 0268) + (0_1 + 0_268)
= (010_1 - 0_202) + (020_1 + 0_201) eg
= (|01|2 - (02)2) + (0201 + 0_201)38

elde edilir.
Diger ifadelerin ispatlart Tanim 2.1°deki ilgili eslenik ve oktoniyon katsayili sedeniyonlarin
toplam1 ve carpimi kullanilirsa elde edilir.

Not 2.1 Bu 6nerme sedeniyonlarin kompleks katsayili
Z = Al + Zy€, + Z3€4+Z4e6 + Zgeg + Ze€10 + Z7€1p + Zg€q4
ve sedeniyonlarin kuaterniyon katsayili

Z = Q1+ Qze4Q03e5+Q 1,

gosterimleri i¢in Tanim 2.1°deki ilgili eslenik ve oktoniyon katsayili sedeniyonlarin toplami ve ¢arpimi
kullanilarak benzer sekilde verilebilir.

Teorem 2.1 0,P € O, QeH, zeC ve eg € S i¢in asagidaki ifadeler saglanir:
1) (Oeg)eg =_0(eses) = -0, eé(ego_) = (egeg) 0 = -0,
2) Oeg = eg0, 68(068)=e8(680)=—0,

3) (OP)eg = (PO)eg,

4) (0e,)P = (OP)eg,

5) (Oeg)(Peg)=PO,

6) eiQ = Qei, 1<i< 15,

7) Qe;=e;Q,1<i<15,

8) e;(Qe;) =ei(e;Q) =—0Q,1<i<15

9) e(Qej) = e;(e;0) = (e¢))0 = 1<i,j <15,
10) e;(ze;) = ei(e;2) = —z,1 < i < 15,

11) e;(zej) = e;(e;z) = (ejej)z =, 1 < i,j < 15.

ispat:

O=xo+X-16x€0, P=y,+X_ ey€0, Qy =qo+ X eq;eH, z; = py + e;p;€C,
eg € S sayilar verilsin.

7
1) (Oegleg = ((xo + Xi=1 €iX;) 98)98
= (xpeg + 75199 + x3e10 + X3€11 + X4€15 + Xse13 + Xg€14 + X7€15)eg
= _xO - Zi:l elxl
=-0
ve

O(egeg) = 0(—1) =-0

oldugundan (Oeg)eg = O(egeg) = —O elde edilir. Benzer sekilde,

7
eg(eg0) = eg (38 (x%o + Z eixi))
i=1
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= eg(Xoeg — X1€9 — Xp€109 — X3€11 — X4€12 — X5€13 — X6€14 — X7€15) = —Xo — eix; = —0

-

..
Il
iy

Ve
(egeg) 0 = (-1)0 = -0

oldugundan eg(eg0) = (egeg) O = —O0 elde edilir.
Diger ifadeler de benzer sekilde islemler yapilarak ispat edilebilir.

Onerme 2.2 Z, Z,, Z, € S sedeniyonlari verilsin. Bu durumda
—1 N R

1) Z =0, + Oyeq =05 + Oye4=0, + Oyeq =Z,

—2 _—2
2) VA = 01 - 0288 :01 + 0268 :Z,

—3 3 — J—
3 e — —_— —

3) Z = 01 — 0268 =01 + 0268:01 + 0288 :Z,
—a4 T,
- — —

4) VA = 01 - 0288 :01 + 0268:01 + 0268 :Z,
-5 .

s — —
5) VA = 01 - 0288 :01 + 0268:01 + 0268 :Z,
i

6) Ik 5 ifade kisaca, 7 =Z,1 < i <5 seklinde verilebilir,
—6

7) Z° =0,— Oreg =0, — Oze5 = —Z,

8) Z 12, =7, +2,,1<i<6,

9) Genel olarak

7.7, = (0; + 0,09)(05 + Ogeg). 1

= (0,03 — 0,0,) + (0,05 + 0,0, )eg
= 0,05 — 0,0, + (020_3 + 0401) eg
= 0,05 - 0,0, + (0,05 + 0,07 ) eg
=0; 0; — 0,0, + (050, + 0; 0y eg
=05 0; — 0,0, + (050, + 0; Op)eg

Ve
—1 —1 1 1
Zy Z, = (& +&es) (01_"‘ 02&3)
= (03 + 0468)_-'_ (01_"‘ 0268)
=03 01 — 0,0, + (0,01 + 0, 03)eq

oldugundan ZlZzl * Zl Z_ll, 1 < i <5 seklindedir.
3. C, H, 0-Katsayili Sedeniyonlarin Matris Gosterimleri

Bu boéluimde o6nceki bolimlerde verilen tanim, teorem ve Onermeler ile birlikte verilen 6zellikler
kullanilarak kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon katsayili yazilan sedeniyonlarin 6zel matris
gosterimleri incelenecektir. Sedeniyonlarin birlesme 6zelligi olmamasindan dolayr matris gdsterimi
olacak sekilde lineer doniisiim tanimlanamaz. Fakat Teorem 2.1 ile verilen carpim ozellikleri
kullanilarak ti¢ baslik halinde sedeniyonlarin bazi 6zel matris gosterimleri verilecektir.
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3.1 @- Katsayih Sedeniyonlarin Matris Gosterimleri

Tamm 3.1 Z=0,+0,e5 €S sedeniyonu verilsin. Bu durumda R;:S—-S, R;(X) =
XZ(sag carpum)doniisiimiine oktoniyon katsayili sedeniyon {izerinde sag doniisiim adi verilir.

Not 3.1 Burada ve asagida verilen doniisiimlerin lineer olmadigina dikkat edilmelidir, ¢tinkii
sedeniyonlarin ¢arpim islemi birlesme 6zelligine sahip degildir. Buna ragmen bu doniigiimlerin ¢arpim

seklinde kullanilmasinin nedeni Teorem 2.1 ile verilen 6zelliklerin ¢arpim seklinde olmasidir. Buradan
hareketle agsagida verilen tanimlarin ve teoremlerin 6zel bazi1 durumlar1 temsil ettigi sdylenebilir.

Tamm 3.2 Z=0;+0,e5 €S sedeniyonu verilsin. Bu durumda L;:S—>S, L;X)=
ZX (sol ¢carpim) doniisiimiine oktoniyon katsayili sedeniyon tizerinde sol doniisiim ad1 verilir.

Teorem 3.1 Oktoniyon katsayili sedeniyonlar 6zel sag ve 6zel sol olmak iizere iki farkli 2x2 tipinde
matris ile temsil edilebilirler.

Ispat: Oktoniyon katsayili sedeniyonlarin ¢arpim dzelligi kullamlirsa,

Rz(l) =1-Z= (1 + Oeg) - (01 + 0268) = 01 4‘_()268_
Rz(eg) = eg-Z = (0 + leg) - (01 + Oze) = —0, + Oy

ve

Lz(l) =7Z-1= (01 + 0268) - (1 + 068) = 01 + 0268
Lz(eg) =Z-eg = (01 + 0ze5) - (0 + leg) = —0, + Oy

elde edilir. Bu durumda oktoniyon katsayili sedeniyonlarin 6zel sag ve 6zel sol matris gdsterimlerin
kiimesi, sirasiyla,

0 0
[Sol3xz = {ZR = [_01—2 O_j] :01,0,€ (O)}
ve

0,

0
[SO]Iixz = {ZL = O_j] :04,05€ (O)}

_02
seklindedir.
3.2 H- Katsayih Sedeniyonlarin Matris Gosterimleri

Tanmm 3.3 Z = Q; + Q,e, + Qzeg+Q e1,€ S sedeniyonu verilsin. Bu durumda R;:S - S, R;(X) =
XZ(sag carpum) doniisiimiine kuaterniyon katsayili sedeniyon iizerinde sag doniigiim ad1 verilir.

Tamim 3.4 Z = Q; + Q,e, + QzegtQeq, € S sedeniyonu verilsin. Bu durumda L,:S - S, L,(X) =
ZX(sol garpum) doniistimiine kuaterniyon katsayil1 sedeniyon iizerinde sol doniisiim adi1 verilir.

Teorem 3.2 Kuaterniyon katsayili sedeniyonlar 6zel sag ve 6zel sol olmak tizere iki farkli 4x4 tipinde

matris ile temsil edilebilirler.
Ispat: Kuaterniyon katsayili sedeniyonlarin ¢arpim 6zelligi ve Teorem 2.1 6zellik 7) kullanilirsa,

Rz(1) = 1-(Q1 + Qze4 + Qzeg + Qse12) = Q1 + Qze4 + Qze5 + Queq;

Rz(es) = €4~ (Q1 + Qze4 + Qzeg + Que1;) = e,Q1 + e4(Q2e4) + e4(Q3e5) + e4(Qser2)
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= Q_1& +E(94Q_2;+ 34((3:8(2_3) + 94312@ = Q1e4 — Q_2_+ 1203 — egQy
= —0Q + Q164 — Queg + Q3e12 = —Q7 + Q164 — Qseg + Qz€13

Rz(eg) = eg - (Q1 + Qze4 + Qzeg + Qqe13) = egQy + eg(Q264) + e5(Q3e3) + e3(Q4e12)
= Qﬁa +ﬁ(6’4Q2;+ 38(62803) + 6831204) = 01&3 —e1202 — 03+ e 0,
= —Q3 + Q165+ Qse4 — Q€12 = —Q3 + Qse4 + Q185 — Q2613

Rz(e12) = e12(Q1+ Qzeq + Qzeg + Query) = €120Q1 + €15(Q2e4) + €12(Qze5) + €12(Quer2)
= Q1i12 t e (%Qé) + 6122(6803) +i12(e1zQ4) = Q1e12iest — €403 — 04
= —Q4 + Q1612 — Qz3e4 + Q265 = —Q4 — Q34 + Q25 + Q1613

ve
Lz(1) = (Q1 + Qzes + Qzeg + Queq2) - 1 = Q1 + Qze4 + Qze5 + Queq;

Lz(es) = (Q1 + Qzeq + Qzeg + Queqz) - ey = Qrey + (Qze4)es + (Qzeg)es + (Qseq2)ey
= —Qz + Q164 + Queg — Qzeq3

Lz(eg) = (Q1 + Qzeq + Qzeg + Queq2) - g = Qreg + (Qze4)eg + (Qzeg)eg + (Qseq2)eg
= —0Q3 — Qse4 + Q165 + Q€1

Lz(e1z) = (Q1 + Qzes + Qzeg + Queq2) - €12 = Q112 + (Qze4)e1x + (Qzeg)ery + (Querz)err
= —Q4 + Qze4 + Q5 + Q1€13

elde edilir. Bu durumda kuaterniyon katsayili sedeniyonlarin 6zel sag ve 6zel sol matris gdsterimlerin
kiimesi, sirasiyla,

[@1 Q2 Qs Q4]

[Sulfea = Zr = :g—j (Q): ;—1Q4 __gz 101,0Q2,Q3,Q4¢ H
—Q_4 —0 Q @
ve

Qi Q2 Q3 Q4

[S]H]]ixztz Z, = :gz _QQ14 051 _QQ23 1Q1,02,0Q3,0Q4¢ H

_Q4- Q3 QZ Ql

seklindedir.

Not 3.1 Sedeniyonlari kompleks katsayili

Z =2z + zpey + Zze,tzieg + Zseg + zge g + z7e1, + Zgeqy

gosterimleri i¢in de benzer sekilde sag ve sol matris gosterim kiimesi bulunabilir.

4. Sonug¢ ve Oneriler

Bu makalede sedeniyonlarin kompleks, kuaterniyon ve oktoniyon katsayili gdsterimleri kullanilarak
farkli tipten eslenikleri tanimlanmistir. Daha sonra bu eslenikler yardimiyla Onerme ve teorem

yardimiyla sedeniyonlar i¢in bazi énemli 6zellikler elde edilmistir. Son olarak, sedeniyonlar i¢in bazi
0zel matris gosterimleri elde edilerek bundan sonra yapilabilecek ¢aligmalar bir temel olusturulmustur.
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Arastirma ve Yayin Etigi Beyam

Yapilan ¢caligmada arastirma ve yayin etiine uyulmustur.
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