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OZET

1995 yilinda Ignace Van de Woestyne, RZH yart Oklidiyen uzayda

@=(x,x,,...x,.f), FR" >R doniisiimiiyle verilen n boyutlu minimal
homotetik hiperyiizeylerin denklemlerini belirlemistir [1]. Bu ¢alismada,
R? ve Rf uzaylarindaki daha 6nce belirlenmis olan minimal homotetik

hiperyiizeylerin causal karakterleri bulunmug ve genel olarak bu ylizeylerin
zamansi oldugu gosterilmistir. Daha agik olarak yilizeylerin normal vektor

alaninin uzaysi oldugu ispatlanmigtir. Ayrica R13 uzaymnda & =1, &€ ,=
—1, & ;=1 olmak iizere

P=(x,,x,,x3),x,=(x,+p an(p , x, +q)

doniisiimiiyle verilen minimal homotetik hiperylizeyinin ve Rf uzayinda
& ,=1,&,=~1, & ,=1, & ;=1 olmak lizere

P=(x,,x5,X5,%4),%, =(x;+ptan(p,x, +q)

déniisiimiiyle verilen minimal homotetik hiperyiizeyinin zamansi olmasi
icin gerek ve yeter kosul

2 2 2
(c,+p,) pysec” (pyx, Tg)<l
esitsizliginin saglanmasidir. Aksi takdirde bu yiizeyler uzaysi olur.

Anahtar Kelimeler: Causal Karakter, Lorentz Uzayi, Minimal Homotetik
Hiperytizeyler.
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CAUSAL CHARACTERS OF MINIMAL HOMOTHETICAL
HYPERSURFACES IN R AND R

ABSTRACT

In 1995, Ignace Van de Woestyne determined the equations of the n-

dimensional minimal homothetical hypersurfaces given by the
n+l

transformation @ =(x,x,,...x, /), fFR" =R in semi-Euclidean space R

[1]. In this paper, the causal characters of the minimal homothetical

. I 4 :
hypersurfaces earlier determined in R| and R, were found and in general,

this surfaces were showed to be timelike. In other words, it is proved that
the normal vector field of the surfaces is spacelike. Moreover, the minimal
homothetical hypersurface given by

P=(x1,x,,x3),x3=(x,+p Yan(p,x, +q)

for £ ,=1, €,= ~1, €5=1 in R13 and the minimal homothetical
hypersurface given by

Q=(x,,%,,X3,%,),x,=(x,+p an(p , x, +q)

for € =1, & ,=~1, & ;=1, € ,=lin R? are timelike if and only if

2 2 2
(x,+p,) pysec” (p,x, +q)<l.
Otherwise, these surfaces are spacelike.

Keywords: Causal Character, Lorentz Space, Minimal Homothetical
Hypersurfaces.

1.GIRIS

R yar Oklidiyen uzayda @=(x,,x,,...x, /), fR" —R doniisimiiyle

verilen #n boyutlu bir hiperylizeyi goz Oniine alalim. Yukaridaki f
fonksiyonu, bir degiskenli n tane fonksiyonun ¢arpimi ise, yani

fo.p, 7 @).f, @,) biciminde ise hiperylizeye homotetiktir denir
(1].

M, Ri nin minimal homotetik hiperyiizeyi olsun. Oyleyse M, bir diizlem
veya asagidaki hiperytizeylerden biridir.
1) xp=(x;+p)tan(p ;x ;+q), & ; & , =1

2) x,=(x;+p)anh(p ;x ;, +q). & ; & ,=-1.
3) x,=(x;+p;)coth(p ;x ,+q), € ; &€ ,=-1.
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4 x,=Ce" g e =1
Burada (i j k), 1, 2 ve 3 {in bir permitasyonu, C, p,, p i g ve p da
sabitlerdir [1].
M, Rj nin minimal homotetik hiperyiizeyi olsun. Oyleyse M, bir diizlem
veya asagidaki hiperytizeylerden biridir.

1) x,=Ce™NTN e [24e L’+e  Li=0.

2) x,=(x, *p)an(p ;x ; +q), € ; € ;=1

3) x,=(x;+panh(p ;x ;+q), € ; & ;=-1.

4)  x,=(x,*+p,)coth(p ;x ; +q), & ; € ;=-1.

5) x,:(Cxi+p,.)eﬂ(x-"ix"), €,&,=-L
+('xi +pi)(xj +pj)
- X+ Dy
Burada (ij k1), 1,2, 3 ve 4 iin bir permiitasyonu, C, L;, L ;, L, p;, p ;.

6) x,=

yE € ;€& =L

P, q ve fdasabitlerdir [1].
2.TEMEL KAVRAMLAR

Tamm 2.1 V vektor uzayi istiinde, b:VxV—R iki-lineer fonksiyonuna iki-
lineer form, eger bu iki-lineer form simetrik ise b ye simetrik iki-lineer
form denir [2].

Tamm 2.2 b, V iistiinde simetrik iki-lineer form olsun.
1) vvelV, v£0 =b(v,v)>0
onermesi dogruysa b ye pozitif tanimli,
2) VveV, v#0 =b(v,v)<0
onermesi dogruysa b ye negatif tanimli,
3) VveV, b(v,v)= 0 ise b ye yar1 pozitif tanimli,
4) VveV, b(v,v)< 0 ise b ye yari negatif tanimli,
5) [VweV, b(v,w)=0] =v=0
oluyorsa b ye yoz olmayan (non-dejenere) bir form denir [2].

b, V tstiinde simetrik iki-lineer form ve W, ¥ nin bir alt vektdr uzay1 olsun.
b nin WxW ye kisitlanmist olan b [ Wxw fonksiyonu kisaca bW ile
gosterilir. b/w fonksiyonu W iistiinde simetrik iki-lineer form olur. b
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pozitif tammli ise b /W da pozitif tanimlidir. Diger 6nermeler igin de ayni
seyleri sdylemek miimkindir [2].

Tamm 2.3 b, V iistiinde simetrik iki-lineer form olsun. b /W negatif tanimli
olacak bigimdeki # alt uzaylarinin boyutlarinin en biiytigiine » nin indeksi
denir ve vile gosterilir. 0<v<dimV oldugu ag¢iktir [2].

Tamim 2.4 V stinde simetrik, yoz olmayan bir g iki-lineer formuna V'
tistlinde bir skalar ¢arpim denir. g, V tstinde pozitif tanimli bir skalar
carpim ise g ye V ustiinde bir i¢ ¢carpim denir. V sonlu boyutlu reel vektor
uzay1 olmak iizere V iistiinde bir skalar ¢arpim varsa V' ye skalar ¢arpimli
vektor uzayi denir [2].

Teorem 2.5 V'={0} olmak tizere, V skalar garpimli vektor uzayi ise ¥ nin
bir ortonormal tabani vardir [2].

V skalar ¢arpimli vektér uzaymin bir {e,...,e, }ortonormal tabanina gire g
nin matrisi kdsegensel bir matris olur. Ciinki, &, = g(e ;» € ;) olmak tizere
gle;, e;)=0,¢, dir. ¢ ;=1 veya ¢ ;= -1 dir. (¢,,...,¢, ) swralt n-lisine g nin

isareti denir. [sareti negatif sayilarin sayist g nin indeksine esittir. g nin
indeksine V nin indeksi denir [2].

Tamm 2.6 M manifoldu iistiinde indeksi sabit, simetrik (0,2) tipinde, yoz
olmayan, diizgiin bir g tensor alanina M stiinde metrik tensdr denir. M
diferensiyellenebilir manifoldu tstiinde bir g metrik tensérii varsa M ye bir
yart Riemann manifoldu denir. g nin indeksine, M yari Riemann
manifoldunun da indeksi denir. M yari Riemann manifoldunun boyutu 1
den buyik ve indeksi 1 ise Lorentz manifoldu olarak adlandirilir. Bir
Lorentz manifoldunun herhangi bir teget uzaymin da indeksi 1 dir ve
Lorentz uzayi olarak adlandirilir [2].

Tamim 2.7 W bir V Lorentz uzaymin alt uzay1 ve g, V iistiinde bir skalar
carpim olmak iizere
Dg /w pozitif taniml1 yani W bir i¢ ¢arpim uzayi ise W ya uzaysi
(spacelike),
2)g /w non-dejenere ve indeksi 1 ise 7 ya zamansi (timelike),
3)g /w dejenere ise W ya 1siksi (lightlike) denir.
Yukarida tanimlanan tiplere /¥ nin causal karakteri denir [2].
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Teorem 2.8 W bir V Lorentz uzayinin alt uzay: olsun. Bir W alt uzayinin
zamansi olmasi i¢in gerek ve yeter kosul dik tiimleyeni olan W uzayimn
uzaysi olmasidir. (W Yt =W oldugundan W alt uzaymim uzaysi olmasi igin

gerek ve yeter kosul dik tiimleyeni olan W* uzaymmn zamansi olmasidir.
W alt uzayinin 1s1ksi olmasi igin gerek ve yeter kosul dik tiimleyeni olan

W uzayinn 1siks1 olmasidir [2].

3. R} UZAYINDA MiNIMAL HOMOTETIK HIPERYUZEYLERIN
CAUSAL KARAKTERLERI

RI3 uzay1 3 boyutlu bir Lorentz uzayidir. Bir hiperyiizeyin causal karakteri
teget uzaynin causal karakteridir.

Lemma 3.1 R, uzayinda, ¢ , & ,=1, (& ,=¢ ,=1, & ,=—1) olmak iizere

Q=(x,,x,,x3),x;=(x;+pan(p,x, +q) (3.1)
doniistimiiyle verilen minimal homotetik hiperylizeyinin birim normali U
olsun. Buna gére

Uuzayst < (x, +p1)2pgsecz(p2x2 +q)<l,
Uzaman31<::>(x,+pl)2pgsecz(pzxz+Q)>1
olur.

Ispat. Hiperyiizeyin teget uzayinin baz vektorlerini belirten vektor alanlar

0, =(0.tan(p , x, +q)), ¢, =010, p )py sec” (p %, +4)),
olur. Yiizeyin normali

N=(~tan(p, x,+a), (x,+pJp,see” (p,X,%9),1)

dir. Ayrica

<py,p,>=sec’ (p,x, +9)>0,
<(p2,(p2>=—1+(x,+p1)2pisec4(p2x2+q),
<N.N>=sec’ (p,x, +q)(1=(x,+p)) ' p3 sec” (p,x, +4)
oldugu kolayca goriilebilir. Oyleyse

1—(x,+pl)2p§ secz(p2x2+q)<0 &, uzaysl,
1—(x‘+p1)2p§ secz(p2x2+q)<0 <>N zamanst
ve

1—(xl+p,)2p§ Secz(p2x2+q)>0¢:>¢)2 zamansli,

1-(x,+p,)’p3 sec’ (p,x, +q) >0 <N uzaysi
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Us—— N
(v.n)

oldugundan <U,U> ile <NN> nin isareti aymdir. Boylece ispat
tamamlanmis olur.

Lemma 3.2 R uzaymnda, £, & ;= —1, (¢ ,= -1, ¢ ,=¢ ,=1) olmak
lizere

O=(x 3,53 )xy =(x, +p ianh(p, x , +q)

doniisiimiiyle verilen minimal homotetik hiperylizeyinin birim normali
uzaysidir.

Ispat. Hiperyiizeyin teget uzaymnin baz vektorlerini belirten vektor alanlart

0, =(10tanh(p, x, +q)), ¢, =(0.1,(x,+ p,)p, sech” (p, x, +q)),
olur. Yiizeyin normali

N=(tanh(p, x, +q),— (x,+ p,)p, sech® (p, x,+q), 1)

dir. Ayrica

<go,,gpl>=~sechz(p2x2 +¢)< 0,

<Py P> = 1+(x1+p|)2p§sech4(pzx2 +¢)>0,
<]\f,N>=sechz(]_72x2 +q)(1+(xl+p1)2p§ sechz(pzx2 +¢))>0

oldugu kolayca gorilebilir. Yiizeyin birim normali

1
Us———==N

(v )

oldugundan U uzaysi olur.

Lemma 3.3 R} uzaymda, €, & ;= —1, (6 ,= ~1, ¢ ,=¢ ,=1) olmak
lizere

P=(x,,x,,%5),x3=(x, +p )coth(p ,x, +q)

doniisiimiiyle verilen minimal homotetik hiperyiizeyinin birim normali
uzaysidir.

Ispat. Lemma 3.2 nin ispatia benzer bicimde gosterilebilir.

Lemma 3.4 R} uzaymda, & ,&,= -1, (¢ = -1, € ,=¢ ;=1) olmak

lizere
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Llx+x,)

@P=(x,,x,,x5),x,=Ce

dontstimiyle verilen minimal homotetik hiperyiizeyinin birim normali
uzaysidir.

Ispat. Lemma 3.2 nin ispatina benzer bigimde gosterilebilir.

3 — — — —
Lemma 3.5 R, uzaymda, ¢ ,¢,= ~1, (¢ ,= -1, & ,=¢ ;=1) olmak
lizere
_ " ) P Bx—=x;)
(0~(x1,,\2,.x3),.x3—Ce I
dontstimilyle verilen minimal homotetik hiperylizeyinin birim normali
uzaysidir.

ispat. Lemma 3.2 nin ispatina benzer bicimde gosterilebilir.

TEOREM 3.6 R; UZAYINDA (3.1) IN DISINDAKI BUTUN
MINIMAL HOMOTETIK HIPERYUZEYLER ZAMANSIDIR. (3.1) IN
BELIRTTIGI

(p:(xlrx2’x3)ax3:(-Y1 +p})tan(p2x2 +CI)

minimal homotetik hiperylizeyinin zamanst olmasi i¢in gerek ve yeter
kosul

(x, +p])2pisecz(p2x2 +g)<l

esitsizliginin saglanmasidir. Aksi takdirde yiizey uzaysi olur.

ispat. Teorem 2.8 e gore hiperiizeyin birim normali uzays: ise teget uzay
zamansi ve birim normali zamansi ise teget uzay uzaysi olmak zorundadir.
Oyleyse Lemma 3.1, Lemma 3.2, Lemma 3.3, Lemma 3.4 ve Lemma 3.5 e
gore ispat tamamlanmis olur.

4. R} UZAYINDA MINIMAL HOMOTETIK HiPERYUZEYLERIN
CAUSAL KARAKTERLERI

R? uzayi 4 boyutlu bir Lorentz uzayidir. Bir hiperylizeyin causal karakteri
teget uzayinin causal karakteridir.

Lemma 4.1 Rf uzayinda, 8‘L12+82L§+53L§= 0 (&,= -1,
& ,=¢& ,=& ,=1)olmak lizere

=(X XXX, ) X =Ce Lixy+Lyxs+Lax,
1207307 4 4
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~doniistimityle verilen minimal homotetik hiperytizeyin birim normali
uzaysidir.

Ispat. Lemma 3.2 nin ispatina benzer bigimde gosterilebilir.

Lemma 4.2 R} uzaymda, £ , ¢ ,=1, (& =€ ,=¢ ,=1, &€ ,= —1) olmak
lizere

Q=(x,,x,,x5,x,), X, =(x,+pItan(p ,x, +q) (4.1)
doniigiimiiyle verilen minimal homotetik hiperyiizeyin birim normali U
olsun. Buna gore

Uuzays.1<::>()cl+p,)2pisecz(pzx2 +g)<l,
Uzamansl¢>()cler])zpisecz(pzx2 +g)>1
olur.

Ispat. Lemma 3.1 nin ispatina benzer bicimde gosterilebilir.

Lemma 4.3 R} uzayinda, ¢ , & ,= —-1,(¢ ,=—1,6 ,=¢ ;=& ,=1) olmak
lizere

Q=(x,,x,,x5,x,),x, =0, +p tanh(p , x , +q)

dontigiimiiyle verilen minimal homotetik hiperylizeyin birim normali
uzaysidir.

Ispat. Lemma 3.2 nin ispatina benzer bicimde gosterilebilir.

Lemma 4.4 R? uzayinda, € , ¢ ,= -1,(¢ =1, ,=¢ ;=& ,=1) olmak
lizere

Q=(x,x,,x5x,),x, =0 +p,)coth(p,x,+q)

doniistimiiyle verilen minimal homotetik hiperylizeyin birim normali
uzaysidir.

Ispat. Lemma 3.2 nin ispatina benzer bigimde gosterilebilir.

Lemma 4.5 R} uzaymda, ¢, ¢ ;=—1,(¢ ,=¢ ;=¢ ,=1,& ,=-1) olmak
uzere
Q=(x,,x,,%5,x,),x,=(Cx,+p,)e
dontisiimiiyle verilen minimal homotetik hiperylizeyin birim normali
uzaysidir.

Blxy+xs)
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Ispat. Lemma 3.2 nin ispatina benzer bigimde gésterilebilir.

Lemma 4.6 R uzaymnda, £ , &€ ,=1,(¢ ,=¢,=¢,=1,& ,=1) olmak
tizere

- vy =(Cx .+ Blxa—x3)
P=(x X 5,x5,0,),x, =(Cx +p,)e

doniisiimiiyle verilen minimal homotetik hiperylizeyin birim normali
uzaysidir.

Ispat. Lemma 3.2 nin ispatina benzer bicimde gésterilebilir.

TEOREM 4.7 R} UZAYINDA (4.1) IN DISINDAKI BUTUN
MiN'iMAL VHOMOTETIK HIPERYUZEYLER ZAMANSIDIR. (4.1) IN
BELIRTTIGI

P=(xp.x5,x5,x,),x, =(x,4p)an(p, x, +q)

minimal homotetik hiperylizeyinin zamanst olmasi igin gerek ve yeter
kosul

(x, +pl)2p§sec2(p2xz +g)<1
esitsizliginin saglanmasidir. Aksi takdirde yiizey uzaysi olur.

Ispat. Teorem 2.8 e gore hiperiizeyin birim normali uzaysi ise teget uzay
zamansi ve birim normali zamansi ise teget uzay uzaysi olmak zorundadir.
Oyleyse Lemma 4.1, Lemma 4.2, Lemma 4.3, Lemma 4.4, Lemma 4.5 ve
Lemma 4.6 ¢ gore ispat tamamlanmis olur.
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