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OZET

Bu makalede, p,(x), p;(x) seklinde Lebesgue integrallenebilen kompleks
degerli katsayilara sahip

() =y"+ py(x)y"+ p3(x)y
diferansiyel ifadesi ve ¢-periyodik smr kosullari tarafindan, L,[0,1]’de
iretilen L(p) diferansiyel operatorii ele alindi. L(p) operatoriiniin
0zdegerleri igin asimptotik formiiller elde edildi.

Anahtar Kelimeler: Self-adjoint olmayan operatdrler, (-periyodik simnir
kosullari, Asimptotik formiiller.

ON THE EIGENVALUES OF THE ORDINARY DIFFERENTIAL
OPERATORS WHEN ITS COEFFICIENTS ARE LEBESGUE
INTEGRABLE FUNCTIONS

ABSTRACT

In this article, we consider an operator L(p) generated by differential
expression

() =y"+ py()y'+ p3(x)y,
in L,[0,1] and #-periodic boundary conditions, where p,(x), p;(x) are
complex-valued functions in Z;[0,1]. we obtain the asymptotic formulas for
the eigenvalues of the differential operator L(p).

Key Words: Non-selfadjoint operators, ¢ -periodic boundary conditions,
Asymptotic formulas.
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1. GIRIS

[0,1] kapali araliginda kompleks degerli ve Lebesgue integrallenebilen
P>(x), ps(x)seklinde katsayilara sahip

() =y"+ pa(x)y"+ p3(x)y (1)
diferansiyel denklemi ve ¢ sabit bir kompleks parametre olmak iizere
M =e"yM ), v=012 @

t -periodik smir kosullar1 ([1]) tarafindan, L,[0,1]°de iiretilen L(p)
diferansiyel operatoriinii gézoniine alalim.

[2,3,4]te Ozdegerlere asimptotik formiilleri verebilmek igin kullanilan
metod; /¢(y)=Ay denkleminin lineer bagimsiz ¢oziimleri ve onlarin

tiirevlerinin karakteristik determinantta yerine yazilmasina bagh oldugundan,
L(p) operatoriniin £ ’inc1 6zdegerleri igin O(k) ’inc1t mertebeden daha iyi
asimptotik formiiller verilebilmesi, (1) denklemindeki p,(x), p;(x)
katsayilar1 lizerine koyulan siirekli tiirevlenebilme sartina baghdir.

Bu makalede, (1) denkleminin p,(x), p;(x) katsayilari, [0,1] kapali aralig:
iizerinde kompleks degerli Lebesgue integrallenebilen fonksiyonlar
oldugunda, L(p) operatdriiniin £ ’mnc1 dzdegerleri igin O(k(Infk| /&)%)
mertebeden asimptotik formiiller elde edildi. Sonug olarak; (1) denkleminin
katsayilar1 i¢in herhangi bir siirekli tiirevlenebilme sart1 yoktur.

2. OZDEGERLER iCiN ASIMPTOTIiK FORMULLER

(1) denkleminin derecesi tek oldugundan dolayi, her ¢ i¢in (2) sinir kosullar
regilerdir ve L(p) operatoriiniin yeterince biiyiik 6zdegerlerinin katliligi
birdir (simple), ([4, sf. 64]). Buradan, [5, 6] gz Oniine alinacak olursa,
|k| > N i¢in L(p) operatoriiniin {/lk t):keZ } Ozdegerleri asagidaki sekilde
ifade edilebilir:

Ay (1) = 2kmi + it)® +O(k) 3)

Burada, N yeterince biliylik bir tamsayiy1 ifade eder. (3) formiiliindeki
L(p)’nin 4, (t) 6zdegerinin asil 6nemli kismi olan (2kxi +it)® *iin, L(0)

(2krmi-+it)x

(P, (x) = p3(x) =0 i¢in) operatdriiniin e Ozvektoriine karsilik gelen

0zdegeri oldugu kolayca gorilebilir. Yani, k|2N ise L(p)’nin A, (?)

0zdegeri i¢in asagidaki esitsizlikler elde edilir:
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; 4)

2 (1) — ki +it)? ‘ <k

20 (0) - it ~ k) + 0’|

>(32||2m'(k—kl)+it|—|2k7ri+it||(|27ri(k—kl)+it|2 +|2k7ri+it|2) (5)

Burada k; € Z/{0} ve ¢

(4) ve (5)’e ilave olarak, ileride ispatlanan lemmada 6zellikle kullanilan,
asagidaki esitsizlik verilebilir:

‘zk (t) - ri(k — ky) + it)3‘

m> M=12,..., N ’den bagimsiz pozitif sabitlerdir.
> || 2miCk ~ k) -+t =] 2k -+ i | | 2k~ k) + it > a6 @)

K2 N igin [ky| > 3k| (vani [k —k|>2Jk| ). 4) ve (5) kullanilarak

asagidaki bagintilarin goésterilmesi zor degildir [7]:

Burada,

2mi(k — ky) + it | [1n|k|J
il £ (7
k20 | Ay (6) — Qri(k — ky) + it)3‘ k
2
. 7= 0{%} @®)
kik 20 |, (£) — (2mi(k — ky) + it)3‘ k

Burada |k|ZN . Wi, (x) Dbirim 6zvektorlere karsiik gelen, L(p)

operatoriiniin 4, () 06zdegerlerine asimptotik formiilleri elde etmek icin
asagidaki bagintiy1 gozoniine alalim:

(g () = ki +6)*) (g (x), e 2P0
= (P2 (Wi, () + p3 (X (x), e HHO) ©9)
Burada, (.,.), L,[0,1] uzayindaki i¢ carpimi ifade eder.

Wi (X)+ py (W, (%) + p3 (W, (X) = A4 (O g, (x)

esitliginin ~ her  iki  tarafi o~ (Ghmivit)x ile  carpilir  ve
L(0)e PR +i0x — 2k + i) e FTHIOX  lyllamilirsa, (9) bagntisin  elde

edildigi goriiliir.
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Lemma 2.1. |k|2N icin p,(x) ve ps3(x) Lebesgue integrallenebilen
fonksiyonlar olmak iizere;

( P2, () + p3 (D, (X)), e(zkmﬂ-i)xJ

= —
= 2 P ( W, (x),e 27k >+n>x) .

ke, =—o0

z p3’kl ( V/k’[ (x)’ e(zﬂi(k—kl )+il)x ) (10)

ky=—00

elde edilir. Burada, p; = (p (x),e'?™¥) | §=23. Ayrica;

k

<CS

(2n7ri+i;)x) , Vl’l EZ. (11)

‘[ 2 Wy () + ps (s (1) ¢

Ispat: ilk olarak |k| > N igin (10) esitligini ispatlayalim. y; ,(x) ve wy ,(x)
fonksiyonlar1 [0,1] kapali araligi iizerinde smirli oldugundan, Lebesgue
integrallenebilen Py (x) ve Pp3(x) fonksiyonlar1 icin
P2, (xX)+ p3(0)wy,(x) € Li[0,1] oldugu agiktir. Buradan,

([ PaCOWE, (4 3 (g (20, CRO) 50 o[ >0 (12)

oldugu goriliir. Boylece, asagidaki esitligi saglayacak sekilde bir C(k)
pozitif sabiti ve k, tamsayis1 vardir:

max
€

Qui(k—k, )+i2)x)

( Pr W (0) + ps (W ()

- ‘( 2o (W (0) + ps (s (),

Buradan, (9) goz oniine alinacak olursa,

g C)
‘zk () - Qritk — k) + it)3‘
esitsizligi elde edilir. (14) ve (6) esitsizliklerinden

‘(V’k () e(zm(k—kl)ﬂ'i)x)

(14)
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D < Lo (15)

(Wk,z (x), e2rithh )+il)x) :
el >3k, k3

elde edilir. Burada, k,>[k| ve |kj|>3k, >3k (yani, |[k—k|>2[k)

seklindedir. Béylece, y ,(x) fonksiyonu igin {eCritk=k)Finx e 7} baz

tarafindan iiretilen asagidaki toplam elde edilir:

u/k’l (x) — z (u/k’l (x)’ e(Zﬂi(k—kl)+il)xJ e(Zﬂi(k—kl)+il)x + go (x) . (16)
e [<3k,

Burada, sup | g0 (x)| < C—(;.

x€[0,1] k5
(14) esitsizliginin her iki yan |27ri(k —ky) +it| ile carpildiktan sonra, kismi
integrasyon ve (2) sinir kosullar1 kullanilarak asagidaki esitsizlik bulunur:

‘(l//z'm(x) e(zm(k—kl)ﬂ'i)x) < |2”i(k —k)+ it|C(k)
: ‘zk () - Qritk — k) + it)3‘

(17)

Benzer sekilde, (6) esitsizligi kullanilarak, w; ,(x) fonksiyonu igin

{eCGmitk=k)¥iDx .} e 7} bazi tarafindan iiretilen asagidaki toplam elde

edilir:

V/;{J (x) — z (V/;g’l (x)’ e(27zi(k—kl )+il)x) e(ZTZi(k—kl)+il)x + 2 (x) . (1 8)

e | | <3k,
c
Burada, sup |gl(x)|<—6
x€[0,1] ky

Wi, (X) ve wi,(x) igin elde edilen bu toplamlar

(hmi+it )’CJ integralinde yerine konulur ve

(P2 () + Py, (e

k, , o0 ’a gotiiriiliirse (10) elde edilir.
(13)’de bulunan C(k) esitligi, (10) bagntis1 ve kismi integrasyon
kullamlarak agagidaki esitlik bulunur:

C(k) =

(2kom+i2)x)

( Pa (W (0) + ps (e (). e
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0

z (pz’kl [27[1(k0 - kl ) + lt] + p3’kl )(l//k,l (x)’e(zﬂi(ko—k1)+il)x)

ey =—o0

(19)

Simdi (19)’daki ( Wi (x),e(ka'”;)xJ carpanini igeren terim ayiklanir
(ko — ki =k i¢in) ve (9) kullanilirsa,

5 (pas [2miCky — k) +it]+ psy ) )

C(k)= : —
kikkk k(O —Qmilky —ky)+it)

[ P2 (W}, (X)+ p3 (D, (x),e P o ’“”“) +

(pz,ko_k (2kmi +it] + P3k, -k )( Wi (X), e(2k7zi+iz)xJ

(2 [27iCky —ky)+if] + ps g )|CCh)
ek O = @ity — k) +i0))

+ cglk| (20)

elde edilir. Buradan (7) bagintis1 kullanilarak,

(2 [2i(ko — k) +it]+ psy, )|C(R)
Kok 2k ‘/lk (1) - Qri(ky —ky)+ il)3‘

[ln|k|J

bulunur. Sonu¢ olarak; (20) ve (21)’den C(k)< C(2k) +cg|k| bagintisi,

C(k) < cs|k| esitsizligini gerektirir. (11) elde edilir.

(10) esitligi géz oniine alinir ve kismi integrasyon kullanilirsa (9) bagintisi
asagidaki sekilde ifade edilebilir:

(Ak (t) — (2kmi + it)3 )( Wi, (X, e(2k7ri+i2)xJ

= z (pz,kl [27Tl(k — kl ) + lt] + p3’kl )( l//k,l (x),e(Zni(k—kl)ﬂ';)x) (22)

Joy=—00
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(22)’nin sagindaki toplamda, (‘//k,z (x),e(Zk”””)xJ carpanini i¢eren terim

ayiklanir (£ =0i¢in) ve geriye kalan terimlerde (z/jk’, (x),e(zm(k_kl)”’)xJ

ifadesi i¢in & yerine (k — k) alinarak (9) kullanilirsa,

(Ak (t) — (2kmi + it)3 )( Wi, (X, e(2k7ri+i2)xJ

= (Pz,o[2k7fi +it]+ p3y )( Wi (x)’e(kam)xJ N

(pa, 12tk = k) + i)+ sy I P2 () + p3 (I (x),e@’ff(k—kl)”t)x)

k0 L ()= Qrilk = ky) +it)?

(23)

bulunur. (23)’iin sagindaki son toplamda, (10) bagmtis1 k, indeksine gore
g0z0niine alinirsa,

(Ak (t) — (2kmi + it)3 )( Wi, (X, e(2k7ri+i2)xJ

= (pz’o [2kri + it] + ps )( Wi (x)’e(aniﬂ'z)xJ N

5 (Po [2milk = ky) + it + pa g Npoy, [27ilk = ky = ky) +it] + psy )

ky eyt #0 }‘k (t)_(zﬂi(k_kl)+it)3
o ( Vil (). ik —kz)+i2)x) (24)
elde edilir.

carpanini

Buradan (24)’tin sagindaki son toplamda (z/jk’, (x),e(Zk””";)xJ

iceren terim ayiklanir (k;+k, =0 i¢in) ve Kk +k,#0 igin
(Wk,z (x)’e(zni(k—kl—kz)m)XJ ifadesi yerine, (9) esitligi & yerine k —k; — k,

alinarak kullanilirsa,

(Ak (t) — (2kmi + it)3 )( Wi, (X), e(2k7ri+i2)xJ
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(2kni+i2)x)

= (pz,o [2kri + it]+ ps3 )( Wi, (X),e
.y (Pos [27iCk — k) + it]+ psy Npo i [2kmi +if]+ ps . )
ko A (6) = QriCk = ky) +ir)’
y ( Vil (). e(2kni+i2)x)
(Pos [27iCk — k) + it]+ psy Npo, [2mik — ky = ky) +it]+ sy )

kedz0 [ ()= Quitk —k) +it)’ 1[4 () = Qitk —ky —ky) +it)]
ky+k,#0

x [ P2 (W}, () + Py (0w, (x),e P EH ‘kZ’“'”’C) (25)

bulunur. Sonug olarak; asagidaki bagint1 elde edilir:

(Ak (t) — (2kni + it)3 )( Wi, (X, e(aniﬂ'})xJ

—((pyol2kmi +it] + py0) + ACy (1)) ) [ Wi, (%), e@k’”'“’”ﬂ +R(A4 (1)) (26)

Burada,
2k — ; ..
RGO (P [27iCk — ky) + ] + P Jp2s [gk;n +itl+ ps_y ) |
Ktk #0 A ()= Qri(k —ky) +it)
(27)
R(24 ()=

(Pos [27iCk = ky) + i1+ psy N oo [27iCk —ky —ky) +if]+ psy. )

ks [ () = Quitk —ky) +it)’ 1 [2 () = Qrik —ky —ky) +it)’ ]
ky+k,#0

x [ P2 (W}, () + Py (0w, (x),e P EH ‘kZ’“'”’C) (28)

Ayrica, asagidaki esitsizliklerin saglandigim gérmek zor degildir:

[P, [2mik = ky) + it + pg, | < co2miCh — ky) + ], (29)
\ o [2miCk — ky —ky) +it] + s, \ < col2mi(k — ky — ky) + i (30)
Ve
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Paiy (ki +it)+ ps . | <ciolk] 31)

Buradan, (11), (29), (30), (31) esitsizlikleri ve (7) bagintis1 kullanilarak
asagidaki esitlikler elde edilir:

Ink| Infk| ,
A4 (1) =0 k(=) = O(In[k)). R4 1) =0 k(=) (32)

Simdi (26) ve (32) formiillerinden agagidaki teoremi verelim:

Teorem 2.2. L(p) operatoriiniin A, (t) Ozdegerleri asagidaki formiilleri
saglar:
A (0= (2kri +it) +(py o[ 2k +it]+ p3 g )+ O(lnfk

) (33)
A () = kri +it)? + (pyo[2ki +it] + psg )+
.y (Pos [27i(k — k) + i)+ pay Npo s [2ki +it]+ ps . )

o (ki +it)® — Qrilk — k) +it)°

[ Ink| 2J
+0 k=) (34)

Ispat. (9), (11) ve (8) kullanilarak,
-2
z (V/kz(x),e(zm(k—kl)m)x)

ke, #0

)

elde edilir.

I |k|2
<

2
k=0 ‘zk () - Qrilk — k) + it)3‘

Boylece, {e(Zk””’")x:keZ} bazi tarafindan fretilen, w;,(x) birim

ozvektor asagidaki sekilde ifade edilebilir:
l//k’l (x) — (y/k’l (x)’ e(2k7‘ri+it)x J e(2k7‘ri+it)x + h(x) , (35)
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1
h(x)| = O[;)

Hemen burada (23)iin her iki yan (y, (x), K705 o biliiniir ve (32)

kullamlirsa, (33) formiilii ispatlanmusg olur.

Burada,

Benzer sekilde (26) esitliginin her iki yan (y, (x),eukﬂm;)x) ile boliiniir

ve (32) kullanilirsa,

A (6) = (2kri +it)® + (py o[2kni +it]+ ps3 ) + A(A () + o[k(lnTw)zj (37)

esitligi elde edilir.

Simdi (34)’1 ispatlayalim: (3) esitliginden A, (¢) — (2km + it)> = 0(k)
oldugu go6zoniine alinir ve tekrar (32) kullanilirsa,

5 (2, 271Gk = k) + i1+ s oy 2K + it + ps )
k0 24 (6) = @ik = ky) + it)°

Apo 2=k +in)+ py Voo ki +icl e ps ) f [l
(ki +it) — Qritk —ky) +it)’ |
oldugu kolaylikla goriiliir ve buradan

k
elde edilir. Son olarak (38)’de bulunan A(A; (¢)) (37)’de yerine konulacak
olursa, (34) elde edilir.

A2y () = A((2km' +it)’ )+ O[k(ln|k|)2j a9
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