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OZET

Poincaré st yar1 diizlem geometrisi Henri Poincaré tarafindan ortaya
atilmustir. Poincaré iist yar1 diizlem geometrisi, Oklid diizlem geometrisinin
on ili¢ aksiyomu i¢inden paralellik postulatini saglamadigindan dolayi,
Oklidyen olmayan bir geometridir [2,4,9]. Bu geometride, dogrular ve
uzaklik fonksiyonu farkli oldugundan Oklid diizlemindeki uzaklik
kavramiyla ilgili konularin Poincaré benzerlerini ¢aligmak oldukea ilgingtir.
Ustelik iki nokta arasindaki dy Poincaré uzakligi, Oklidyen uzakliktan daha
kisa olan bir uzakliktir. Bu konularla ilgili benzer c¢aligmalarin, Taksi
geometrisi icin de yapildig: [1,2,3,5,6,7] ve Poincaré iist yari diizlemiyle
ilgili bazi problemlerin de ¢aligildigi bilinmektedir [8,10]. Bu c¢aligmada
Poincaré yar1 diizlem geometrisi iizerine yaptigim doktora tezinin [8] bir
kismi olan iki odakli Poincaré konikleri ve odak dogrultman Poincaré
konikleri konusu incelenmektedir.

Anahtar Kelime: Poincaré uzakligi, Poincaré iist yar1 diizlemi, Poincaré
dogrulari

GENERAL EQUATION FOR POINCARE CONICS AND THEIR
CLASSIFICATION

ABSTRACT

The Poincaré upper half plane geometry has been introduced by Henri
Poincaré. Poincaré upper half plane geometry is a non-Euclidean, since it
fails to satisfy the parallel postulate within the thirteen axioms of the
Euclidean plane geometry [2,4,9]. In Poincaré upper half plane geometry,
the lines and the function of distance are different, therefore, it seems
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interesting to study the Poincaré analogues of the topics that include the
concept of distance in the Euclidean geometry. Besides, the Poincaré
distance dy between two points is the lenght of the shortest than Euclidean
distance. As it is known there are alternative approachs to obtain conics in
the Taxicab geometry [1,2,3,5,6,7] and a few problems related with the
Poincaré upper half plane geometry have been studied and developed [8,10].
In this work, we examine Poincaré conics with two-foci and focus directed
Poincaré conics , which are included in my Phd-thesis [8].

Key Words: Poincaré distance, Poincar'e upper half plane, Poincar'e lines.
1. GIRIS
Poincaré iist yar1 diizlemindeki noktalar, SR> Oklid analitik diizleminin iist

yarisindaki noktalarla ayni olmasina karsin, dogrular ve iki nokta arasmdaki
uzaklik fonksiyonu farklidir. Poincaré iist yar1 diizlemindeki dogrular,

L= (x,y) € ‘Rz‘x =a,y>0,a € R, asabit } yari-dogrular
(I. Tip Dogrular)

ve
. Lr={(x,y)e i}?z‘(x—c)2 +y° =7, y>0, cr € R, ¢,rsabit }

yari-gemberler
(II. Tip Dogrular)

seklinde tammlanmaktadir. A=(x,, y,) ve B=(x,, y, ) herhangi iki nokta
ise, bu takdirde verilen noktalar arasindaki Poincaré uzakligi,

y
‘ln( /ylj‘ X, =X, ise

h{yz(xl _W)]

d, (4,B)=
X, # X, ise

y](x2 _c+r)

bi¢gimindedir.
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_ (J’22 _y12 ""xz2 _xlz)
°= 2(x2_x1)
r :\/(xl —0)2 +y12 :\/(xz —0)2 +y22

2. POINCARE KONIKLERININ DENKLEMLERI

Bu bolimde, iki-odakli ve odak-dogrultman Poincaré koniklerinin
denklemleri incelenmistir.

Yardimar Teorem 1: Poincar'e iist yar1 diizleminde, herhangi bir P=(x .y )
noktasindan gegen ve L=_ L veya L=_L  ye dik olan bir dogru ¢izelim. P
noktasinin dogrular1 kestigi noktaya X=(x,,y,) diyelim. Bu takdirde

P=(x,,y,) noktasmm L veya .L  dogrularma oland, uzakliklari,

‘IH(V), L=L, ve x,=c ise
d,(P.L)= Yo
T ]HM ,
vy (x, —k+1)) diger hallerde

formiilleri ile bellidir.

2 2 2 2
Vi =Yy t X —X,
2(x1 _xo)

:\/(x, —k)2 +y]2 :\/(xo —k)2 +y02

k:

9

Ispat: i) L= L, ve x ,=c ise;

P=(x,,y,) =(c, y,) noktasindan gecen ve L dogrusuna dik olan dogru I
tipindeki , L dogrusudur. L dogrusuile ,L .  dogrusunun kesistigi nokta
X=(x,,Y,) =(c,r) olur (Bkz.Sekil 1). O halde,
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e
Yo

d,(P.X)=

dir.

clL

P = (x1y1)=(c, y1)

X = (xo,y0)=(c, 1)

C(c,0)

Sekil 1

ii) L= L, vex, #cveya L= Lise;

”

P=(x;,y1) noktasin1 ve L dogrusunu alalim. P=(x,,y;) noktasindan gecen

ve L, dogrusuna dik olan dogru II tipindeki ,L, dogrusudur

(Bkz. Sekil 2). .L, dogrusuile , L, dogrusunun kesim noktast X=(x,,y,)
idi. O halde,

d (P X)zhly()(x]_k+t)
e J’I(xo_k"'t)
dir.
2 2 2 2
(k:y] Vo X X

2(x1 —X )

t:\/(x, k) +y =\/(xo —k) +y,7)
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y

K(k,0) c(c,0)
Sekil 2

P=(x;,y1) noktasi1 ve L=_ L dogrusunu alalim. P=(x,,y,) noktasindan gegen

ve , L dogrusuna dik olan dogru II. tip bir dogru olacagindan tistteki formiilii
kullanabiliriz.(Bkz. Sekil 3)

y
alL
b = (g R ow=(@
kLt
t t

0 X

K(k,0)=(a,0)
Sekil 3

Teorem 1: (x,,y,), (X,.y,) odaklt Poincaré koniklerinin denklemi,

ue {-1,1} ve v>0 olmak iizere,

x, = x, iken ‘ln& +uln 22 =y
y y
veya
xwx, iken [n2EZC) yalrmds)
y(x] —c+r) y(xz—d+s)
seklindedir.
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2 2 2 2
Vi —y +tx —x

» V= (x] —0)2 +y12
2(x1 _x)

C =

2 2 2 2
SRS P e o
2(x2_x)

Ispat: X,=x, iken, (x,,y,) ve (x,,y,) noktalar1 yari-dogrular lizerinde
olduklarindan, Poincaré koniginin denklemi,

Y
Yy

+u

‘lnﬁ =v (1)

y

ve
X1#X, iken, (x,,y,) ve (X,.,y,) noktalar1 yari-gemberler iizerinde
oldugundan, Poincaré koniginin denklemi,

lny](x—c+r)+ulny2(x—d+s):v 2
y(x] —c+r) y(xz—d+s)
bi¢gimindedir.

Teorem 2: F= (x,,y,) odakh ve L veya L,k dogrultmanh Poincaré
koniklerinin denklemleri asagidaki sekildedir:
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i Y
In—{+eln—|=0 0
2 €0
(x,,y,) odak ve L=, ise
2l =d sl vl
y(x, —d +s) Yo (eC0)
(x,y,) odak ve L=, ise (3)
21| 4 g 2o +0) (¢(0)
y y(xo_k+t)
(x,, ) odak ve L=_L, veya L=,L ise
]ny] d+s|+ yox k+t)|_0 (eC0)
—d +5) ‘ y(x, —k+1) ‘

(x,,v,) odak ve L=,L veya L=, ise

2 2 2 2
-y 4+x —x

Vi
d =
2(x1 _x)

> 8§ = (x] _d)2 +y12

2 2 2 2
Yo =YV +X, —X 2 2
k= = -k
2(x0 _x) > T \/(xo ) +)

(Burada, e konigin dis merkezligini gosterir).

Ispat: Yardimci Teorem 1, Poincaré uzakligi ve dis merkezligi kullanilarak
ispatlanabilir.

2+ efln 2 =0 (x=x1=c, L=_L, ise)
Y Yo
ni-d+s) |y
In——{+ ¢|ln — .
‘ y(x]—d+s)+e‘ Yo =0 (x];tc:x, L=_L, zse)
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(x—k+1)

‘]nﬁ +eh1y°— =0 (x:x, %, L=_L  veya
y y(xo —k+t) B _ .
x=x, L=, zse)
lnyl((x_j:s; +elnm =0 (x#x =cxzx #c L=_L,
M4 s Yo ™ veya x#x, L=,L ise)

L. Durum: P=(x,y) herhangi bir nokta, L= L olsun.

A) x,=c

i) x=x,=c¢
‘mXLzemJi

y Yo

y =y

Bu denklem, (c,y) noktasini gosterir.

ii) x# x,=c
lny](x—(i+s)|_'_ yo(x—k+t)|:0
y(x] —d+s)‘ y(xo —k+t)‘

2 2 2
2(x1_x)

[ylygl (xo —k +t) Z(XI 7x)2

)? - -1=0
(yO(X7k+t))£ J[ (xlx)eryzyler\/[(xlx)2+y2y12]2+4y12(x1x)2]
B) x, #c

i) x=x, #c
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Volx—k+t
in 21| - gy 2ol =K +1)
y y (xo —k+1t )

mef%—k+ﬁj_1:0

(yo(x —k+ t))e

Bu denklem (x;,y) noktasimi gosterir.

ii) x | #x=c
‘lny](x—d+s) _dm
v —d+s) |y

2

2 2 2
(@2 =2 *tn —x

20 ) , §= (xl—d)2+y12)

Yo _ z(xl _ x)z —1=0
e+l
Y (5 —xf 32 =7+ = 0P 97 =2 f a7 (- o)

Bu denklem (c,y) noktasini gosterir.

i) x#Ac#£ x|

Bu durum A nin ii) durumuyla aynidir.

II. Durum: P=(x,y) herhangi bir nokta, L= L olsun.
) x=x,
Bu durum B nin i) durumuyla aynidir.
ii) X# X,

Bu durum A nin ii) durumuyla aynidir.

3. POINCARE KONIKLERININ SINIFLANDIRILMASI

Iki-odakli Poincaré konikleri Teorem 1' de verilmistir. Bu denklemlerde,
u=l1 ise bu koniklere iki-odakli Poincaré elipsleri ve u=-1 ise iki-odakli

Poincaré hiperbolleri denir. Benzer olarak, odak-dogrultman

Poincaré

konikleri Teorem 2 de verilmistir. Bu konikler, 0<e<l, e=1, e>1 ise sirasiyla
odak-dogrultman Poincaré elipsleri, odak-dogrultman Poincaré parabolleri,
odak-dogrultman Poincaré hiperbolleri olarak adlandirilirlar. Bu kisimda

butiin Poincaré konikleri siniflandirilmaktadir.

AKU-Fen Bilimleri Dergisi 8(1) 71 AKU-Journal of Science 8(1)



Poincaré Koniklerinin Denklemleri ve Siniflandirilmasi N. SONMEZ

Ilk énce bu kisimda kullanilacak kavramlar ve kisaltmalar1 verelim.
Poincaré st yar1 diizleminde x,< x, olacak sekilde F =(x,)y,) ,
F,= (x,,y,) sabit iki nokta (iki-odak) ve m, F F, dogrusunun egimini
gostersin. F,F, dogrusu y-eksenine paralel ise m=oo dir. H-gemberi ayni

zamanda Oklid gemberini [2], H-elipsi ve H-hiperbolii, iki-odakli Poincaré
elipsi ve iki-odakli Poincaré hiperboliinii gostermektedir. Konkav ve
konveks egriler asagidaki sekildedir:

N

konveks egri konkav egri

Teorem 3: (1) ve (2) denklemleriyle verilen iki-odakli Poincaré konikleri,
u, v katsayilar1, F,=(x,,y,) ve F, =(x,.y,) noktalartyla belli olup, Tablo

la, Tablo 1b,Tablo 2 de verilmistir.

Teorem 4: (3) denklemiyle verilen odak-dogrultman Poincaré konikleri, e
dis merkezligi, L= L veya L= L dogrultman ve F=F =(x,,y,) odag ile
belli olup, Tablo 3a and Tablo 3b verilmistir.
Bu kisimda, d ,, (F | ,F, )=0 ile gosterilmistir.

Tablo 1a. Iki-odakli Poincaré elipsleri (u=1)

hqy‘x c+r)| hqyz(x_d+s)|:v v>0, x #x,
yx]—c+r)‘ y(xz—d+s)‘

F, F,, m in durumu |V Geometrik Yer

F, =F, v=0 (x,,v,) noktast

F, #F, v=_0 II. tip dogru

F =F, v)0 H — cemberi

m=0 v=0 [F]FZ] H —dogru pargasi

m# F1 v=0 Bos  kiime

m # 0,¥1,00 v=35 Odaklararast uzaklik haric

H-dogru pargasi
m=0Flve m#0,¥1,00 o{v H-elipsi
Diger biitiin durumlar igin W Bos kiime
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Tablo 1b. iki-odakli Poincaré elipsleri (u=1)

‘hq&+h1&:v v20, x =x,
y y
F, F,, m in durumu |V Geometrik Yer
F# F V=01 y=Jwr
F=F, N0 |
m = v=5 | (x,,»,) veya (x,,v,) noktasi
m = 00 -y
oV | y=Jeyy,
Diger biitiin durumlar i¢in W Bos kiime
Tablo 2. iki-odakli Poincaré hiperbolleri (u=-1)

‘hqy‘(x_c+r)|_ yz(x—d+s)|:¢v v<0, x5 #x,

y(x] —c+r)‘ y(x2 —d +s)‘

m in durumu |V Geometrik Yer

Bos kiime

II. tip dogru

v=0
v=0
v=20 [FF,] H-dogru parcas:
v=20
v=20

=71 = Bos kiime
# 0,¥1,0 = Odaklararast uzaklik hari¢
H-dogru pargasi
m=0 ve m#0,F1,00 - H-hiperbolii
m=%1 - Egri
Diger biitiin durumlar igin wWo Bos kiime

Iki-odakli Poincaré hiperbollerinin ikinci durumu Tablo 1b ile aymdir.
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Tablo 3a. Odak-dogrultman Poincaré konikleri (w=e)

x—d+s
Y _ P
In Y —d+s —edH(P,L) ve 111yI —edH(P,L)
Wi
e Dogrultman X, in durumu Geometrik Yer
0¢e(1 L, X, = ve | Konveks egri ve (c,y)
WL X, #cC veya (x] , y) noktast
e=1 L. X, =c¢ ve | H-parabolii ve (c, y)
WL X #c veya (x] , y) noktasi
e)l L, x, =c ve | Konkav egri, (3.4)
X #c deki egri ile y=0
] dogrusunun sinirladig
konveks bolge-
{y = 0} ve nokta
e)l ,L x, #x ve | iki tane egri ve (x,,y)
X, =X noktast

F odagi, L dogrultmani iizerinde olmayan Poincaré konikleri Table 3a da
verilmigtir. (3) denklemiyle verilen odak-dogrultman Poincar'e koniklerinde
eger F odagi, L dogrultmani iizerinde ise bu tip koniklere dejenere odak-
dogrultman Poincaré konikleri denir. Bu konikler Tablo 3b de gosterilmistir.

AKU-Fen Bilimleri Dergisi 8(1)

74

AKU-Journal of Science 8(1)




Poincaré Koniklerinin Denklemleri ve Siniflandirilmasi N. SONMEZ

Tablo 3b. Dejenere odak-dogrultman Poincaré konikleri (w=e)

x—d+s
Y Y
In———|=ed, \P,L) ve |In—|=ed,(P,L
e, ) e e, (P
M
e Dogrultman Geometrik Yer
0¢e(1 L. (x] W )=(c,y] ) noktasi
WL
0{e(1 L F noktasindan gecen bir ¢ift egri ve
(x] % ) noktasi
e=l L, (x] W )= (c, b2 ) noktasi
e=1 L, I1. tip dogru ve (x] V) ) noktast
WL
el L, (c,y] ) ve (x] Y ) noktast
e)l L F noktasindan gegen egri

ispat: Teorem 1, Teorem 2, Teorem 3 ve Teorem 4 1 kullanarak
ispatlanabilir.

4. UYGULAMALAR: POINCAR'E KONIiKLERININ GRAFIiKLERIi

Poincaré konikleri, Teorem 1 ve Teorem 2 de verilen denklemlerle

gosterilirse, kolayca c¢izilebilir. Poincaré koniklerinin grafikleri Sekil 4a ve
Sekil 4b de verilmektedir.
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5

-10 5 o 5 1 20 -10 o 10 20 -infinity o infinity
m=0 ve d<v m#0,%1,00 ve d<v m=c0 ve d<v

o &0
»

60
o

v 15 y 40
10

/\m

15 10 5 0 5 10 15 40 20 0 20 40
m=0 ve -v<3 m#0,%1,00 ve -v<d

Sekil 4a: iki-Odakl1 Poincaré konikleri
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-10 5 0 5 10 -4 20 0 20 40
-10 5 0 5 10

e<1, x1=c, L=cLr e=1, x1=c, L=cLr e=1, x1#c, L=cLr

|\ il 1

0 1 2 3 4 5 6 10 5 0 & 10

e=1, L=aL e>1, x1=c, L=cLr

Sekil 4b: Odak-dogrultman Poincaré konikleri
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