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IKi PARAMETRELI WEIBULL DAGILIMINA SAHIP KITLELERDE DiSKRIMINANT
ANALIZI

OZET
Weibull dadgilimi, bir c¢ok alanda istatistiksel sonu¢ c¢ikarimi
yapmak ic¢in kullanilan c¢arpik bir dagilimdir. Bu c¢alismada, tek
degiskenli iki parametreli Weibull dagilimina sahip kitlelerde
siniflandirma problemi, kitle parametrelerinin bilinip bilinmemesi
durumlari gbz Online alinarak incelenmistir. Hata oranlari o&nerilen
siniflandirma kurallara kullanilarak yeniden yerine koyma
(resubstitution) tahmin edicisi ile elde edilmistir.
Anahtar Kelimeler: Weibull Dagilimi, Siniflandirma Kuralzi,
Diskriminant Analizi, Hata Orani,
Yeniden Yerine Koyma Tahmin Edicisi

DISCRIMINANT ANALYSIS IN TWO PARAMETER WEIBULL DISTRIBUTION

POPULATIONS
ABSTRACT
Weibull distribution is skewed distribution which 1is used to
make statistical inferences in many areas. In this study, the

classification problem in univariate two parameter Weibull populations
is investigated which population parameters are considered known and
unknown situation. Error rates are obtained by using the proposed
classification rules with the resubstitution estimator.
Keywords: Weibull Distribution, Classification Rule,
Discriminant Analysis, Error Rate,
Resubstitution Estimator
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1. GIRiS (INTRODUCTION)

Diskriminant analizi, arastirmacinin bir birim lzerinde o6lclimler
yaptiginda, bu Olclimlere bagli olarak birimi bilinen gruplardan
(kitlelerden) birine atanmasini gerceklestiren istatistiksel Dbir
yontemdir. Bu g¢alismada, islem kolaylidi ig¢in grup sayisi iki olarak
alinmistir.

I,, 0, iki farkli kitle ve X =(X,X,X,) bireyler tzerinde
6lctimlere karsilik gelen p boyutlu rasgele vektdr olsun. X, IT;
(j=L2)’den bir rasgele vektdr ise X ’in olasilik yodunluk fonksiyonu
ﬁ(gx&)dir. Burada ¢; parametre vektoridir.

X rasgele vektdrinin aldigi dederler, p boyutlu RP o&rneklem
uzayinda olmak tzere siniflandirma problemi, bu wuzayi B ve B,
boélgelerine ayirmaktadir; &yle ki, X, gézlem vektori B; de ise X,’a
ait X birimi II;’ye atanir. Burada B UB,=R" ve B nB,=C dir.

g, ve (, bir birimin sirasiyla II; ve IlI, kitlelerine ait olmasi

olasiliklari (prior olasiliklari) ve II;’ye ait bir birimin II;'denmis

gibi hatali atanmasinin maliyeti, CM::C(ﬁfln IT, 'ye atanmasﬂﬁjefh)
olsun (i=12, j=12, i#j). Bu calismada hatali siniflandirma
maliyetleri esit alinarak ihmal edilmistir ve prior olasliklari (, ve
0, ’nin de esit oldudu varsayilacaktir.

Atama islemi yapilirken, gdzlem ait oldudu gercek gruptan farkli
bir gruba atanabilir. Bu durumda hatali atama yapilmis olur. Yani

gdzlem gercekte II;’ye aittir ancak II;’ye atanmis olabilir. Belirlenen
B, ve B, bdlgeleri icgin,
P(%'in I, 'yve atanmasi|x, ell;)= J fi(x,6,)dx = P, (1.1)

R
olasi1ligi, X 6lcimld birimin II;"ye ait oldugu bilindiginde II;’denmis
gibi hatali atanmasinin kosullu olasiligdidir. Bu durumda X, gdzleminin
I, "ye hatali atanmasi olasiligi,
P(X'in II'ye hatali atanma81)=qu (1.2)

dir. Boylece iki grup oldugunda herhangi bir atama kurali ig¢in hatal:

ilj

siniflandirmanin beklenen maliyeti (ECM)

2
ECM =2 q,c,p,, , (i=12) (1.3)

B
bigciminde tanimlanir. Diskriminant analizinde atama kurallarindan

biri, 6yle B, ve B, bdlgeleri sec¢ilimelidir ki ECM minimum olsun.
Diger bir atama kurali, ECM kuralinda hatali siniflandirma
maliyetlerinin ihmal edilmesiyle elde edilen ve en iyi siniflandirma

kuralzxl olan toplam hatalzi siniflandirma olasiliginin (TPM)
minimizasyonu kuralidir. Bu kural

2
P(TPM)=2.9,p, (1.4)

bi¢imindedir [1 ve 2].
6 ve 6, bilindiginde, ¢ optimal siniflandirma kurali
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f .
:M>k ise % Il''e atanir
& f(%:6,) (1.5)
diger durumda ise ¥ II,ye atanir
ile verilir ve kzzggEE_ dir [3 ve 4].
Q. Cyp

6 ve 6, parametreleri bilinmediginde, II; ve II, kitlelerinden
alinan n ve N, hacimli rasgele Orneklemler yardimiyla é ve é
tahminleri elde edilir. BOylece Orneklemlerden elde edilen tahminlere

bagli f optimal siniflandirma kurali

f(%:6
W=(le)>k ise X Il'e atanir
& f(%:6) (1.6)
diger durumda ise X, Il,'ye atanir

ile verilir [3 ve 5].

2. CALISMANIN ONEMI (RESEARCH SIGNIFICANCE)

Literatiirde genelde tek ve ¢ok de§iskenli normal dagilimli
kitlelerde siniflandirma problemi ve hata oranlari ayrintili olarak
verilmektedir. Orneklemlerin alindigdi kitlelerin dagilimlari her zaman
normal olamayacagindan, normal dagilima sahip olmayan kitleler
arasinda da siniflandirma problemi ele alinmalidir. Bu nedenle,
Weibull dagilimina sahip kitleler arasindaki siniflandirma problemi
ele alinarak, farkli Orneklem Dbuytklikleri ve farkli parametre
degerleri ig¢in yeniden yerine koyma tahmin edicisi ile hata oranlarzi
elde edilmistir.

3. DENEYSEL YONTEM (EXPERIMENTAL METHOD)
3.1. Diskriminant Analizinde Hata Oranlari
(Error Rates in Discriminant Analysis)
Diskriminant kurallarina iliskin optimal hata orani, kosullu
gercek hata orani, Dbeklenen gercek hata orani gibi farkli hata
oranlari tanimlanmistir. Parametrelerin bilindigi durumda (1.5)’deki ¢&

kurali kullanildigdinda II;’den bir birimin hatali atanmasi olasiligi
(&), (i=12) olarak gésterilsin.

a(£)=P(U <k|X eII,) (3.1)
ve
a,(£)=P(U >K|X eIl,) (3.2)

olmak {dzere Dbu 1iki hata orani optimal hata oranlari olarak
isimlendirilmektedir.

I, ve II, kitleleri gelisiglizel sec¢ildiginden, sadece ¢(¢&)'nin
disiinilmesi yeterlidir. ,(&) degeri o(&)’ye benzer bigimde elde
edilebilir. BOylece, bilinmeyen bir X, gbzleminin II,’den geldigi
bilindiginde, II,’ye hatali siniflandirilmasi olasilidi « ’'nin indisi
gdz onune alinmayip,
a(&)=P(U <k) (3.3)
ile verilir.

Kosullu gercek hata orani (1.6)’'daki é kurali kullanildiginda

Il,"den rasgele bir gézlemin hatali atanmasi olasiligdi olan,

a(&)=P(W <k) (3.4)
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degeridir. Bu hata orani Orneklemlerden elde edilen parametre
tahminleri {izerine kosullandirilmistair. a(f) kosullu gercek hata

oranina kisaca kosullu hata orani da denmektedir.
Beklenen gercek hata orani olarak tanimlanan hata orani,
(3.4)"deki kosullu gercek hata oraninin tim Orneklemler idzerinden,

E(a(&))=E(P(W <k)) (3.5)
beklenen degeridir. E(a(é)) beklenen gercek hata oranina kosulsuz hata

orani da denmektedir [2, 3, 5, 6, 7 ve 8].

Parametreler bilinmediginde, Orneklemlerden elde edilen
tahminler kullanilarak olusturulan &rneklem diskriminant fonksiyonunun
dagilimindan vyararlanarak hata oranlari bulunabilir. Ancak Orneklem
diskriminant fonksiyonunun dadilimini elde etmek her zaman kolay
degildir. Bu nedenle Orneklem diskriminant fonksiyonunun dagilimi
bilinmediginde ya da analitik olarak elde edilemediginde hata oranlari
i¢cin bircok tahmin edici s®z konusudur.

Bu calismada, parametrik olmayan ve Smith (1947) tarafindan
6bnerilen vyeniden yerine koyma (resubstitution) tahmin edicisi veya

goriiniste (apparent) hata orani olarak isimlendirilen R tahmin edicisi

ile hata orani tahmin edilecektir ve a® ile gbdsterilecektir. &~

tahmin edicisi, Il;’den n goézlem wve Il,’den n, gdzlem alinarak
olusturulan diskriminant fonksiyonu kullanilarak n+n, gdzlemin tekrar
siniflandirilmasiyla, Il,;”’den II,’ye atananlarin sayisinin N’e ve

I[I,”den II;’e atananlarin sayisinin Nn,’ye oranlanmasi ile elde edilir [5
ve 9].

4. WEIBULL DAGILIMINA SAHIP KITLELERDE DISKRIMINANT ANALIZI
(DISCRIMINANT ANALYSIS IN WEIBULL POPULATIONS)

M, ve M,, m ve u, (4 <pp) konum parametreli iki tek degiskenli
kitle olmak tizere X, 6l¢Umld birim ig¢in Ry kuralz,

<1( + 1) i Il'e at
R, Xo > Hy + Ly ise X ,'e atanir (4.1)

diger durumda ise X Il,'ye atanir
ile wverilir. Parametrelerin Dbilinmedidi durumda ise II; wve II,’den
alinan n, ve N, hacimli Orneklemlerden elde edilen O&rneklem atama
kurali Ry(s),

o 1_ ,
X <X, ve X <§(X1+X2) ise X Il'e atanir

Ry(s): 1 (4.2)
X <X ve X ZE(E+YZ) ise X II,'ye atanir

ya da
c W 1_ .
X=X, ve &2§(x1+x2) ise X Il'e atanir

Ru(s): 1 (4.3)
X 2% ve X <§(71+Y2) ise X II,'ye atanir

dir. Ry kurali Fisher’in Diskriminant Fonksiyonu ile elde edilir [2
ve 10]. II, wve II, sirasiyla g ve 4, ortalamali normal kitleler
oldugunda Ry optimal kuraldir. Kitleler normal olmadidinda Ry optimal

bir kural olmayabilir. Bu c¢alismada, Weibull kitleleri ig¢in optimal
bir kural elde edilmeye calisilmistir.
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4.1. Parametreler Bilindiginde Weibull Kitleleri igin
Diskriminasyon (Discrimination in Weibull Populations with
Known Parameters)

I, ve II, sirasiyla ortalamalari I'(1+14)/6 ve T(1+1p,)/6, olan
ve
fue (X 53.,6)=BOx e | i=12 (4.4)
olasilik yodunluk fonksiyonlarina sahip Weibull dagilimli iki kitle
olmak {izere, bu iki yodunluk fonksiyonunun orani
f(x6.8)  BOxAle®”
f(X6,.8) BOo,x"et"
olarak elde edilir. Elde edilen bu ifade, parametrelerin Dbilindigi
durum ig¢in diskriminant fonksiyonudur. BOylece siniflandirma kuralz,

(4.5)

_ 0% o
XA P (a6 | A ise ¥ Il'e atanir
Rue - £o q Con (4.06)
diger durumda ise X IlI,'ye atanir

olarak elde edilir. 1Iki kitle icin ©&6nsel olasiliklarin ve hatalx
siniflandirma maliyetlerinin esit oldugu varsayildiginda

(ql:q2 =12 ve Cy2 :cz/l) Ry optimal kurals:,
Xoﬂl’ﬁzef[glx"mgzx"h] >% ise X, Il'e atanir
Re £6, (4.7)
diger durumda ise X IlI,'ye atanir
ile verilir.
Siniflandirma kurali, S, p», 6 ve 0, parametrelerinin farkl:
durumlarina gére asagidaki bicimlerde elde edilir.

Durum 1 (Case 1): p=pF=pF ve 6 >6 1ise Ry siniflandirma
kurala,

X >C ise X% Il'e atanir
Rie iy o , ’ (4.8)

diger durumda ise X IlI,'ye atanir

log &, —log 6, T” dir

olarak elde edilir ve burada Cl=[ 0.-0
2 U

Rye kurali kullanildidinda toplam hatali siniflandirma olasiligi

1
P(TPM|RWE):E[l—exp(—elcf)Jrexp(—@chf’)] (4.9)
dir. Ry deki WE harfi Weibull dadilimini gdstermektedir.

Durum 2 (Case 2): 6 =6,=60 1ise Ry, siniflandirma kurali,
R, - (ﬂl—ﬂz)logxo—6’(X0‘}1—X(fiz)>C2 ise X, Il'e atanair (4.10)
= diger durumda ise X, Il,'ye atanir '

olarak elde edilir ve burada ¢C,=(logp, —logfs ) dir.
Rye kurali kullanildidinda toplam hatali siniflandirma olasilidinin
hesaplanabilmesi icin (B —f)INX—-0(X%A—-X"”) rasgele de§iskeninin

dagiliminin elde edilmesi gerekmektedir.

Durum 3 (Case 3): p=p=1 ve 6 <6, ise Weibull dagilimlaraz,

konum parametreleri 6 ve 6, olan ustel dadilimlara dontstirler. Bu
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durumda 6, ve @, parametreli istel dadilima sahip II; ve II, kitleleri

i¢in Rg optimal siniflandirma kurali

Y, > (log8, —logé,)
&, -6

diger durumda ise X Il,'ye atanir

ise X IL'e atanir (4.11)

Re :
olarak elde edilir. Ry deki E harfi istel dadilimi gbstermektedir.

Ustel dagilimli kitlelerde diskriminasyon problemini Adegboye (1993)
ayrintili olarak calismistir.

4.2. Parametreler Bilinmediginde Weibull Kitleleri igin
Diskriminasyon (Discrimination in Weibull Populations with
Unknown Parameters)

Parametreler bilinmediginde II; ve II, kitlelerinden alinan n, ve

n, hacimli Xy, Xp,..o, Xy ve Xy, Xp,..., Xy, badimsiz rasgele orneklemeler

yardimiyla bilinmeyen parametreler tahmin edilebilir. Parametrelerin
bilindigi durumda elde edilen diskriminant kurallarinda, bilinmeyen
parametreler vyerine, Orneklemlerden elde edilen tahminlerinin direkt
olarak kullanilmasiyla (plug-in), ©Orneklemlere bagli diskriminant

kurallari elde edilmis olur. Bdylece ©&rneklemlere Dbadli R (S)
siniflandirma kurali
o [axit g 3.0
X, e [ ]>@ ise % Il'e atanir
Rie (8): 56, (4.12)
diger durumda ise X Il,)ye atanir

ile verilir. Burada ﬁ“ /%, é_ ve @ parametrelerin ©&rneklemlerden
elde edilen en cok olabilirlik tahminleridir.

Parametreler bilinmediginde, sirasiyla sekil parametrelerinin
esit (B =H=0) oldugu ve &lcek parametrelerinin esit (6, =6,=6)
oldugu durumlar gdzdniine alinarak asagidaki bicimlerde Orneklemlere
bagdli diskriminant kurallari elde edilir.

Durum 4 (Case 4): R, (S) &rneklemlere bagli siniflandirma kural:i

X, <X, ve <c ise I1'e atanir

Ry (5)1] =% Ve % =@ e X (4.13)
X <X, ve X =¢Cf ise X II,'ye atanir

veya
X, =X, ve >c ise Il'e atanair

Ry (s):] 2= 12 V& % =4 e % (4.14)
X=X, ve X <Cf ise X II,'ye atanir

log &, —log 6,

iy o
5 a } ve ﬂ:(ﬂ1+/}2)/2 dir.

olarak elde edilir ve burada Cl'={

Durum 5 (Case 5): Ry (S) siniflandirma kuralzi,

X <X ve X <C ise X Il'e atanir
Rue ($):y_ o , . (4.15)
X <X, ve X =G ise ¥ II,'ye atanir
veya
X 2% ve X =C ise I'e atanir
1l 2 &) 2 l(() 1 (4.16)

X =X, ve X <C, ise ¥ Il,'ye atanir

olarak elde edilir ve burada C§=(|Ogﬁ2—|og[}1) ve é:(él+éz)/2 dir.

129



e-Journal of New World Sciences Academy 4ERI
Physical Sciences, 3A0043, 6, (4), 124-133. m
Bicer, H.D., Atakan, C. ve Bicer, C. 3 o

5. SIMULASYON CALISMASI (SIMULATION STUDY)

Tek dediskenli Weibull dagilimina sahip kitlelerde, farklai
drneklem biyiklikleri (m=n,=n) i¢in £, f,, 6 ve 0, parametrelerinin
farkli de§erleri ve siniflandirma kurallarina gdre hata oranlari 1000
tekrar ile elde edilmistir ve sonucglar Tablo 1 ve Tablo 2’ de
verilmistir.

Tablo 1. Durum 1 ve Durum 4
(Table 1. Case 1 and Case 4)

n=20 n=40 n==60 n =100
0 |6, | B a ar ar ar ar
0.5 1 3.6 10.3750|10.3722 | 0.3740 | 0.3745 | 0.3749
0.5 2 3.6 0.2637|10.2616 | 0.2591 | 0.2625|0.2613
0.5 4 3.6 10.1749|10.1724 | 0.1735|10.1751 | 0.1747
0.5 6 3.6 10.134310.1331(10.132910.1319(0.1334
0.5 8 3.6/10.1104 |1 0.1094 | 0.1088 | 0.1087 | 0.110¢06
0.5]110 | 3.610.0943 | 0.0936 | 0.0940 | 0.0944 | 0.0941
0.5120]3.6|0.0565|0.0565]0.0565|0.0567 | 0.0564
2 4 3.6 1 0.3750 |1 0.375110.3741|10.3760 | 0.3749
2 [ 3.610.307510.3138|0.3098 | 0.3076 | 0.3078
2 8 3.610.2638 |1 0.2654 |1 0.2688 | 0.2646 | 0.2638
2 10 3.6]0.2325(10.2361 | 0.2362 | 0.2335|0.2322
2 201 3.6 0.151610.1540 | 0.1534 | 0.1506 | 0.1521
4 10| 3.6 0.337110.3383(10.3378]0.3375]0.3372
4 201 3.6 1 0.2325]10.2350(0.2373|10.2343|0.2335
4 40 | 3.6 | 0.1516 | 0.1564 | 0.1525 | 0.1518 | 0.1524

Tablo 1’den, 6, ve 6, parametreleri arasindaki fark arttikca iki
kitlenin birbirinden wuzaklastidi ve hata oranlarinin da azaldig:
gbzlenmektedir. Bu sonucu Sekil 1’de desteklemektedir. 6, 6,’nin belli
bir kati oldugunda (4.9) esitligi ile elde edilen optimal hata orani
a'nin ayni oldudu gdrilmektedir. Ornedin, 6 =05 ve 6,=1 ile 6 =2 ve
6,=4 olarak secildiginde optimal hata otani «a=03750 olarak elde
edilmektedir. Orneklem biyiikligi n arttikca, yeniden vyerine koyma

tahmin edicisi ile elde edilen hata orani @&f’nin optimal hata orani
a'ya yaklastigi gortlmektedir.
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2 35
- —=WE(3.60.5) 3 —==—WE@35,05) ||
——WE@E.5.2) — WE(3.6,20)
15 ; - |
2
= 1 A E
1%} 15
1) Ay
[ 1
S L ' A
Py 0.5 1
] 1 1L !
0 k¢ 0 N
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10
X X
(a) (b)

Sekil 1. (a) WE(3.6,05) ve WE(3.6,2) ile (b) WE(3.6,05)ve WE(3.6,20)
dagilimlarinin olasilik yodunluk fonksiyonlari
(Figure 1. The probability density function of Weibull distributions

with different parameter values (a) WE(3.6,05) and WE(3.6,2) with (b)
WE(3.6,0.5) and WE(3.6,20))

Tablo 2. Durum 5
(Table 2. Case 5)

n=20 n =40 n =60 n =100
B| B |0 ar &t &t &t
4 2 4 10.2901 | 0.2903 | 0.2896 | 0.2899
6 2 4 10.1971]10.1963 10.1971 | 0.1982
8 2 4 10.1415]10.1418 | 0.1417 | 0.1419
10 2 4 0.1095]10.1111{0.1117 | 0.1120
20 2 4 10.0478 | 0.0482 | 0.0484 | 0.0488
8 4 4 10.291710.2914 | 0.2910 | 0.2903
10 4 4 10.2350]0.2355(0.2354 | 0.2350
20 4 4 0.1105]10.1115(0.1114 | 0.1115
12 ) 4 10.2900 | 0.2907 | 0.2897 | 0.2899
20 ) 4 10.1727 1 0.1735(10.1737 | 0.1743
16 8 4 10.2909|0.2908 | 0.2912 | 0.2910
24 8 4 10.1923 10.1923 | 0.1921 | 0.19206

Tablo 2’den, f;, ve f, parametreleri arasindaki fark arttikca

hata oraninin azaldigi gbzlenmektedir. Bu azalma Sekil 2’de de

goriilmektedir. Burada da, B, B, 'nin belli bir kati oldugunda &® hata
oranindan optimal hata oraninin ayni olacadi sdéylenebilir. Ornedin,
pi=4 ve p,=2, =12 ve p,=6 ile P =16 ve f,=8 olarak secildiginde
yaklasik olarak 0.29 olarak elde edilmektedir.
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25 ' 5
———WEQ24) ———WEQ2.4)
2 ﬂ ——WE{@.4) |4 4 ——— WE(10,4)
f,
15H 3
— ' —
g i £
il 2
\ ﬁ
05 1 T T
VL I i
0 i
a 2 4 B ) 10 0 2 4 B 8 10
X X
(c) (d)

Sekil 2. (c) WE(2,4) ve WE(4,4) ile (d) WE(2,4)ve WE(10,4)
dagilimlarinin olasilik yodunluk fonksiyonlari
(Figure 2. The probability density function of Weibull distributions
with different parameter values (c) WE(2,4) and WE(4,4) with (d)

WE(2,4) and WE(10,4))

6. SONUC (CONCLUSION)

Bu c¢alismada, tek degiskenli Weibull dagilimina sahip kitleler
i¢in kitle parametrelerinin bilinip bilinmemesi durumlari gdz Oniine
alinarak diskriminasyon problemi ele alinmistir.

Simiilasyon calismalari sonucunda, her iki kitlenin sekil

parametresinin birbirine esit oldudu durumda (B =p,=0), kitlelerin

6lcek parametreleri 6, ve 6, deferlerinin birbirine yaklastikca Ry (.)

optimal siniflandirma kuralindan elde edilen hata oranlarinin daha
buyik oldugu Tablo 1’ den gbzlenmektedir. Tki kitlenin O0lcgek

parametreleri arasindaki fark arttidinda ise, Rye(.) siniflandirma

kurala ile elde edilen hata oranlarinin daha kiucuk oldugu
gdzlenmistir.

Her iki kitlenin 0Olg¢ek parametresinin birbirine esit oldudu
durumda (6, =6,=60) 1ise, parametrelerin bilindigi durum ic¢in Ry(.)
optimal siniflandirma kuralinda elde edilen rasgele degiskenin

dagilimi analitik olarak elde edilemediginden optimal hata orani

hesaplanamamistir. Ancak yeniden yerine koyma tahmin edicisi & ile

hata oranlari Tablo 2’ de verildidi gibi elde edilmistir.

Her iki durumda parametrelerin farkli dederlerinin tlmi i¢in iki
kitle birbirine yakin olduunda Sekil 1 (a) ve Sekil 2 (c) de oldugu
gibi hata oraninin diger durumlara gbre daha bliyltk oldugu
gdzlenmektedir. Sekil 1 (b) ve Sekil 2 (d) deki gibi iki kitle
birbirinden uzaklastikc¢ca hata oraninin azaldidi gdzlenmektedir.
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