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KUMELER KURAMI USTUNE
BAZI GOZLEMLER

Ahmet Inam*
Necati Oner Hocama sevgiyle...

Kiimeler kuraminin devindigi sorunlar alant, kendi alanlarinm temelleri tis-
tine kaygilar tastyan matematikgilerin olusturdugu bir alan. 1847’de Bol-
© zano’nun kiime, sonsuz kiime kavramlan 1867-1871 willan arasinda Georg
Cantor’un cesur ¢aligmalanyla gelistirildi. 1874 yayimlanan Cantor’un maka-
lesi, kiimeler kuraminin ortaya ¢ikiginda énemli bir adim olarak goriiliir.!

Cantor, ¢agmin inlii matematik otoritesi Kronecker’in kars: ¢ikmasina,
engellemelerine karst “sonsuz” kavramu iizerine ¢alisti; bu ¢aligmalari, sayilar
kuraminin iginden ¢ikmig sorunlarla biitiinleserek, kiimeler kuraminin te-
mellerinin kurulmasina vol agti.

Kiimeler kuraminmn temelleri olusturulmaya calisihirken ortaya zengin bir
paradokslar kiimesi ¢ikt1. 1897’de daha 6nce Cantor’un da buldugu séylenen
Burali-Forti Paradoksu yayimlandi. 1902°de Russell Paradoksu, aksiyomatik
kiimeler kuraminin olusumunu gerekli kilan 6nemli bir paradoks olarak ortaya
cikti. 1908°de Zermela, kiimeler kuraminin aksiyomatik yapisiin olug-
turuimasinda ilk adimu atti. Fraenkel, von Neumann, Bernays, Godel, ak-
siyomatik kiimeler kuramimn gelistirilmesine onemli katkida bulunan ma-
tematikgiler oldular.

Bugiin, kiimeler kurami, “teknik™ agidan, daha yetkin, daha “iglevsel” bir
yapiya kavusturulmaya ¢alisilirken, kendisine, miihendislikten, iktisada, yapay
zekd ¢aligmalarina, bilim felsefesine dek genig bir nygulama alam bu-
labilmektedir.

Kiimeler kurami, tartigmali yanlan olmakla birlikte, degisik formal di-

* Prof, Dr., ODTU Felsefe Bolimii,
1 }. W. Dauben, “Georg Cantor’s Creation of Transfinite Set Theory: Personality and Psychology
in the History of Mathematics,” Papers in Mathematics, New York, 1979, s. 27-44.
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siplinlerin iginde tanimlanabildigi bir ¢alisma alami olusturuyor. Bourbaki,
1949°da, tiim matematiksel kuramlarm, genel bir kiimeler kuramimin ge-
nisletilmis bigimi olabilecegini, kiimeler kuramina dayanarak tiim matematigin
kurulabilecegini savunuyordu. Insanin soyut diisiinme ¢abasinda, mantiksal
iligskiler olustururken, parga-biitiin baglantilarim1 anlama ugraginda, kiimeler
kuraminin 6nemli katkilar: olabilir.

Felsefece diiglinme cabasinda, kiimeler kuram, felsefeye hem bir soyut dii-
stince dili olarak yardimc: olabilir hemn de soyut diisiince drnegi olarak kendini
felsefenin Oniine serer: Felsefl bakiga (6rnegin, fenomenolojik yaklagim agi-
sindan), bicimsel (formal) diisiinmenin sorunlari, yapisy tizerine Snemit bir or-
nek sunar.

ok

Nedir Kiime? Herhalde, nasit tanimlanirsa tanimlansin tanim: yapilamayan;
bundan dolayi da, sorun ¢ikarabilecek §geleri i¢inde barindiran bir kavram. Bir
yandan, sonsuz, “stnirsiz” anlaminda alinirsa, nasil “kiime” olugturabilir? Hig-
bir elemant olamayan bir kiimeyi kiime kilan nedir? Béylesi soruniar, is ba-
sindaki matematikgi igin o denli dnemli sayilmayabilir: Iginden ¢ikamayacagi
kavramlar “tamimsiz” birakarak {($rnegin “e” gibi), aksiyom olarak ileri siirerek
(6rnegin bos kiimenin kiime saytlmasi aksiyomu, 6rnegin, von Neumann, Gédel,
Bernays aksiyomatik sisteminde!} caligma yapmak olanag: her zaman s6z ko-
nusu. Kiimeler kuramy icinde “paradokslar”, “tamimsiz”, “hesabi verilemeyen”,
“karanlik” noktalar tastmas: agisindan tizerinde epeyce calistimasy gerekli bir
alan.

Bu c¢alismamda, von Neumann, Gédel, Bernays aksiyomatik diizeni iginde
ortaya ¢ikan kimi sorunlara dikkat gekmek istiyorum.! Bu sorunlar, teknik ofarak
bilinen, ¢6ziimleri onerilmis sorunlar olsa bile, felsefe acisindan béz1 ha-
tirlatmalar yapmak hem felsefeciler hem de kiimeler kuramu lizerine teknik agi-
dan ¢alisanlar i¢in diigtindiiriicii olabilir.

Siniflandirma aksiyomu diye Tiirkcelestirebilecegimiz aksiyom:

(1) 3yVx (xe &>y Kiim x A Ex) biciminde yazilabilir.

Burada tiim degigkenler bir “simf”1 gosteriyor. Siif (class) tanimsiz bir
kavram. Bir ilkel (primitive) terim. Simf ve elemani olma “e”, terimleri, soziinii

ettifim sistemde tammsiz terimler. Simf ferimiyle, kiime (set) ve has simf
(proper class) terimlerini tanimlayabiliriz.
(2) Kiim x & 3y (xey)

LRI

“Kiim x”, “x, kiimedir”in kisaltilmis1; kiime en azindan bir diger smifin

1 Bu sistemi kullanan derli toplu bir kitap: E. J. Lemmon, Introduction to Axiomatic Set Theory,
Routledge and Kegan Paul, 1969,
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elemam olabilen bir sinif. Bir simuif, ya kiimedir ya da has smif. “Has simf”, 6y-
leyse, “Kiim x”in de@illenmesiyle elde edilebilir; boylece, “Has x”" (x has siniftir)
sOyle tanimlanir: '

(3) Has x & Vy (x2 y)

Has simflar, hicbir simfin elemani olmayan siniflardir. Béyle bir “kiime”,
“has smuf” ayirnmy, inlii Russell Paradoksunu ortadan kaldirmak icin ortaya
attdmistir.

{1)’e tekrar goz atarsak, herhangi bir stnifin bir bagka sinifa ait olmastyla iki
durum ortaya c¢ikiyor:

a) Ait olan (eleman olan) sinif kiimedir.
b) F gibi, o kiimenin liyeleriyle ortak bir “6zellik” tagir!
Ornegin, Fa olsun, Bu tiimee bize “a, F diri verir. a, F 6zelligi tagtyorsa, bu

durum, ¢’nmn elemant kiimenin tiim tdyelerinin F 6zelligini tasidigin gsterir.
Baska tiirlii sdylersek:

(4) Vx (Kimx A Fx o x e {z: Fz})

Belli bir ozellik tastyan “nesne”, kiimeler kuraminin izledigimiz ak-
siyomatik diizeninin diliyle sdylersek, belli bir smifin elemani olmak dolayisiyla

kiime olmak zorundadir. {(4)’e dikkat edersek “x” kiime oldugunda, F &zelligi

tagiyabildigini goriiyoruz. Bundan dolayi, “has siif’mn ozelligt olamaz; yani,
ona bir yiiklem yiiklenemez.

Buradan, degisik dile getiriligleri felsefe taribinde de tartisiinug bir savi
gbzden gecirmeye baglayabiliriz. Savi goyle dile getirelim:
(5) Giizeller kiimesi giizel degildir.

Giizeller kiimesi, elemanlan giizellerden olusmus bir kiimedir. Neden bu
kiime giizel degildir? Giizel olsaydi, giizeller kiimesinin bir iiyesi olurdu. Oysa,
giizeller kiimesinin i¢inde giizeller kiimesi yok ki!

Bu, kendi kendisinin iiyesi olma durumu, izledigimiz aksiyomatik diizende,
diizenlilik aksiyomu tarafindan yasaklaniyor. Aksiyomu s0yle yazabiliriz:

OGYVxxz2d->Ty(ve xaxny=0)]

Bu aksiyoma dayanarak, su iki teoremi kanitlama olanag1 vardir:
(N Vx{xe& x)

(8} VxVy{xey-ye x)

Giizeller kiimesinin giizel olmadigimn formal yoldan kisa ispat igin (5)’1
bigimsel mantik diliyle anlatalim.

(9) Vx (x = {z: Gz} A Kiimx > = Gx)

x’in giizel oldugunu varsayarsak (Reductio ad absurdum yéntemiyle!), si~
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niflandirma aksiyomu ve esitlik aksiyomunu (ya da “kapsamlilik” aksiyomu -
axiom of extensionality-) kullanarak:

(10) (x € x & Kiim x A Gx) A Kiim x elde ederiz. Oysa (7) geregi x € x
yanhstir; o zaman (10)

(11) — (Kiim x A Gx} A Kiim x’e donisiir. Oysa, Gx’i varsaymistik. Gx ve
(11) geligir. Buradan da (9)’un informal, “sezgisel” kanitim1 vermis oldugumuzu
soyleyebiliriz.

Peki, nedir, giizeller kiimesinin giizel olmadiginmn anlarm? Bu soru Bat
diisiincesinde Platon’a dek gétiiriilebilir.! Hepsi de F 6zelligi tastyan seylere bu
dzelligini veren bir “F’lik” formu olmalidir ki, bu sayede nesneleri F 6zelligiyle
algilayabileyim. Bu form tek olmalidir. Birden fazla olsaydi {(diyelim ki 2) o za-
man 3. formu, 4. formu... olurdu. (Platon, Devlet, 597¢). Form eger nesnelere
benzeseydi, onu da saglayacak bir bagka form gerekecekti, bu da sonsuza dek {ad
infinitum) boyle siiriip gidecekti.?

Cagimizda, 6rnegin Heidegger'de “seyin seyliginin” sey olamayacag: ya
da varliklanin varbigioin varlik olamayacagt savlariyla farkl: bir baglamda tar-
tisthiyor.> Ayrica, Dogu diisiincesinde drnegin Chuang Tzu tarafindan “seylere
seylifini verenin kendisinin sey olamayacag:” savi ortaya atilmistur.#

Bir kiime kendi kendisinin tiyesi olsa ne olur? O zaman kiimenin biiyiik-
lugiinii “denetlemek™, sinirlandirmak zorlagir. Kiimeler kendi kendilerinin ele-
mani olarak stirekli bitytiyebilirler.

Konuya ayrica yapay zeka sorunlan, dilbilim ¢alismalart acisindan bak-
tigimzda, kendi kendinin i¢inde kalan “durum”lardan s6z edebilme olanagimiz
var. Bu ¢aligmalarin, felsefe agisindan, giizeller kiimesinin glizel olmayisi tize-
rinde ne denli agiklayic oldugu tartigmahdir.3

Kiimeler kuram: agisindan Vx (x & x) savi bizi Vx (x € x') sonucuna gotiiriir.
Her kiime, tiimleyeninin elemamdir! Size sasirtici gelmiyor mu?

Yeniden 9. sava donersek, eder x, giizel degilse {x} de giizel degildir!
{{x} ¢ x oldugu icin!) X’ in iiyesi olmayan her kiime giizel degildir.
Bir toplulugu olugturan iiyelerin ortak 6zelligi, o toplulugun 6zelliginden

I Bu konuda Gregory Vliastos’un Studies in Greek Philosophy, (Vol. II, Princeton University Press,
Princeton, 1995.) adh kitabinda “3. Adam Tartigmast” {Third Man Argument) adiyla yapilan
tartismasina bakilabilir. (s. 166-219).

2 Bu tartigmalarn: izlemek isteyen okur, Platon’un gu diyaloglarina bakabilir: Timaios 31a4, Deviet
597¢, Parmenides 132, Phaedo 100d, Protagoras 329¢-332a.

3 Sein und Zeit, Max Niemayer, Tiibingen, 1927, s. 6.

4 Chuang Tzu, Das Wahre Buch vom Sidlichen Bliitenland, Almancaya ¢eviren Richard Wilhelm,
Diisseldori/Cologne, 1972.

5 Bkz. Barwise, J. ve Perry, J., Situations and Attitude, MIT Press, Cambridge, 1983; Barwise, J.,
The Situation in Logic, Center for the Study of Language and Information, Stanfort, CA, 1989.
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neden farkl olsun? Kurmizi nesneler kiimesi neden kirmiz: olmasin? Kirmizilar
aynt kiimede oldugu i¢in, onlarin kiimesi de kirmzi olursa, kiime kendi iginde
olmak zorunda kalacaktir. Oysa diizenlilik aksiyomu geregi, hi¢ bir kiime ken-
disinin iiyesi olamaz. Burada, bir kiime, ornegin {x: Gx} olarak tamsmlaniyorsa,
her 68esi G'dir. G' olan her “sey”, bu kiimenin liyesidir. Bir “sey”in, bu yazida
izledigimiz aksiyomatik diizen geregi, bir “simf”1n, belli bir 6zellik tagimasi, bir
diger sinifin tiyesi olmasi demektir. Bir sey, bir simifin iiyesi olarak, o simfin
iiyeleriyle ortak ozelligi paylastr, simifin {iyeligi, ona 6zellik kazandirir. Béylece
iiye olanlar, 6zellik kazanir, dzellik “alir”. Uyesi olduklar simif onlara zellik
“verir”. Bir kiime iiyelerine 6zellik verir, liveleri kiimeden 6zellik alir. Bir kiime
kendi kendisinin tiyesi olamadig1 icin tiyelerinin 6zelligini tasiyamiyor.
kkek

Bir smifin, 6rnegin iki tiyesi giizelse, kesisimleri ya da bilesimleri de giizel
midir? Giizellerin kesigimi ya da birlesimi neden giizel olmasin? Sezgisel olarak,
ilk adimda soyleyebileceklerimiz, bunlann kesisimlerinin de, birlesimlerinin de
giizel olacagidir.

(12) VxVy (Kimx AKimyAaFxAFy >FxnyaFxuy)
fIk bakigta (12)'nin dogru olaca@: diigiiniilse de yanlislayict 6rnedi bu-
unabilir. Ornegin x = {{®}}, y = {®} olsun; diyelim ki, ikisi de F 6zelligi ta-
stdigt icin ayni kiimenin, Z’'nin elemam olsun, Z, burada {{{®}}, {P} } olarak
alinabilir. x Ny, ®@’e esit olacaktir. x U y ise Z’ye. Dikkat edilirse ne ® ne de
Z’nin kendisi Z’nin dyesidir!

Hangi kosullarda, giizeller kiimesinin elemanlarinin kesisimi ve birlesimi
giizel olabilir? Boyle bir kiimeye yerkin kiime diyelim. Eger Z kiimesi yetkinse
su ozellikleri tasiyacaktr. (Yetkin kiimenin tammu!)

(U3) Vz[Yetzo ([Kimzanzz_Joinzezauwzez])]

v Bir kiimenin yetkin olabilmesi i¢in elemanlarmn kesisimi bos ol-
. mamalidir, kesisim bos degilse, birlesim de bos degildir; bdyle bir kiimede e-
" lemanlarin kesigimi ve birfesimi de kiimenin elemanidirlar. Iste bir kiime yet-
kinse, elemanlarinin tagidig1 ozellik, kesisimleri ve birlesimleri tarafindan da
tasinir.
(14 VxVyVz[([Yetzaxe zaye 2l 5 Fx AFy) 5 Fxny AEx U y]

Yetkin kiimeye bir trnek:

z={{{D}}, {{®}, D}} z'nin elemanlart x = {{D}}, y = {{ P}, P}

xNny={{D}}

xUy={{D}, D}

Hem x Ny hem de x U y, z'nin elemanidir!
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Matematikgiler agisindan, N, W, <, ~, =, gibi tanimlar, kiimenin (kiimelerin)
liyesi olmayla yapilir. Ornegin,

(ISY)xny={zz€ xAzE y}

Burada x’in ve y'nin birlikte livesi olma, x M ¥’yi verir. Oysa, yiiklemler
acisindan x’in ve y’nin elemaniar deil, ilgimizi ceken; x ve y'nin hangi kiimenin
elemanlar1 oldugu daha diistindiiriicii goriintiyor. x ve y'nin ait olduklan kii-
menin elemanlari, elemanlarinn arasindaki “iligkiler”, o kiimenin yetkin olup
olmadigini belirleyecektir.



