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OZET

Bu calismada Ucgen yayili yike maruz ankastre bir kiris icin analitik elastik-plastik gerilme analizi yapilmistir.
Ornek malzeme olarak 1045 C celigi alinmistir. Elagtik-plastik ¢oziimde malzeme tamamen plastik kabul
edilmistir. Akma kriteri olarak izotrop malzemeler igin gecerli olan Von-Mises akma teorisi kullaniimistir.
Akmanin kirisin 0st ve alt yuzeylerinde serbest ugtan itibaren ayni mesafede basladigi gordlmustir. o, artik

gerilme bileseni en alt ve en Ust yuzeylerde maksimum, x ekseninde sifirdir. Buna karsilik; t,, artik gerilme

bilegeni alt ve Ust ylzeylerde sifir, x ekseninde maksimumdur. Elde edilen o, ve t,, artik gerilme degerleri

xy
tablolar halinde verilmistir.

Anahtar Kelimeler : Ankastre kirig, Elasto-plastik analiz, Artik gerilme, Analitik ¢6zim

AN ELASTIC-PLASTIC STRESS ANALYSIS IN CANTILEVER BEAMS
SUBJECTED TO TRANSVERSE LINEARLY DISTRIBUTED LOAD

ABSTRACT

In this study, an elasto-plastic stress analysis is carried out for a cantilever beam subjected to linearly distributed
load. In this solution, 1045 C steel isused. The Von Misestheory is used as ayield criterion. In the elasto-plastic
solution, the material is assumed to be perfectly plastic. The yielding begins at the upper and lower surfaces of
the beam at the same distances from the free end. The intensity of residual stress component of o, iSmaximum

at the upper and lower surfaces, however residual stress component of t,, is zero and maximum the upper and

lower surfaces and on the x axis of the beam, respectively. The intensity of obtained the residua stress
components of ¢, and t,, aregiven asTables.

Key Words : Cantilever beam, Elasto-plastic analysis, Residual stress, Analytical solution

1. GIRIS Malzemenin elasto-plastik durumu, belli bir gerilme
degerine ulasildiktan sonra malzemenin gosterdigi
davranislar  olarak ifade  edilir. Plastik

Kiris genel haliyle eksenine dik yiikler tastyan bir deformasyonlar ytikleme islemi sona erdikten sonra
yapl elemanidir. Kirisler genellikle uzun, dogrusal geri  donmemektedir.  Plastik  deformasyonun
ve prizmatik kesitli elemanlardir. Bu eksene dik baglangici bir akma kriteri yardimi ile belirlenmekte
yikler kesme kuvveti ve egilme moment olup, akma sonrasi deformasyon malzeme direncinin
olustururlar. buytk olglde dustsi sonucu ortaya ¢ikmaktadir.
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Betti and Gjelsvik (1996), Uniform yayili yike
maruz kompozit bir kirisin analitik modellemesini
yapmistir. Sinir kosullarinin saglanmasi agisindan
altinct  dereceden diferansiyel denge denklemini
¢cozmislerdir.  Sonuclar  Klasik  Navier  Kiris
bagintisindan elde edilen sonuglarla kiyas edilmistir.
Ardan ve ark., (1993), U centikli eksenel tekil
yiklemeye maruz izotrop ve ¢apraz takviye edilmis
kompozit levhalardaki  gerilme  yigilmaarini
bulmuglardir. Centik derinligi, centik radydsi ve
levha boyu degistirilerek centik civarinda meydana
gelen gerilme yigilmalarini incelenmiglerdir. Sawa
et a., (1996), statik yiklere maruz tabakal1 sandwich
kirislerin gerilme andizini incelemislerdir. Tabakall
sandwich kiris statik yiklere maruz kaldigi zaman
ara ylzeylerde meydana gelen gerilme dagiliminin
incelenmesinde iki boyutlu elastisite teorisinden
yararlanmiglardir. Kurban ve Odabas (1997), elastik-
plastik ylUklemeye maruz bir kiriste artik
gerilmelerin teorik analizini yapmiglardir. Arslan ve
ark., (1995), U centikli izotropik levhalarda elasto-
plastik gerilme analizini yapmiglardir. Coziimde
farkli gentik derinlikleri ve gentik yaricaplari icin i¢
gerilmelerin - degisimini  incelemiglerdir.  Ayrica
yikleme miktarina bagli olarak plastik bolgelerin
yayilisini incelemiglerdir. Zibdeh and Rachwitz
(1996), farkli yiuklemelere maruz homojen izotrop
kiriglerdeki eksene dik yondeki (transvers) titresim
problemleri  Uzerinde inceleme yapmislardir.
Fraternali and Bilotti (1997), tabakali egri kirisler
icin bir boyutlu teori ve sonlu eleman metodu
kullanarak gerilme analizi yapmiglardir. Anaiz
esnasinda ¢cekme ve basma durumunda malzemenin
farkll elastik davranigl, blyuk kayma sekil
degistirmeleri  ve blylk rotasyonlar hesaba
katilmistir. Sayman ve Kayrici (2000), serbest ucgtan
tekil yike maruz disik yogunluklu ankastre kiris
icin elastik-plastik gerilme analizi uygulamislardir.
0°, 15°, 30° ve 45° oryantasyon acilari igin plastik
bolge dagihmini; o, ve 1, atik gerilme
bilesenlerini elde etmislerdir. Sayman ve ark.,
(2000), serbest ucundan egilme  momenti
uygulanmis ankastre termoplastik kiris icin elastik-
plastik gerilme analizi uygulamislardir. Akma kriteri
olarak Tsai-Hill teoris kullanilmigtir. Codzimde
Bernoulli-Navier hipotezi kabul G yapilmistir. C6zUm
sonucunda o, artik gerilme bilesenlerinin kirig Ust

ve at yilzeylerinde maksimum, artik

gerilmelerinin ise x-ekseni  Uizerinde maksimum
deger aldigi gorulmistir. Esendemir (2002), lcgen
yayil yike maruz polimer matriksli kompozit kiris
icin analitik olarak eastik-plastik gerilme analizi
uygulamistir. 0°, 30°, 45°, 60° ve 90° oryantasyon
acilarl icin plastik bolge dagilimini ve o, artik
gerilme bilesenlerini elde etmistir. Akmanin, kirisin

’Exy

at ve Ust yuzeylerinde serbest ugtan itibaren ayni
mesafede bagladigl gorilmistar.

Bu calismada, Ucgen yayill yike maruz ankastre
izotrop bir kiris icin analitik elastik-plastik gerilme
andlizi yapillarak elasto-plastik ve artik gerilme
dagilimlari verilmistir.

2. ELASTIK ¢OzUM

Sekil 1'de ticgen yayil1 yike maruz ankastre bir kiris
gosterilmektedir.

y
A

2C—>X

. o atie

A

Sekil 1.Ucgen yayil yilke maruz ankastre bir Kiris

Duzlem sekil degistirme halinde denge denklemi
asagldaki gibidir (Timeshenko and Goodier, 1969) :

66_X+&:0

oX oy

D
6cs_y+61izo
oy oX
Bu kirig icin sinir sartlart;
- gx

=+C igin =—— 2
y c Sy =11 2
y=-C igin c, =0 3
y=%Fc igin Ty =0 4
x=0ic¢in

C C C

J.rxytdy:O, J-Gxtdy:O joxytdyzo )
—C —C —C
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Hem sinir sartlarint hem de denge denklemini

saglayacak ¢ fonksiyonu asagidaki  sekilde
secilmistir:
2,3 5 3 3 2
<|>=X6y d6+%f5+%d4+x—6yb4+x7a2+b2xy (6)
Bu durumda gerilme bilesenleri,
52
o, = 6y_d2) = x3ydg + xy>fg + xyd,
2
oy = 6_1) = xy3dg + xyb, +a, 7)
oX
2% 3 1 1 1
Txy =~ oxdy = —[Edﬁxzyz +zf6y4+5d4y2 +Eb4x2+ sz
olarak  bulunmustur. (2) ve (3)'nolu sinir
sartlarindan;
X
a,=——— 8
2= 750 )
q 2
b,=—-———-dgC 9
4=~ % )
(5) nolu sinir sartindan
4 2
c c
b, =—- —fs+—d 10
{ZneZa) "
(4) nolu sinir sartindan,
q
dg = 11
°ac? ()
d, = —ngCZ (12)

olarak elde edilir. (11)'nolu denklem (9)'nolu
denklemde yerine yazilirsa,

__3a
by = 4tLc (13

olarak bulunur. (4)' nolu sinir sartindan

elde edilmistir. (11) nolu denklem (14) nolu
denklemde yerine yazilirsa fg katsayisl,

2q
fo=- 15
T 4l =

olarak elde edilir. (15)'nolu denklem (12)'nolu
denklemde yerine yazilirsa d, katsayis,

3q
d, —— 16
47 10tLc (16)

seklinde elde edilir. (15) ve (16) nolu denklemler
(20) nolu denklemde yerine yazilirsa b, katsay!sl,

_ac

b, =—
T

17
olarak elde edilir. Bulunan bu a,, b,,b,,d, ve fg

katsayilari (7)'nolu denklemde vyerine vyazilirsa
gerilme bilesenleri asagidaki gibi elde edilir:

<’y g

6
= -2x 3+—c2x]
4tLc® 4th3( Y rge
3
o WX X[y 3y
Yo 2Lt Ltl4ac® 4c

2
- :3_Xc3 (CZ - yz)_ 8tI(_:1c3 (04 - y4)+

Gx

(18)

39
20tLc

Txy (CZ _yZ)

Bu c¢alismada VVon-Mises akma kriteri kullanilmistir.
Bu kritere gore akmasarti,

1

E[(Gl - 52)2 + (52 - 03)

2

+(o5— 01)2] =cy  (19)

bagintisi ile verilir (Timeshenko and Goodier, 1969).
Dizlem gerilme hdi icin O3 = odir. Asal malzeme

yonlerindeki o; ve o, gerilme bilesenleri,

o) =G, C0S” 0 + 21, SiNOcosO 20
6, =06,Sin’0 - 21, SiNOCoso

denklemleri ile verilir.

3. ELASTO-PLASTIK cOzZUM

Elasto-plastik ¢oziim igin tggen yayili yike maruz
ankastre bir kiris Sekil 2’ de gosterilmektedir.
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y
t a e
s 6L
i
h C
S AN S G - >
"h qxz C
,_.—n"‘lTlTrr V= I
>( .

Sekil 2. Elasto-plastik ¢dziim icin U¢gen yayili yike
maruz ankastre bir Kirig

Elasto-plastik ¢cozim icin sinir sartlart:

y=zhicin t,, =0 (21)
y=hicin o, =-X (22
y=-higino, =X (23)
j Tytdy =~ (24)
-h

seklindedir. Normal gerilmelerin  bileskesi  x

kesitinde sifirdir ve norma gerilmelerin momenti
egilme momentini vermektedir.

h
—Xt(c—h)+Xt(c—h)—j s, tdy=0 (25)
“h

xt(e—h) S 4 xt(c—n) S
2 2
h 3 (26)
__
Jotyay=-T
“h
(22) ve (23)' nolu sinir sartlarindan,
X 2 2
=———x“dg —h“f 27
4="7h 6 6 (27)

(21)' nolu sinir sartindan,

2b2+b4x2:%f6h4—2d6x2h2+x—h (28)
X
(24)' nolu sinir sartindan,
2 _ 2
de _ 15gx /(ZLZ) 310Xh5 1(x) 29)
—20x“h” —8h
olarak elde edilir. Moment denklemi (26)

indirgenirsef,

3
—X02+Xh2+%xh5d6+éxh2+%:0 (31)

3
f =-Xc? +Xh2+2xh5d6+EXh2 i
15 3

6Lt (32)

seklinde bulunur. Newton Raphson metodu ile f
degerini sifir yapan h degeri bulunur.

4. ORNEK PROBLEM

Ucgen yayili yiike maruz ankastre izotrop Kiris icin
andlitik elastik-plastik gerilme analizi yapilmistir.
Analiz sonucunda elde edilen o, gerilme bileseni

oy Ve 1y, gerilme bilesenlerine gore cok kuguk
oldugundan ihmal edilmistir.

Ornek malzeme olarak 1045 C ¢eligi kullanilmistir.
Bu ¢elik icin akmagerilmesi o4 = 420 MPa, kirise
uygulanan yik g=10 N/mm, kiris uzunlugu L = 250
mm, kiris yuksekligi 2c=12mm, kiris kainlgi t = 4
mm olarak ainmistir.

Tablo 1'den Tablo 7'ye kadar sirasiylay = ¢, y = h,
y=h/2,y =0,y =-h/2,y =-hvey = -ci¢in kirisin
farkll x Kkesitlerine gore; elastik, elastik-plastik,
normal ve kayma artik gerilmeleri verilmistir.

Tablo 1. y = cicin x Mesafelerine Gore Elastik, Elastik- Plastik ve Artik Gerilme Bilesenl eri
h

i o o} o Ty Ty Ty
182.257 6.0 420.000 420.000 0.000 0.000 0.000 0.000
186.920 55 453.125 420.000 -33.123 0.000 0.000 0.000
191.000 5.0 483.466 420.000 -63.466 0.000 0.000 0.000
194.600 4.5 511.330 420.000 -91.330 0.000 0.000 0.000
197.700 4.0 536.178 420.000 -116.178 0.000 0.000 0.000
200.350 35 558.040 420.000 -138.040 0.000 0.000 0.000
202.599 3.0 577.050 420.000 -157.050 0.000 0.000 0.000
204.400 25 592.580 420.000 -172.580 0.000 0.000 0.000
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Tablo2.y=higinx

Elastik- Plastik ve Artik Gerilme Bilesenleri

Mesafelerine Gore Elastik,
h

X e r e r
Gy S 5 Gy T Xy T )Ey T Xy
182.257 6.0 420.000 420.000 0.000 0.000 0.000 0.000
186.920 5.5 415.735 420.000 4.265 -2.906 0.000 2.906
191.000 5.0 403.233 420.000 16.767 -5.805 0.000 5.805
194.600 45 383.820 420.000 36.180 -8.628 0.000 8.628
197.700 4.0 357.739 420.000 62.261 -11.308 0.000 11.308
200.350 35 325.778 420.000 94.222 -13.792 0.000 13.792
202.599 3.0 288.748 420.000 131.252 -16.033 0.000 16.033
204.400 25 247.098 420.000 172.905 -17.982 0.000 17.982
Tablo 3.y = h/2icin x Mesafelerine Gore Elastik, Elastik- Plastik ve Artik Gerilme Bilesenl eri
X h e r e r
Ox o} Gx Txy Ty Ty
182.257 6.0 210.342 210.342 0.000 -12.975 -36.303 -23.328
186.920 5.5 207.867 210.342 2.475 -14.375 -41.659 -27.284
191.000 5.0 210.617 210.342 8.725 -15.702 -47.853 -32.151
194.600 45 191.910 210.342 18.440 -16.950 -55.198 -38.248
197.700 4.0 178.869 210.342 31473 -18.096 -64.099 -46.003
200.350 35 162.889 210.342 47.453 -19.129 -75.240 -56.111
202.599 3.0 144.374 210.342 65.968 -20.043 -89.760 -69.717
204.400 2.5 123.549 210.342 86.793 -20.817 -109.650 -88.833
Tablo 4.y =0icin x Mesafelerine Gore Elastik, Elastik- Plastik ve Artik Gerilme Bil esenleri
X h e r e r
Ox S 5 Ox T Xy T gy T Xy
182.257 6.0 0.000 0.000 0.000 -17.302 -41.495 -24.193
186.920 5.5 0.000 0.000 0.000 -18.199 -47.617 -29.418
191.000 5.0 0.000 0.000 0.000 -19.002 -54.695 -35.693
194.600 45 0.000 0.000 0.000 -19.725 -63.090 -43.365
197.700 4.0 0.000 0.000 0.000 -20.358 -73.261 -52.903
200.350 35 0.000 0.000 0.000 -20.908 -85.993 -65.085
202.599 3.0 0.000 0.000 0.000 -21.380 -102.597 -81.217
204.400 2.5 0.000 0.000 0.000 -21.762 -125.322 -103.560
Tablo 5.y =-h/2i¢in x Mesafelerine Gore Elastik, Elastik- Plastik ve Artik Gerilme Bilesenleri
X h e r e r
Ox o} Gx Txy Ty Oy
182.257 6.0 -210.342 -210.342 -0.000 -12.975 -36.303 -23.328
186.920 55 -207.867 -210.342 -2.475 -14.375 -41.659 -27.284
191.000 5.0 -210.617 -210.342 -8.725 -15.702 -47.853 -32.151
194.600 45 -191.910 -210.342 -18.440 -16.950 -55.198 -38.248
197.700 4.0 -178.869 -210.342 -31.473 -18.096 -64.099 -46.003
200.350 35 -162.889 -210.342 -47.453 -19.129 -75.240 -56.111
202.599 30 -144.374 -210.342 -65.968 -20.043 -89.760 -69.717
204.400 25 -123.549 -210.342 -86.793 -20.817 -109.650 -88.833
Tablo 6.y = -hicin x Mesafelerine Gore Elastik, Elastik- Plastik ve Artik Gerilme Bilesenleri
X h e r e r
Ox o} Ox Txy Ty Txy
182.257 6.0 -420.000 -420.000 -0.000 0.000 0.000 0.000
186.920 5.5 -415.735 -420.000 -4.265 -2.906 0.000 2.906
191.000 5.0 -403.233 -420.000 -16.767 -5.805 0.000 5.805
194.600 45 -383.820 -420.000 -36.180 -8.628 0.000 8.628
197.700 4.0 -357.739 -420.000 -62.261 -11.308 0.000 11.308
200.350 35 -325.778 -420.000 -94.222 -13.792 0.000 13.792
202.599 3.0 -288.748 -420.000 -131.252 -16.033 0.000 16.033
204.400 2.5 -247.098 -420.000 -172.905 -17.982 0.000 17.982
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Tablo 7.y = -cicin x Mesafelerine Gore Elastik, Elastik- Plastik ve Artik Gerilme Bilesenleri
h

' o o w5, %,
182.257 6.0 -420.000 -420.000 0.000 0.000 0.000 0.000
186.920 55 -453.125 -420.000 33.123 0.000 0.000 0.000
191.000 5.0 -483.466 -420.000 63.466 0.000 0.000 0.000
194.600 45 -511.330 -420.000 91.330 0.000 0.000 0.000
197.700 4.0 -536.178 -420.000 116.178 0.000 0.000 0.000
200.350 35 -558.040 -420.000 138.040 0.000 0.000 0.000
202.599 3.0 -577.050 -420.000 157.050 0.000 0.000 0.000
204.400 25 -592.580 -420.000 172.580 0.000 0.000 0.000

Sekil 3'de kirigin farkli x degerlerine gore o, ve 3. o, atk gerilme bileseni, T artik

T,y atik gerilme degerleri verilmistir. Sekilden de
gorulecegi Uzere kirisin en alt ve en Ust yiizeylerinde
oy artik gerilmeleri maksimum, t,, artik gerilme

degerleri ise sifirdir.

Buna karslilik Kirisin x ekseninde t,, artik gerilme

xy
degerleri maksmum, o, artik gerilme degerleri
sifirdir. Kiriste meydana gelen o, artik gerilme

degerleri t,, artik gerilme degerlerinden daha
biiyuktdr.
186.90 19100 194.60 19770 X (mm)
l T 7 7
100(5x}r1oo 100 o }100 rloo(cx)vmo -100 o), 100 ';P:)
J 200.35 20250 204.40 20440 X(mm)
-100 (GX)’mo -100 o) 100 rm?cx )’100 200 o) 00 10 (b

Sekil 3. x mesafesine gore o, ve T, artik gerilme
bilesenlerinin dagilimi

5. SONUCLAR

Ucgen yayili yiike maruz ankastre izotropik bir kiris
icin anaitik ¢6zim yapilmistir Analitik olarak
yapilan calisma sonucu asagidaki sonuclar elde
edilmistir:

1. o, artik gerilme bileseni kirisin en alt ve
en Ust vylzeylerinde maksimum, X
ekseninde sifirdir.

2. Tyy artik gerilme bileseni Kirisin x ekseni

Uzerinde maksimum, alt ve Ust yizeylerinde
ise sifirdir.

xy
gerilme bileseninden daha biyUktur.

4. Malzeme Ozdliklerinin x eksenine gore
simetrisinden dolayr o, artik gerilme
bileseni kirisin en alt ve en Ust ylzeylerinde
ayni degere sahiptir. Kirisin en Ust ve en alt

ylizeylerinde akma ayni anda
baslamaktadir.

5. Kirisin  dayanimi  artik  gerilmelerle
artirilabilir.
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