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Arastirma Makalesi

oz
Makale Tarihgesi: Modal mantik formiilleri Kripke ¢atilar iizerinde ikinci mertebeden ozellikler
ESEZIt?;}ilﬁ:i'l()léolgizg()zzll ifade etmektedir. Pek ¢ok durumda modal mantik formiillerine karsilik gelen
Online Ya},l'rllal;m.(;:os_o&zozz birinci mertebeden mantik formiilleri etkili algoritmalar yardimi ile

hesaplanmaktadir. Bu alandaki ilk arastirma makalesi, 1975 yilinda H.

Sahlqvist tarafindan yazilan "Modal mantik i¢in birinci ve ikinci dereceden
semantikler i¢in tekabiil ve tamhk" idi. Yaptig1 ¢alismada modal mantik

Modal mantik . .. Cqe e . .

Scan algoritmast f(_)r_rnu_llerlmn belirli bir smnifin1 tanimlayarak, bu smifin gatilar {izerinde

Sqema algoritmast birinci mertebeden kosullar tanimladigin1 ve bu kosullarin da gelistirdigi
teknigi yardimi ile modal mantik formiillerine tekabiil eden birinci
mertebeden formiilleri hesaplamistir. Ancak bir modal mantik formiiliine
karsilik gelen birinci mertebeden mantik formiilii her zaman bulunmayabilir.
Bazi durumlarda bir modal mantik formiilii ikinci mertebeden mantik
formiiliine tekabiil edebilir. Bu tip durumlarda Sahlqvist teknigi etkinligini
kaybetmektedir. Literatiirde bir modal mantik formiiliine tekabiil eden birinci
ve ikinci mertebeden mantik formiiliini hesaplamaya yarayan farkli
algoritmalar ve teknikler gelistirilmistir. Bu algoritmalar iginde dne ¢ikan iki
calisma bulunmaktadir. Bu algoritmalardan biri Gabbay ve Ohlbach (1992)
tarafindan gelistirilen, temeli kisitlama ¢oziimleme ve teknigine dayanan
SCAN algoritmasi digeri ise Condradie ve ark. (2006) tarafindan gelistirilen,
modal formiiller {izerinde direkt olarak ¢aligan SQEMA algoritmasidir. Bu
caligmada SCAN ve SQEMA algoritmalar1 ayrintili olarak incelip,
karsilagtirmasi yapilacaktir.

Algorithmic Correspondence for Modal Logic

Anahtar Kelimeler:

Research Article ABSTRACT

Article History: Modal logic formulas express second-order properties on Kripke frameworks.
iigg;gg; ég‘ﬁ%gﬁ In many cases, first-order logic formulas corresponding to modal logic
Published online: 08.03.2022 formulas are calculated with the help of efficient algorithms. The first research

paper in this field was "Correspondence and completeness for first and second
order semantics for modal logic" written by H. Sahlgvist in 1975. In his study,

Keywords:

Modal logic he defined a certain class of modal logic formulas, this class defines first-order
Scan algortihm conditions on frames, and with the help of the technique he developed for these
Sgema algorithm conditions, he calculated first-order formulas corresponding to modal logic

formulas. However, a first-order logic formula corresponding to a modal logic
formula may not always be found. In some cases, a modal logic formula may
correspond to a second-order logic formula. In such cases, the Sahlqvist
technique loses its effectiveness. In the literature, different algorithms and
techniques have been developed to calculate the first and second order logic
formula corresponding to a modal logic formula. There are two prominent
studies among these algorithms. One of these algorithms is the SCAN
algorithm developed by Ohlbach and Gabbay, which is based on constraint
analysis and technique. The other is the SQEMA algorithm developed by
Condradie et al., (2006), which works directly on modal formulas. In this
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study, SCAN and SQEMA algorithms will be examined in detail and
compared.

To Cite: Ozdemir Z. Modal Mantik igin Algoritmik Tekabiil. Osmaniye Korkut Ata Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii
Dergisi 2022; 5(1):401-416.

Giris

Modal mantik, ¢ok basit bir ifadeyle, birinci mertebeden mantiga bir ya da daha fazla operator
eklenerek olusturulan mantik olarak tanimlanabilir (Chellas, 1980). Birinci mertebeden mantigin dili
ifade giiclinilin yeterli olmamasi nedeni ile kuvvetli matematiksel yapilarin olusturulmasina engel olur.
Modal mantik birinci mertebeden mantikla karsilastirildiginda sahip oldugu operatorler sayesinde daha
etkili bir ifade giiciine sahiptir (Blackburn ve ark., 2001). Modal mantikta birinci mertebeden
tanimlanabilirlik ve tamligin en genel sonuglarindan biri Sahlqvist teoremidir. Sahlqvist, 1975 tarihli
makalesinde, Sahlqvist formiilleri olarak adlandirilan modal formiillerin belirli bir smifim
tanimlayarak, bu sinifin Kripke ¢atilar iizerinde birinci mertebeden kosullar1 tanimladigini ve bu
kosullarin modal formiillerden etkili bir bigimde hesaplanabildigini gostermistir. Ayrica tiim Sahlqvist
formiillerinin kanonik formiiller oldugunu ve Sahlqvist formiillerinin kanonik ¢atilar sinifina gore
gecerli oldugunu ispatlamistir. Baz1 durumlarda bir modal mantik formiilii ikinci mertebeden mantik
formiiline karsilik gelebilir (Vaananen, 2001). Bu tip durumlarda Sahlqvist teknigi etkinligini
kaybetmektedir. Bu durum daha etkili tekniklerin gelistirilmesine sebep olmustur. Bir modal formiile
karsilik gelen birinci mertebeden formiil hesaplanirken evrensel monadik ikinci mertebeden
niceleyicilerin elenmesi o formiiliin bir ¢atida gecerliligini, varliksal monadik niceleyicilerin elenmesi
formiiliin saglanabilirligini ifade eder. Varliksal monadik ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesi
yontemi ile ilgili en bilinen algoritma SCAN algoritmasidir. Gabbay ve Ohlbach (1992) tarafindan
gelistirilen SCAN algoritmasinin ana fikri Ackermann’in (1972) makalesinde goriinmektedir. SCAN
algoritmasinin gelistirilmesi katki da bulunan bir diger isim Szalas yaptig1 calismalarda birinci
mertebeden aksiyomlara karsilik gelen modal aksiyomlar tizerinde ¢alismistir (1993, 1999). Bir diger
teknik ise SQEMA algoritmasidir. SQEMA ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesine yonelik
gelistirilen bir algoritmadir. SQEMA algoritmasi Ackermann lemmasinin modal versiyonunu
kullanarak diger algoritmalarin aksine modal formiiller iizerinde direkt olarak ¢aligir. Bu nedenden
dolay1 diger algoritmalardan c¢ok daha etkili ve yalin bir algoritmadir. Bu c¢aligmada SCAN ve
SQEMA algoritmalar1 ayrintili olarak incelenip, bu algoritmalarin Sahlqvist formiillerine gore tamlig1
ispatlanacak ve algoritmalarin karsilagtirmasi yapilacaktir.

Bu bélimde SCAN algoritmasinda kullanilan temel tanimlar ve kavramlar verilecek. (Hustadt ve ark.,
2004) SCAN algoritmasinin adimlari ayrintili bir sekilde sunularak, algoritmanin etkililigi 6rneklerle
acilanacaktir. Boliim sonunda algoritmanin smurlar1 verilecek ve SCAN algoritmasinin Sahlgvist
formiillerine gore tamlig1 kanitlanacaktir.

Ly, ..., L, Onerme degiskenleri olmak tizere {L4, ..., L,} sonlu kiimesine czimle denir. C ve D ciimle ve

P bir 6nerme degiskeni olmak {izere ¢oziinme kurali
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P(sq1, ..., Sp)VC
_lp(tl, ey tn)VD
CvDvsy # t1v ..vs, # t,

dir. Burada iki ciimle P iizerinden silinmistir ve CvD ¢oziicii olarak adlandirilir. € bir climle ve P bir

onerme degisken olmak iizere faktorizasyon kurali

P(Sl, ...,Sn)VP(tl, ...,tn)VC
P(Sq1, .., Sp)VCVSy # t1V ... VS, # ty

dir. Faktorizasyon kurali yalnizca farkli ciimleler arasinda yapilabilir.

Prenex formdaki birinci mertebeden bir formiildeki varliksal niceleyiciler sistematik olarak elenerek
yerlerine yeni sabit sembolleri ve fonksiyon sembolleri atanmasi islemine Skolemlestirme adi verilir.
Yeni sabit sembollerine ve fonksiyon sembollerine sirastyla Skolem sabitleri ve Skolem fonksiyonlari
ad1 verilir.3xVyVzAbirinci mertebeden mantigin bir formiilii ve ¢ Skolem sabiti olmak {izere birinci
mertebeden formiiliin Skolemizasyon sonucuVyVvzA[c/x]dir. Vy3zP(y,z) birinci mertebeden

mantigin bir formiili ve f Skolem fonksiyonu olmak iizere formiilin Skolemizasyon sonucu

VyP(y, f(y)) dir.

Tamm (SCAN Algoritmasi)
SCAN algoritmasinda girdi: o = 3P, ..., P,y seklinde bir a formiiliidiir; burada P, ..., B, yiiklem
sembolleri ve ¥ keyfi birinci mertebeden mantigin bir formiildiir.
SCAN algoritmasinda ¢ikti: Py, ..., P, yiklem degiskenlerini icermeyen ve a formiiliine mantiksal
denk olan ¢, formiilidiir.
SCAN algoritmasi agagidaki iic adimdan olugmaktadir:
1. Verilen formiiliin degillemesi alinir ve ikinci mertebeden standart ¢evirisi yapilarak 3P, ..., B,y
bigimine indirgenir. Y formiiliine ikinci mertebeden Skolemlestirme kurali uygulanarak climle formuna
doniistiiriiliir. Islem sonucunda  f; ler Skolem fonksiyonlari, 1)’ atomlarin veya onlarin
degillemelerinin sonlu bir kiimesi olmak iizere ¥ formiilii

3P, ..., By, 3f1, o [0

bi¢imli formiile indirgenir.

2. (Cy,...,C, ler ciimle olmak lizere ¢6ziimleme ve faktorizasyon kurallari uygulanarak ciimleler
silinir. Eger tiim climleler silinmis ise bunun anlami ¢eligkidir.
3. Eger bir 6nceki adimda algoritma sonlanirsa ve kalan climle varsa, ters Skolemlestirme uygulanir

ve elde edilen formiiliin degillemesi alinir.

Bir 6rnekle SCAN algoritmasimin adimlarint detayli olarak gosterelim. Algoritmada girdi olarak

AP Vx,y EIZ(—|P(a)vQ(x))A(P(y)vQ(a))/\P(Z)
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ele alalim formiilinii alalim. Birinci adimda ikinci mertebeden skolemlestirme kurali kullanilarak
ciimle formlar1 hesaplanir.
f bir skolem fonksiyonu, ikinci mertebeden degiskenler ve niceleyicileri 3P,3fVx,y olmak {izere
elde edilen climleler asagidaki sekildedir:
¢, =P(@),Qx)
C; P).Q@
G PUf(xy)
Algoritmanin ikinci adiminda =P (a) segilerek ¢oziimlemeye baslanir.
C; ve C, arasindaki ¢oziicli
€, =0Q(x),0Q(a)
dir. Burada x degiskeni yerine a atamasi yapilirsa C,, Q (a) ya denk olur.
C; ve C5 arasmdaki ¢oziicii
Cs=a#f(xy),Qx)
diir. =P (a) ile daha fazla ¢oziicii kalmadi. Boylece C; climlesi silindi.
Geriye kalan ciimleler:
C; P(y).Q(a)
C; P(F(x,y)
Cy Qa)
Cs a#f(xy),Q(x)
Diger iki P onerme degiskenini ¢dzecek yeni ¢oziiciiler yoktur. Bu nedenle C, ve C3 kolayca
silinebilir. Tiim niceleyicileri yeniden diizenlenirse
Vx3zQ(a)r(a # zvQ(x))

formiilu elde edilir.

Bir 6rnekle SCAN algoritmasinin farkli adimlarini detayli olarak gosterelim.  Algoritmada girdi
olarak
3P Vx,y 32(~P(@)vQ(x))A(P(y)vQ(a))AP(z)

formiiliinii alalim.
Birinci adimda ikinci mertebeden skolemizasyon kurali kullanilarak atomlarmm veya onlarin
degillemelerinin sonlu kiimesi hesaplanir.
f bir skolem fonksiyonu, ikinci mertebeden degiskenler ve niceleyicileri 3P,3fVx,y olmak {izere
elde edilen atomlarin veya onlarin degillemelerinin sonlu kiimesi asagidaki sekildedir:

¢ =P(@),Qx)

C;  Py).Q@)

G PUF(xy)

Algoritmanin ikinci adiminda =P (a) secilerek ¢éziimlemeye baslanir.
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C; ve C, arasindaki ¢oziicli
€y =Q(),Q(a)
dir. Burada x degigkeni yerine a atamasi yapilirsa Cy, Q (a) ya denk olur.
C, ve C3 arasindaki ¢oziicii
Cs=a#f(xy),Qx)
diir. =P (a) ile daha fazla ¢6ziicii kalmadi. Boylece C; satir1 silindi.
Geriye kalan satirlar:
C; P(),0Q(a)
C; P(f(x,¥))
€y Qa)
Cs a#f(xy),Q(x)
Diger iki P 6nerme degiskenini ¢dzecek yeni ¢oziiciiler yoktur. Bu nedenle C, ve C; kolayca
silinebilir. Tiim niceleyicileri yeniden diizenlersek
Vx3zQ(a)r(a # zvQ(x))

elde ederiz.

SCAN Algoritmasinin Sinirlari

Modal mantik bilindigi gibi Hilbert aksiyomlarinin sahip oldugu semantik ozellikler nedeniyle
yalnizca ikinci mertebeden aksiyomatize edilebilirler. ilave edilen aksiyomlarla birlikte verilen bir
formiiliin denk oldugu formiil, ulasilabilirlik bagmtisinin birinci mertebeden aksiyomatizasyonu
sayesinde bulunabilir. Ornek olarak VP(O ¢ P —¢ OP) McKinsey aksiyomunun denk oldugu formiil
yalnizca ulagilabilirlik bagintisinin ikinci mertebeden 6zelligi kullanilarak bulunabilir (SCAN
algoritmasi ters Skollestirme sirasinda ikinci mertebeden Henkin niceleyicilerine ihtiyag duyar).
Gegigme aksiyomu ile birlestirilirse, bu iki tanim atomik olarak Vx3y(Rxy)aVzRyz — z =y)
denktir. Agikca goriilmektedir ki bu birinci mertebeden tamimlanabilen bir Ozelliktir. Gegisme
Ozelliginin belirli durumlarda neden bu operasyona olanak verdigine dair bazi fikirler olmasina
ragmen, konu hakkinda genel bir teoriye sahip olunmamaktadir. Aslinda McKinsey aksiyomu gegisme
aksiyomu ile atomik olarak segcme aksiyomuna karsilik gelmektedir. Beklenildigi {izere bu problemin
basit bir ¢6ziimii bulunmamaktadir. SCAN algoritmasi tam degildir, birinci mertebeden denk formiilii
her zaman hesaplayamaz. ikinci mertebeden iki formiiliin veyalamasi alindiginda, bu formiillerden
birinin denk oldugu birinci mertebeden formiil bulunmasa bile formiillerden birine ya da her ikisine

denk olan birinci mertebeden formiiliin bulunabilir oldugu agiktir.
Shalqvist Formiiller icin SCAN Algoritmasinin Tamhg1

Bu boliimde SCAN algoritmasinin Sahlqvist formiillere gore tamligi gosterilecektir. Verilen bir

Sahlqvist formiil ¢ ye Onislemler uygulanarak elde edilen ikinci mertebeden keyfi @ formiiliiniin,
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birinci mertebeden mantiksal denk oldugu formiilin SCAN tarafindan hesaplanabildigi
kanitlanmalidir. Bu nedenle asagidaki iki 6zelligin varligi bilinmelidir.
1. C ¢oziiciiler ve C faktdrlerinin hesaplanmasi  ile ilgili cimlelerin kiimesi Cls (1) uygulandiginda
sonlanir. Ornegin SCAN, islemde yalnizca sonlu sayida yeni ciimle oldugunda ¢alisr.
2. Sonugcta olusan birinci mertebeden formiile (genel olarak Skolem fonksiyonlarini igerir) basarili
bir sekilde ters Skolemlestirme islemi yapilmis olur.
Her Sahlqvist formiil temel Sahlqvist formiiliin vV baglaciyla baglanmig formuna denk oldugu i¢in her
temel Sahlqvist formiil ¢ icin ispatlamak yeterlidir. Ik olarak ¢ nin bir Sahlqvist gerektirmesi oldugu
g6z oniinde bulundurulmalidir. Ispatin kdse tas1 zincir notasyonudur.

(tq, ..., ty,) ayrik terimlerin sirali dizisi olsun. Bir C zinciri, (t4, ..., t,) Uzerinde bir atomlarin
veya onlarin degillemelerinin sonlu bir kiimesidir; (—)Ry,st, (—)Q;(u) formundaki Onermesel

degiskenleri igerir ve agsagidaki ii¢ kosulu saglar:

(1) Heri, 1 <i<n-—1icinya —Ry,t;t;yq Yada Ry t;t;q, C dedir;
(2) Her (m)Ruv € Ciginu = t; vebaz1j, 1 <j<n—1leriginv = tj4;

(3) Her (=)Qjuv e Cvebaz1j,1 <j<n-—1lerigin u = t; dir.
j J j

Teorem. SCAN, keyfi bir Sahlgvist gerektirmesi ¢ nin birinci mertebeden mantiksal denk oldugu
formiil a, yi hesaplar.

Kamt N, ST(—¢@,a) nin atomlarin veya onlarin degillemelerinin sonlu bir kiimesi olsun. Tiim
atomlarin veya onlarin degillemelerinin sonlu kiimesi N den tiiretilebilir 6yle ki N, N nin kelimeleri
iizerindeki zincirlerden meydana gelir. Zincirlerin uzunlugu, N deki zincirlerin uzunlugu tarafindan
stnirlandirilir.

Gostermeliyiz ki her ne zaman bir climle ¢ok sayida zincir ile tiiretilirse bu climle yogunlasir.

Ters Skolemlestirme durumunda tiimevarimsal argiimanlar kullanilarak esitsizlikler ve terimlerde
meydana gelen tiiretilmis climlelerin basarili bir sekilde unskolemize edilebildigi gosterilebilir. Sonug
olarak niceleyicilerin ters Skolemizasyon sirasinda her zaman basari ile diizenlenebilecegi gosterilir.
Son olarak temel bir Sahlqvist formiil ¢, box operatdrleri ve higbir ortak dnerme harfi icermeyen iki

formiile veya baglaci uygulanarak elde edilir.

SQEMA

SQEMA ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesine yonelik gelistirilen en son algoritmadir.
SQEMA algoritmast Ackermann lemmasinin modal versiyonunu kullanarak diger algoritmalarin
aksine modal formiiller iizerinde direkt olarak ¢alisir. Bu nedenden dolayr diger algoritmalardan ¢ok
daha etkili ve yalin bir algoritmadir. Bu bélimde SQEMA algoritmasinin temel kavramlarina ve

tanimlarma deginilecektir. Ardindan algoritmanin isleyisi ayrintili olarak sunularak modal formiiller
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tizerindeki etkinligi bir 6rnekle agiklanacaktir. Boliimiin sonunda ise SQEMA algoritmasinin Sahlqvist
formiillere gore tamlig1 ispatlanacaktir.
Algoritmanin isleyisini gliglendirmek i¢in asagidakiler modal dile eklenir:
. Ters modalite o~
M,u I+ O ¢ (eye) her w € M icin R~ uw
Ters modalite i¢in standart ¢eviri:
ST(@™, ¢) = Vy(Ryx — ST(9,¥))

dir. o=t in duali 0~ olarak tanimlanr.

. Nominaller, 6zel bir tiir onermesel degiskenler Nom = {iy,i,,...} in deger atamalarinin
singleton-lara kisitlanigidir. Nominallerin dogruluk tanimlari ve standart ¢evirileri asagidaki sekilde
verilmistir:

w, V), uI+i(eye) V(i) = {u}.
ST(i;,x) == x = y; Oyle ki burada yy, ¥4, ... ler iy, iy, ... nominalleri ile ilgili korunmus degiskenlerdir.
Modal dilin bu genislemesi ML* ile gosterilir. M bir model ve ¢, ML* nin bir formiilii olsun. [¢] ,bir

M modelinde ¢ formiiliiniin genislemesidir ve [¢]ly,; = {m € M: M, m I+ ¢} bigiminde tanimlanur.

ML* da bir saf formiil 6nermesel degiskenleri igermeyen fakat nominalleri igerebilen bir formiildiir.
Her saf formiil y, VyST(y,x) formiilii tarafindan yerel birinci mertebeden tanimlanabilirdir; burada
¥,y da meydana gelen tiim y; degiskenlerinin tuple-larina karsilik gelen i; nominalleridir.

A, B(p), ML*da bir formiil olsun. B(A/p), p nin tiim gegisleri i¢in A nin ayni ikameleri tarafindan
B(p) den elde edilen formiildiir.

ML* bigimsel olarak algoritmanin ¢aligmasi igin yeterli olsa da bazen evrensel modalite [U] ile dili

giiclendirmek gerekli olabilir.

Evrensel modalite [U] nun semantigi:

M,u - [U]ep (eye)herw € Micin M,w I+ ¢ (eye) M I+ ¢
(U), [U] nun duali olarak tanimlanir:
M,u I+ (U)p (eye)baziw € M icin M,u I+ ¢
(eye)M,u I+ =[U]—¢

(U), [U] standart ¢evirileri:

ST([U]g,x) = VxST (¢, x) ve STU)¢, x) = IxST (¢, x)
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Ozellikle bir sonraki alt bliimde Ackermann lemmasinin modal versiyonun tekrarlanma asamasinda

evrensel modalite kullanilacaktir.

Ackermann Lemmasinin Modal Versiyonu

Bu béliimde aksi belirtilmedigi takdirde ML* da ¢alisilacaktir. Ayrica PROP 6nerme degiskenlerinin
ve NOM nominallerin kiimesi olmak tizere bu iki kiimesinin birlesimi yerine kisaca AT kisaltmasi
kullanilacaktir.

Not: Pozitif ve negatif formiil tanimlarinda nominaller g6z 6niinde bulundurulmayacaktir. Ayrica bir

saf formiil ¢ i, hem pozitif hem de negatif kabul edilir.

Modal Ackermann Lemmasi A,B(p), ML* da bir formiil, 4, p yi igermeyen keyfi bir modal formiil
ve B(p),p ye gore pozitif bir modal formiil olsun. Keyfi bir M modeli i¢cin M I+ B(A) olmasi i¢in
gerek ve yeter kosul M’ I+ (A = p) A B(p) olmasidir.

Lemmay1 pozitif formiillere gore uyarlamak miimkiindiir.

Ackermann Lemmasi ve Ikame Metodu
Ackermann lemmasinin devrik formu:
A, p yi icermeyen keyfi bir modal formiil ve B, p ye gore pozitif bir modal formiil olmak iizere
vp ([U](A - p) - B(p)) = B(A/p)
Ifadeleri denktir.
Denklikten de goriildigii gibi bir M modelinde [U](A - p) formiilii dogrudur ancak ve ancak
[Aly € [plw du.
Yukaridaki denklik asagidaki sekilde yorumlanabilir:

Bir § catisinda, Vp ([U](A = p) = B(p)) gegerlidir ancak ve ancak B(p) Onciilii A nin saglandigi

minimal model i¢in dogrudur.

Tamim (SQEMA Algoritmasi)
Bu boliimde big¢imsel olarak SQEMA algoritmasi temel modal dil i¢in sunulacaktir. Fakat SQEMA,
keyfi ¢ok 6geli ve hibrit ¢oklu modal dillere genisletilebilir (Goranko ve Vakarelov, 2002).

Temel Algoritma
Bir modal formiil ¢ girdi olarak verildiginde degili alinarak degil normal forma ¢evirilir. Daha sonra
yerel cati denkligini koruyan doniisiim kurallar1 uygulanarak verilen formiil @ — f formlu formiile

doniistiiriiliir. Burada a ve f degil normal formdadir. Elde edilen formiil denklem olarak adlandirilir.
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Tiim denklemler global durumlarda yorumlanir ve tiim modellerde gegerlidirler. Algoritma denklem
sistemleri ile ¢alismaktadir. Her bir doniisiim kurali denklemi bir veya daha ¢ok yeni denklem igine
doniistiiriir.
Ackermann kurali, Ackermann lemmayr temel almaktadir ve tim denklem sistemlerine
uygulanabilirdir. Algoritmanin bu asamadaki adiminda bir 6nermesel degisken elenmek icin secilir.
Elde edilen denklem sistemleri doniigiim kurallar1 ve Ackermann kurali uygulanarak yeni denklem
sistemleri i¢ine dondistiiriiliir. Bu islemler sirasinda segilen dnermesel degisken elenir. Tiim 6nermesel
degiskenler ayni islemler uygulanarak sirayla elenirler. Algoritmanin bagaris1 dnermesel degiskenlerin
eleme siralarina baglidir.
Artik algoritmanin daha bigimsel bir tanimi1 verilebilir. Algoritma girdi olarak bir ¢ modal formiiliinii
alir ve asagida adimlar sirastyla uygulanir:
Adim 1 ¢ nin degillemesi alinir ve degil normal formdaki formiil =, « baglaglar1 ve igeride bulunan
tiim degil isaretleri kaybolana kadar dnermese degiskenlerinin Oniine siiriiliir.
Elde edilen formiili V a;, formlu formiile indirgemek icin

CevP)=WoeVvoyY)ve(pVYPIAO =(pAB)V (P A
denklikleri kullanilir.
Artik algoritma her bir evetleme {lizerinde aj, y1 ayirarak calismaya devam edebilir.
Adim 2 ay, i — a; olarak yeniden yazilir. Burada i, @) da gegmeyen ve yalnizca o anki baslangic
durumunda kullanilan sabit, korunmus nominaldir. Bu baglangi¢ sistemi i¢indeki tek denklemdir.
Admm 3 Her onermesel degiskeni elemek i¢in sistemdeki negatif ve pozitif 6nermesel degiskenler
yerine sirasiyla T ve L yerlestirilir.
Admm 4 Eger sistemin denklemleri i¢inde elenmemis onermesel degiskenler kaldiysa, elenmek igin
secilir. Aksi takdirde Adim 5’e gegilir. Eger kalan degiskenlerin tamami elendi ve Adim 5 basarisiz
olduysa elemenin siras1 degistirilerek degiskenler tekrar elenir. Eger elemenin tiim siralamalar1 kalan
degiskenlere uygulandiktan sonra Adim 5 yine basarisiz olursa, rapor basarisizdir. Eger sistemdeki
tiim 6nermesel degiskenler elendi ise Adim 6 ya gegilebilir.
Adim 5 Bu adimin amaci listedeki doniisiim kurallarmi uygulayarak secili degisken p ye gore
Ackermann kuralin1 uygulamak ve p yi elemek icin denklemlerin sistemini yeniden yazmaktir.
Boylece her denklem ya negatif ya da @ — p formunun i¢ine doniistiiriilmeye ¢alisilir. Buradaki amag
p yi denklemden eleyerek denklemi ¢bzmektir. Eger bu adim basarisiz olursa geri doniiliir ve p yerine
—p atamasi ile ayn1 adim tekrarlanir. Tekrar basarisiz olursa ya da bir 6nceki adimda tamamlanirsa
Adim 4’e doniiliir.
Adim 6 Eger tim adimlar uygulanarak Adim 6 ya ulasilirsa, girdi formiiliindeki tiim 6nermesel

degiskenler, sistemlerin sonuglandirilmasiyla basaril bir sekilde elenmis demektir.
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Son olarak her bir sistemdeki tiim denklemlerin evetlemeleri alinarak bir saf formiil ya da
Vy3x,ST (—pure, x,) bigcimli bir formiil elde edilir ve girdi formiilii ¢ ye karsilik gelen yerel birinci

mertebeden bir formiil elde edilir.

Doniisiim Kurallar

SQEMA tarafinda kullanilan doniisiim kullar1 agsagida verilmistir.

Mantiksal Baglaclar icin Kurallar

Kuralin Adi Formiil
B-oyAS
A- Kural : \(}
B-v.B—-46
B-oyVvs
Sola Oteleme V-Kurali: U
(an—y) -6
(BA-y) -6
Saga Oteleme V-Kural: U
B-=>yVvé
y - Od
Sola Oteleme O-Kurah: (]
0"ly -6
07ly -6
Saga Oteleme O-Kurah: U
y - o6
j=0y
0-Kural: U
joO0kk—>j
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burada j keyfi bir nominal ve k yeni bir nominaldir. Kisaltma olarak j —¢ k yerine Rjk
kullanilabilir.

Ackermann Kurah
Bu kural Ackermann lemmasindaki denklige dayanmaktadir. Ackermann Kurali sadece tek bir
denklem iizerinde ¢alismaz, asagidaki gibi doniisiim kurallar: ile elde edilen yeni denklem kiimeleri

iizerinde de calisir.

a = p
=P, Bull@ V..V @) /)
>
B1(p), Bml(ay V ...V ay)/pl.
B @),
Burada;
1) D, Ay, ..., @, lerde gegmeyen bir 6nermesel degiskendir.

2) B1, ..., By lerin her biri p de negatiftir.
3) p yi iceren sistemde bagka bir denklem yoktur.

Bundan sonra Ackermann kuralinin uygulanisinda aj, ..., a, ve B, ..., 5, formiilleri sirasiyla o —

formiil ve B — formil olarak adlandirilacaktir.

Kutup Degistirme Kurah
O anki sistemin i¢inden secilen p degiskeninin her gegisinde kutup degistirilir, yani p yerine —p ve

—p yerine p yazilir.

Yardimci Kurallar

Bu kurallar baz1 6nermesel sonuglarin kapasitelerini ve modal operatorler arasindaki dualitenin etkisini

arttirmaya yoneliktir.
1) A ve V baglaglarinin dagilma ve birlesme 6zelligi.
2) yV-ay =T, YAy =1

3) yVT =T, yVIi=y
4) yAT=y, yAL=1l

5) yol=-—y, yoT=T
6) 1l->y=T, Toy=y

7) -0 =0, -0-=90
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Kutup degistirme kuralinin disinda onermesel degiskenin keyfi gecisinin kutupsalligimi degistiren
doniigtim kural1 yoktur.
Bir 6mekle SQEMA algoritmasinin adimlarimi detayli olarak gosterelim pao(¢ p — Og) —0 OOp
formiiliinii goz 6niinde bulundurulsun. Verilen formiil bir Sahlqvist formiiliine denk degildir.
Adim 1 Formiiliin degillemesi alinirsa
pAO[0p — q)A0 00 ~q]
elde edilir.
Adim 2 i — [paO(O-pvog)ao 00 —q]
Adim 3 Sistem p ya da g da ne pozitif ne de negatiftir.
Adim 4 Onermesel degisken p yi elemek icin segilir.

Adim 5 A- Kurali iki kere uygulanirsa

i—p
i — O(o-pvoq)
i — o000 g

elde edilir. Sistem artitk Ackermann kurallinin uygulanmasi i¢in p izole edildi ve i — o(o-pvOq)

formiil p’de negatiftir.

Hi — 0(O-ivoq)
i — o000 g

Ackermann kuralinin uygulanmasindan sonra sistemden p onerme degiskeni elenmistir. Sistemdeki
diger 6nerme degiskeni q’ yu elemek icin Adim 4’e gegilir.

Adim 4 Onerme degiskeni q elemek igin segilir.
Adim 5 o-kurali, Sola 6teleme V-kurali ve tekrar o-kuralini1 uygulanirsa

| 071i — o-ivog
i—000g

| 071 ivao-i — Og
i— 000 g
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| 01 (0_1 ivaO-i) — q
i—000g

”0_1 W0 tivoi) —>q
i— 000 g

bulunur.
Adim 6 i — 000 [0~ (O~ t—iva-i)] degillemesi alinirsa
in 0oo[0 ™t (0" Liv 0 0)]
elde edilir. Son olarak formiiliiniin ¢evirisi yapilirsa
Axg[x9 = y;nTz1(Rxg21AVZ5(RZ125 — VZ3(Rzy23 —
Juy [Ruy z3n3uy (Ruaug au, = yinduz(Rujuzaus = y)]))))]

elde edilir.

Bu 6rnekte dnermesel degiskenlerin elenme siras1 dnemli degildir. Once g 6nerme degiskeni ardindan

p onerme degiskeni elenseydi algoritma ayni1 sekilde caligsacakt.

Gozlem Algoritmanin basarisi bazi 6nermesel sonuglarin temel yeteneklerine baghdir. Ozellikle
071i — (=07t ivaopvop) denkleminde —op yerine ¢ —p yazilmis olsaydi, elde edilen denklem
071i — (=071 iv ¢ =pvop) olurdu. Bu durumda totoloji durumu kolayca fark edilmeyebilirdi.
Bu durum p nin kutbu degistirildikten sonra monotonluk temelli Ackermann kuralinin uygulanmasina
izin verir.

||(>_1 i— (= 07tiv o pva-p)

L—p

Ackermann kural1 uygulanirsa asagidaki denklem elde edilir:

1071 i — (=07 Liv ¢ ivani)
Denklem sadelestirilirse

1071 i — (@~ t=iv 0 iva 01i)
elde edilir. Bu denklemin birinci mertebeden dengi degillemeden sonra L dir.
Gozlem Sistemden ilk olarak p elenseydi,

1071 i — (0 pva)

elde edilirdi.
Formiilinde ¢ altinda p nin gecislerini elde etmemek i¢in p nin kutupsalligi degistirilirdi. Sistem

doniigtiiriilmeye baslandiginda

07t i — (0 —pvq)
071 (07Ying) > p

[ — —p

elde edilir. Ardindan sisteme Ackermann lemmas1 uygulandiginda
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Ho-l i— (00071 (07 ing))vq)
i — —|(<>—1 (0_1 iAq))

elde edilirdi. Artik bu sistemde SQEMA nin takildigini gérmek degildir.

Elemenin siras1 6nemli olmamasina ragmen algoritmanin geri doniis segenegini igermesi teorikte adim
sayisinin hizla artmasina yol agar fakat uygun yol gostericiler ve ek kurallar yardimiyla elemenin
dogru siralamasina karar verilir. Bu nedenle uygulamada algoritmanin adim sayisinda hizli bir artig

meydana gelmez.

SQEMA’ nin Sahlqvist Formiiller Uzerindeki Tamhg1

Lemma ¢ bir Sahlqvist formiil ve ¢’,—¢ den tiim baglaglar tizerindeki degillerin igeri aktarilmasiyla
elde edilmis bir formiil ise ¢’ bir Sahlqvist 6nciiliidir.

Kanit ¢ nin uzunlugu iizerinde tiimevarim uygulayalim.

Eger ¢: @ — Pos bir Sahlqvist gerektirme ise degili alinir ve yeniden yazilirsa aan—Pos elde edilir ve
Sahlqgvist onciiliine doniistir.

Eger ¢ = Oy formunda bir formiil ise degil alinarak —¢@ =0 — doniistiiriiliir. Boylece ¢ i¢in iddia
gosterilmis olur. Ciinkii Sahlqvist onciilii, diamond operatdrii lizerinde kapalidir.

Eger ¢ = Y,n, formunda ise degili alinarak —¢@ = —;v—1p, elde edilir. Boylece ¢ i¢in iddia
saglanmis olur. Ciinkii Sahlqvist dnciilleri veyalamalar iizerinde kapalidir.

@ = P1vh, durumu da benzer sekilde gosterilebilir.

Lemma E,j — B formlu SQEMA denklemlerinin bir sistemi ve S, veyalamalar kullanmadan
olusturulmus, olast negatif formiilleri kabul eden bir Sahlqvist 6nciilii olsun. p, E de negatif ve pozitif
formiillerin gectigi herhangi bir 6nermesel degisken ise E, yalnizca A-kurali, V-kurali, O-kurali ve
Ackermann kurali kullanilarak j — B formlu fakat p yi icermeyen bir E’ sistemi igine
doniistiiriilebilir.

Kanit p nin tiim pozitif gegisleri, evetlemelerin ve diamond operatorlerinin etkisi altinda kalan box-l1
formiillerin icindedir. ilk olarak p yi ayiralim baska bir ifadeyle E sistemini p nin pozitif oldugu
y — p formundaki denklemlere donistiirelim. Burada p,y de meydana gelmesin. p nin box
uygulanmis atomlarim ¢-kurali ve a-kurali uygulayarak ayiralim. Elde edilen sistemdeki denklemler
hala j — £ formundadir. Burada j, bir nominal ve § bir Sahlqvist onciiliidiir. Formiil bir pure formiil
olarak adlandirilir ve hem pozitif hem de negatif olarak kabul edilir. Olusan tim denklemler p de
pozitif meydana gelir ve j — o"p formundadir. O-kurali uygulanirsa, (0~1)"j — p forma
doniistlirtiliir. Sistem, denklemleri Sahlqvist Onciilleri durumuna getiremez ve tiim denklemlere
Ackermann kural1 uygulanarak p elenir. Saf formiiller p nin negatif gegislerine ikame edilir, bdylece

ikameden sonra negatif formiil ve Sahlqvist dnciilleri kalir.
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Teorem SQEMA, her Sahlqvist formiiliin birinci mertebeden mantiksal dengini hesaplar.
Kanit ¢ bir Sahlqvist formiil olsun. Birinci adimda ¢ nin degilini alalim ve tiim baglaglar {izerine
dagitalim. Elde ettigimiz bu formiilii ¢’ olarak adlandiralim. Lemma 1’den ¢’ formiiliiniin bir

Sahlqvist 6nciilii oldugunu biliyoruz. Artik ¢'yi, V}Ll a; forma dontistiirebiliriz. Burada her bir ;

Sahlqvist Onciilii, T,1, O-li atomlar ve veyalamalarin kullanilmadigi negatif formiillerden,
evetlemelerin ve ¢-larin veyalamalar iizerine dagitilmasiyla elde edilen bir formiildiir. Olasi bazi
negatif formiiller digindaki tim veyalamalar1 dagitmak miimkiindiir. Clinkii ¢’ de bu veyalamalarin
hicbiri, box-larin etkisi altinda kalmaz.
Artik algoritma her bir veyalama iizerinde ayr olarak isler. Bunlardan biri olan «; yi segerek ispata
devam edelim. py, ..., p, ler @; de meydana gelen degiskenlerin keyfi siralamasi olsun. Denklemlerin
baslangic sistemi

li = o
dir.
Bu sistem Lemma 3.2.1 iin gerektirdigi formdadir. Eger p; yalnizca pozitif (negatif) ise SQEMA
bunun pozitif (negatif) formiillerin yerine T(L) ikame ederek p, i eler. Eger p; hem pozitif hem de
negatif ise Lemma 5.4.3°den SQEMA, p; i eler. Onermesel degiskenler p,, ..., p, benzer sekilde
elenir. Islem tiimevarimsal olarak her bir elemeden sonra kalanlara Lemma 3.2.1 iin uygulanmasiyla

devam eder. SQEMA tarafindan degillemeler ve doniisiim kurallariyla elde edilen saf formiil, «; ye
yerel birinci mertebeden catiya denktir. 1 < j < n i¢in bu denklemlerin evetlemeleri alinirsa girdi

Sahlqvist formiilii ¢ i¢in birinci mertebeden yerel ¢atiya denk olan formiil elde edilir.

Sonuc¢

SCAN algoritmasi konu ile ilgili ilk saf algoritmalardan biridir. SCAN algoritmas1 modal formiillere
kargilik gelen birinci ya da ikinci mertebeden formiilleri hesaplayabilmektedir. Gelistirilen diger
algoritmalar ve tekniklerde oldugu gibi SCAN algoritmast modal formiillerin smifina gére tam
degildir. Yani verilen her modal formiile karsilik gelen birinci ya da ikinci mertebeden formiilii
hesaplayamamaktadir. Algoritma ikinci mertebeden niceleyicilerin elenmesi asamasinda ters
skolemlestirme tekniginin dogasi geregi sorunlarla karsilagsmaktadir. Sahlqvist tekniginde oldugu gibi
SCAN algoritmasi da zaman mantiginin formiilleri {izerinde etkilidir.

SQEMA algoritmasi igerdigi doniiliisiim kurallar1 nedeniyle modal formiiller iizerinde direkt olarak
calisabilmektedir. Bu 6zelligi sayesinde diger algoritmalardan daha yalindir. SQEMA algoritmasini
diger algoritmalar ve tekniklerden ayiran bir baska 6zellik ise normal modal mantigin formiilleriyle
birlikte zaman mantig1, hibrit mantik ve ¢ok 6geli modal formiiller iizerinde de etkili bir algoritma
olmasidir. SCAN algoritmasinda oldugu gibi SQEMA algoritmasinda modal formiiller sinifina goére
tam degildir. SCAN ve SQEMA algoritmalar1 modal formiillere karsilik gelen ikinci mertebeden

formiilleri hesaplayabilmeleri ve algoritmalarin Sahlqvist formiillerine gore tam olmasi Sahlqvist
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tekniginden ¢ok daha etkili olduklarmin kanitidir. SCAN ve SQEMA algoritmalarinin uygulamalarina
http://www.mpi-inf.mpg.de/departments/rg1/software/scan/index.html ve http://www.fmi.uni-

sofia.bg/fmi/logic/sgema/sqema.jsp internet adreslerinden ulasmak mimkiindiir.

Cikar Catismasi Beyani

Makale yazar1 herhangi bir ¢ikar ¢atismasi olmadigini beyan eder.

Arastirmacilarin Katki Orami Beyan Ozeti

Yazar makaleye %100 oraninda katk: saglamis oldugunu beyan eder.
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