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OZET
Bu makalede ilk olarak esnek ¢oklu kiime kavrami hatirlatilmistir. Daha sonra esnek ¢oklu kiimeler ilizerinde elde
ettigimiz bazi sonuglar verilmistir. Ayrica bu ¢alismada esnek ¢oklu topoloji kavrami tanitilmis ve esnek ¢oklu

topoloji iizerinde elde ettigimiz bazi sonuglar ve esnek ¢oklu baz kavrami sunulmustur
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Some results on soft multi topology

ABSTRACT
In this article, at first we recall the concept of soft multiset. Then some results which we obtained on soft multisets
were given. Moreover, in this paper, the notion of soft multi topology was introduced and some results on soft multi

topology and the concept of the soft multi base were presented
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

Molodtsov [1] tarafindan ortaya atilan esnek ¢oklu
kiime teorisi, igerdikleri belirsizlikler yiiziinden klasik
metotlarla ¢oziilemeyen karmagik ekonomi,
mithendislik ve ¢evre problemlerinin  ¢6ziimiine
yardimeci olacak matematiksel bir aragtir.

Molodtsov [1,2] ilk ¢aligmalarinda esnek kiimeler
teorisini bir fonksiyonun piirlizsiizligii, oyun teorisi,
Riemann integrali, Perron integrali ve 6l¢ii teorisi gibi
bircok alana basartyla uygulamigtir. Molodtsov'un
caligmalarindan sonra bir ¢ok yazar [3-7] esnek kiime
teorisini diger alanlara ve ger¢ek hayatta karsilastigimiz
problemlere uygulamamuslardir. Shabir ve Naz [§]
esnek kiimelerin topolojik yapilarini ve esnek topolojik
uzaylardaki ayirma aksiyomlarini ¢alistilar. Daha birgok
yazar [9-14] esnek topoloji lizerinde ¢aligsmalardir.

Klasik kiime teorisinde kiimenin elemanlarinin tekrarina
izin verilmez. Ancak bazi durumlarda elemanlarin
tekrart kullanigli olabilmektedir. Eger bir kiimenin
elemanlarinin tekrarina izin verilirse bu kiime teorisi
coklu kiime olarak bilinir. Bu metot, giincel hayatta
bilgisayar bilimleri, tip, bankacilik, miihendislik, bilgi
depolama ve bilgi analizi gibi bir ¢ok konuda
kullanilabilmektedir.

Coklu kiime teorisi, Cerf ve arkadaglar [15] tarafindan
ortaya konulmustur. Peterson [16] ve Yager [17] ¢oklu
kiime teorisinin ilerlemesinde katki saglamislardir ve
bircok sonug¢ ortaya koymuslardir. Bu caligmiglar Jena
ve arkadaglari [18] tarafindan siirdiirilmiistiir.
Manjunath ve John [19] c¢oklu kiime bagmtisinda ilk
calisma yapanlardir. Girish ve John [20] ¢oklu kiime
bagmtis1 ve ¢oklu kiime fonksiyonunu tanimlamislardir.
Bu yazarlar [21] ¢oklu kiime bagintilarint kullanarak
¢oklu kiimeler iizerinde topoloji ve bazi topolojik
yapilarin tanimlarint vermislerdir.

Esnek kiime ve g¢oklu kiime kavramlarini birlestirerek
esnek ¢oklu kiime kavramu ilk olarak Babitha ve John
[22] tarafindan tanimlanmustir. [23] de esnek ¢oklu
kiime kavraminin daha genel bir tanimu yapilarak bu
kiime {izerinde esnek ¢oklu topoloji inga edilmistir.

Biz bu ¢alismada esnek ¢oklu kiimeler iizerinde bazi
yeni sonuglari, esnek ¢oklu kiimenin igi, kapanisi,
yigilma noktas: ve esnek ¢oklu baz gibi esnek ¢oklu
topolojinin 6nemli topolojik yapilarini inceleyecegiz.
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2.ESNEK COKLU KUMELER (SOFT MULTISETS)
2.1. Esnek Coklu Kiimeler (Soft Multisets)

Tamm 2.1.1 [1] U evrensel kiime ve E parametrelerin
bir kiimesi olsun. P(U), U nun kuvvet kiimesini ve 4, E
nin bostan farkli bir alt kiimesini gostersin. (F, A) siralt
ikilisi U tizerinde bir esnek kiime olarak adlandirilir.

Burada F, F: A = P(U) seklinde bir doniisiimdiir.

Bir bagka deyisle, U iizerinde bir esnek kiime, U
evrensel kiimesinin alt kiimelerini parametrize edilmis
bir ailesidir. e € A i¢in F(e), (F, A) esnek kiimesinin e-
yaklasik elemanlarinin kiimesi olarak diistiniilebilir.

Ornek 2.1.2 Kabul edelim ki, U, géz oniine alinan
sartlar altindaki evlerin kiimesi ve E, parametrelerin
kiimesi olsun. Her bir parametre bir kelime ya da
climledir.E = {pahali, giizel, ahsap, ucuz, bahgeli,
modern, iyi durumda, koti durumda}

Bu durumda bir esnek kiime tanimlamak, pahali evler,
giizel evler ve digerlerini belirtmek anlamina gelir.

(F,E) esnek kiimesi Mr. X in satin alacagi "evlerin
¢ekiciligi" ni belirtiyor.

Kabul edelim ki, U = {hy, hy, h3, hy, hs, hg} ile verilen
U evrenselinde 6 ev olsun ve e; ‘pahali’ parametresini,
e, ‘glizel’ parametresini, ez ‘ahsap’ parametresini, e,
‘ucuz’ parametresini, es ‘bahgeli’  parametresini
gostermek  lizere, A ={e;, e, €3 64e5} seklinde
verilsin. Kabul edelim ki, F(e;) = {hy, h,}, F(ey) =
{h1, hs},  F(es) = {hs hy, hs}, Fley) = {hy, h3, hs},
F(es) = {h,} olsun. (F,A) esnek kiimesi U kiimesinin
alt kiimelerinin {F(e;) :i=12,..,5} parametrize
edilmis bir ailesidir ve bir nesnenin yaklagik
tanimlarinin bir koleksiyonunu verir.

Bu nedenle, biz (F,A) esnek kiimesini asagidaki gibi
yaklagimlarin bir koleksiyonu olarak gosterebiliriz:

(F,A) = {pahali evler = {h,, h,}, giizel evler =
{hq, hs}, ahsap evler = {hs, hy, hs}, ucuz evler =
{hy, hs, hs}, bahgeli evler = {h,}}

Tammm 2.1.3 [18] U kiimesinden alinan bir M ¢oklu
kiimesi Cy:U — N fonksiyonu ile temsil edilir.

U = {x4, x5, ..., X, } kimesinde bir M ¢oklu kiimesi M =

{ki/x1, ko /%3, ..., kn /x5 } seklinde gosterilir. Burada k;,
x; nin tekrar sayisidir. Bu x; €% M seklinde gosterilir.
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Cy(x), M ¢oklu kiimesindeki x in tekrar sayisi
gosterir. M ¢oklu kiimesinin eleman1 olmayan
elemanlar i¢in sifir olarak yazilir. Yani, x € U i¢in
Cy(x) =0 dir.

Ornek 2.1.4 U = {a,b,c} kiimesinden alman bir M
¢oklu kiimesi M = {3/a,2/b,5/c} seklinde verilsin.
Burada Cy,(a) = 3, Cy(b) = 2, Cyy(c) =5 dir.

Tanim 2.1.5 [18] M ve N, U kiimesinden alinan iki
¢oklu kiime olsun. O halde her x € U igin

i) Cy(x) = Cy(x) ise M = N dir.

ii) Cy(x) < Cy(x)ise M < N dir.

iii) Cp(x) = max{Cy(x),Cy(x)}ise P = M U N dir.
iv) Cp(x) = min{Cy(x), Cy(x)} ise P = M N N dir.

Tanmm 2.1.6 [23] U bir ¢oklu kiime evrenseli, E
parametrelerin kiimesi ve A € E olsun. (F, A) ikilisine
bir esnek c¢oklu kiime denir. Burada F doniistimi
F:A - P*(U) seklinde tanimlidir. Ayrica Ve € A igin
F(e) ¢oklu kiimesi Cpy: U" > N fonksiyonu ile
temsil edilir.

U coklu kiime evrenseli, ¢coklu kiimelerin olusturdugu
kiimedir. P*(U) kimesi P(U) kiimesinin destek
kiimesini  gdstermektedir. Herhangi bir U=
{1/x,2/y,3/z,4/w} esnek kiimesinin destek kiimesi
U* = {x,y,z,w} seklinde ifade edilir.

Ornek 2.1.7 U = {2/x,4/y,1/2z,3/w} ve E = {p,q, 7}
olsun. F: A —» P*(U) donistimii

F(p) ={1/x,2/y,1/z},
F(q) ={2/w},
F(r) ={3/y,1/z,2/w},

seklinde tanmimlansin. O halde (F,A) bir esnek coklu
kiimedir. Ve € A igin F(e) ¢oklu kiimesi Cr(ey : U™ —
N fonksiyonu ile

Crpy(x) = 1,Crpn () = 2, Cr(p)(2) = 1, Crpy(W) = 0,
Cr(q)(®) = 0,Cry(¥) = 0, Cr(q)(2) = 0, Cr(y(W) = 2,

Criy(@) =0, Cery (V) = 3,Cr((2) = 1, Crpy(W) = 2
seklinde tanimlidir. O halde

(F,A) ={F(p), F(q), F(r)} = {{1/x,2/y,1/z},{2/w},
;{13/)’, 1/z,2/w}}
1r.

Tamm 2.1.8 [23] U iizerindeki (F,A) ve (G, B) esnek
¢oklu kiimeleri i¢in, eger

i)ASB
I.l) Cp(e)(X) < CG(e)(x)' Vx € U*, Ve€A
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ise (F,A) esnek coklu kiimesine (G,B) esnek g¢oklu
kiimesinin esnek c¢oklu alt kiimesi denir ve
(F,A) € (G, B) seklinde gosterilir.

Eger Cp(e)(X) = CG(e)(x)' Vx € U*, Ve € A ise (F,A)
esnek coklu kiimesine (G,B) esnek ¢oklu kiimesinin
tam esnek ¢oklu alt kiimesi denir.

Tanim 2.1.9 [23] U iizerinde herhangi iki esnek ¢oklu
kiime (F, A) ve (G, B) olsun.

Esitlik: (F,4) = (G,B) & (F,A) € (G, B) ve
(G,B) E (F,A)

Birlesim: (H,D) = (F,A) U (G,B) Burada D =AUB
ve Chey(x) = max{Cr)(x), Csey(x)}, Vx € U* Ve €
D dir.

Kesisim : (H,D) = (F,A)N (G,B) Burada D =ANB
ve Cyeey(®) = min{Cr(e)(x), Coey(X)}, Vx € U”, Ve €
D dir.

Fark (H,D) = (F,A\(G,A) Burada Cy,)(x) =
max{Cr(s)(x) — Cgey(x), 0}, Vx € U*,Ve € A dur.

Tiimleyen : (F,A)¢ = (F¢,A) Burada F¢:A —» P*(U)
dontistimii Ve € A, F¢(e) = U\F(e) seklinde tanimlidir
ve Cree)(x) = Cy(x) — Cr(ey(x), Vx € U",Ve € Adur.

Tamm 2.1.10 [23] Eger Ve € A igin F(e) = @ ise U
lizerindeki (F,A) esnek ¢oklu kiimesine bos esnek
¢oklu kiime denir ve @ seklinde gosterilir.

Tamm 2.1.11 [23] (F,E), U iizerinde bir esnek ¢oklu
kiime ve a € U*. a € (F,E) olmasi demek Ve € E igin
a € F(e) olmasi anlamina gelir. Yani,

a€(F,E)oVe€eEigina€ F(e)
dir. Ancak bazie € E igina & F(e) ise a & (F,E) dir.

Not 2.1.12 Ve € E ve a € Uigin Cp(y(a) =n (1 <n)
ise a €" F(e) seklinde yazilir. Aksi belirtilmedigi
siirece a €™ F(e) ifadesinin yerine a € F(e) ifadesi
kullanilacaktir.

Tammm 2.1.13 [23] U coklu kiime evrenselinin bostan
farkl1 bir alt kiimesi V olsun. Ve € E i¢in V(e) =V ise
(V, E) esnek ¢oklu kiimesi V seklinde gosterilir. Agikca
(U,E) esnek ¢oklu kiimesi U seklinde gosterilir. U
esnek ¢oklu kiimesi U iizerinde tamimlanan en genis
esnek ¢oklu kiimedir.
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Tanmm 2.1.14 [23] a € U* olsun. O zaman (a, E) bir
esnek ¢oklu kiimedir. Burada Ve € E i¢in a(e) = {a}
dir.

Ornek 2.1.15U = {4/x,3/y,2/z} ve E ={p,q,1,k}
olsun. (x,E) esnek c¢oklu kiimesi (x,E)=
{x(p) ={1/x}, x(q) ={1/x}, x(r) = {1/x}, x(k) =
{1/x}} = {{x}, {x}, {x}, {x}} seklinde tamimlidir.
Aslinda (x, E) esnek ¢oklu kiimesi bir esnek kiimedir.

Tamm 2.1.16 [23] (F,E), U lizerinde bir esnek ¢oklu
kiime ve U ¢oklu kiime evrenselinin bogtan farkli bir alt
kiimesi V olsun. V fizerinde (F,E) esnek ¢oklu
kiimesinin alt esnek coklu kiimesi (VF JE ) seklinde
gosterilir ve Ve € E igin YF(e) =V nF(e) seklinde
tanimlanir.Burada Cvp e)(x) =
min{Cy (x), Cre)(x)}, Vx € V*dur.

Baska bir ifadeyle ( VF E ) = VA (FE) dir.

2.2. Esnek Coklu Kiimelerde Bazi Sonuglar (Some
Results on Soft Multisets)

Onerme 2.2.1 U iizerinde bir esnek ¢oklu kiime (F, A)
olsun. O halde asagidakiler saglanir.

(1) (F,A) U (F,A) = (F, 4),
(2) (F, AN (F,4) = (F,A),
) (F,A) T ® = (F,A) [24],
4) (F,A) A ® = d[24],
(5) (F,A) T X =X [24],
(6) (F,A) A X = (F,A) [24].

Onerme 2.2.2 U iizerinde ii¢ esnek coklu kiime (F, A),
(G, B) ve (H, D) olsun. O halde agagidakiler saglanir.

(1) (F,A) € (G,B) ve (G,B) € (H,D) =
(F,A) € (H,D),
(2)(F,A)T((G,B)T(H,D)) =
((F,A)T (G,B)) T (H,D),

3) (F, AN (G B)AH,D)) =
((F,A)R™ (G,B)) A (H,D),

4) (F,AT((G,B)A(H,D)) =
((F,A)T (G,B)) A ((F,A) T (H,D)),

(5) (F,A)A ((G,B)T (H,D)) =
((F,A)A (G,B)) T ((F,A) A (H,D)) [24].

Ispat : Burada sadece (1) ifadesinin ispatim verecegiz.
Digerleri agikardir.

(1) (F,A) € (G,B) ve (G,B) € (H,D) olsun. O halde

Vx € U* ve Ve € A igin Cp(y(x) < Cg(e)(x) ve Vx €
U* ve Ve € B igin Cgey(x) < Cpyey(x) dir. Dolayisiyla
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VxeU" ve Ve€A igin Cp(e)(x) < C(;(e)(X) <
Ch(e)(x) dir. Buda (F, A) € (H, D) oldugunu gdsterir.

Sonug 2.2.3 U iizerinde bir esnek ¢oklu kiime (F, A) ve
{(F;,A)}ie; esnek goklu kiime ailesi olsun. O halde
asagidakiler saglanir.

(1) (F,A) T [Ag (F, AD] =N [(F,A) T (F, A)],
(2) (F,A) 0 [T (F1, AD] =Uje; [(F,A) 0 (F, AD]
[24].

Onerme 2.2.4 [24] U iizerinde iki esnek ¢oklu kiime
(F,A) ve (G, B) olsun. O halde asagidakiler saglanir.
(1) (F,A) € (G,B) & (F,A)U(G,B) =(G,B),

2) (F,A) € (G,B) & (F,A) N (G,B) =(F,A),

(3) (F,AN(G,B) == (F,A) € (G,B)S,

(4) (F,A) € (G,B) = (G,B) € (F,A)".

Onerme 2.2.5 [23] U iizerinde iki tam esnek ¢oklu
kiime (F,A) ve (G,B) olsun. O halde asagidakiler
saglanir.

(1) ((F,A) T (G,B)) = (F,A) N (G, B)",
() ((F,A4) i (G,B)* = (F,A) T (G, B)".

Sonug 2.2.6 U ilizerinde tam esnek ¢oklu kiime ailesi
{(F;, A))}ie; olsun. O halde agagidakiler saglanir.

(D) [Uie (Fi, AD]° =Ny (F, A)F,

(2) [Nier (F, AD]° =Uigq (F;, ApF.

3.ESNEK COKLU TOPOLOJI (SOFT MULTI
TOPOLOGY)

Tanmm 3.1 [23] X c¢oklu kiime evrenseli ve E
parametrelerin kiimesi olsun. X iizerinde tanimli biitiin
esnek coklu kiimelerin koleksiyonuna esnek ¢oklu sinif
denir ve X ile gosterilir.

Yani, X ¢oklu kiime evrenselinden alinan ¢oklu kiimeler
ile E kiimesinden almnan parametrelerin olusturdugu
biitlin esnek ¢oklu kiimeler X sinifinin igerisinde kalir.

Tammm 3.2 [23] 1 € Xz ve ACE olsun. Asagidaki
sartlar1 saglayan 7 smifina X iizerinde bir topoloji ve
(Xg, 7) ikilisine de X {izerinde bir topolojik uzay denir.
i.dXer

ii.7 smifindaki sonlu sayida esnek ¢oklu kiimenin
kesisimi 7 sinifina aittir.

Yani, (Fy, 4), ..., (F,, 4), (F,, A) € Tigin Nj—, (F;,A) €
T dir.
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iii.t smifindaki esnek coklu kiimelerin birlesimi T
smifina aittir.
Yani, Vi € I, (F;, A) € tigin U;¢; (F;, A) € T dir.

(Xg, T) topolojik uzaymda 7 sinifinin her bir elemanina
esnek coklu acik kiime ve timleyeni agik olan esnek
¢oklu kiimeye esnek ¢oklu kapali kiime denir.

Ornek 3.3 [231X ={2/x,3/y,4/z,5/w}, E = {p,q}
ve T= {(D’X’ (FllE)’ (FZIE)I (F3, E)’ (F4IE)I (FS’E)}
olsun. Buradaki (Fy, E), (F,,E), (Fs,E), (Fy, E), (Fs, E)
esnek ¢oklu kiimeleri asagidaki sekilde tanimlidir.

Fi(p) ={1/x,2/y,3/z},
F(p) =X,

FS(p) = {Z/X, B/y'B/Z' 1/W}!
F(p) = {2/y},

FS(p) = {3/y,3/Z, 1/W}'

Fi(q) = {4/w}
F(q9) = {1/x,5/w}
F3(q) = {1/x,4/w}
Fi(q) = {2/w}
Fs(q@) = {1/x,4/w}

O halde 7 smifi X iizerinde bir esnek c¢oklu topoloji
tanimlar ve (X, T) bir esnek ¢oklu topolojik uzaydir.

Ornek 3.4 [23] T = {®, X} olsun.t sinifi X iizerinde bir
esnek c¢oklu topoloji tanmimlar. T smifina esnek ¢oklu
ayrik olmayan topoloji denir.

Eger 7 = Xy iset smifina esnek ¢oklu ayrik topoloji
denir.

Tamim 3.5 (Xg, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve B
esnek ¢oklu agik kiimelerin bir sinifi olsun. T sinifinin
her eleman1 B sinifina ait olan bir takim kiimelerin
birlesimi olarak yazilabiliyorsa B sinifina T
topolojisinin bir esnek ¢oklu bazi denir.Yani

[B1] B C t.
[B2] Her (F,A) € ticin (F,A) =U;; (G;, B) olacak
sekilde (G;, B) € B vardir.

Not 3.6 B € 1 ise @ =U;¢y (G;, B) olur.

Ornek 3.7X = {1/x,2/y,4/z},E = {p,q} ve T =
{CI),X’ (Fli E); (FZ' E)! (F3'E); (F4' E)' (FS' E); (FG' E)}
olsun. Buradaki

(Fll E)l (FZ! E)l (FS! E)' (F4-l E)! (FSI E)! (F6' E) esnek
coklu kiimeleri asagidaki sekilde tanimlidir.

Fi(p) = {1/x},
F,(p) = {2/y},
F5(p) = {4/2},
Fy(p) = {1/x,2/y},
Fs(p) = {1/x,4/z},
Fs(p) ={2/y,4/z},

Fi(q) ={1/x}
F(q) ={2/y}
F3(q) = {4/2}
Fy(@) = {1/x,2/y}
Fs(q) ={1/x,4/z}
Fe(q) =1{2/y,4/z}
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O halde 7 sinifi X tizerinde bir esnek ¢oklu topoloji
tanimlar ve (X, T) bir esnek ¢oklu topolojik uzaydir.
B ={d,X, (F,E), (F,,E), (F5,E)} alalm.

(F1,E) U (F, E) = (F3,E),
(FZ!E)O(FS!E): (F6'E);

(Fi, E) U (F3, E) = (Fs, E),

olur. Yani B smnifi T esnek c¢oklu topolojisi igin bir
esnek ¢oklu bazdir. Gergekten 7T simifinin her bir
elemani B smifinin elemanlarmin birlesimi olarak
yazilabilir.

Onerme 3.8 Eger B simifi X iizerindeki T ve o esnek
¢oklu topolojileri i¢in ayr1 ayr1 birer esnek ¢oklu bir baz
ise bu topolojiler aynidir.

Ispat : (F,A) €1 olsun. B smifi T esnek goklu
topolojisi igin bir esnek ¢oklu baz oldugundan (F,A) =
Uie; (G, B) olacak sekilde (G;, B) € B vardir. B sinifi
ayn1 zamanda o esnek ¢oklu topolojisi i¢in de bir esnek
¢oklu baz oldugundan her bir i € I i¢in (G;, B) € ¢ olup
(F,A)€o den TS o dir. Benzer sekilde oSt
gosterilir. Buradan 7 = o elde edilir.

Tanim 3.9 (Xg, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve A
esnek c¢oklu a¢ik kiimelerin bir sinifi olsun. A
sinifindaki elemanlarin sonlu arakesitinden olusan B
sinifi T topolojisi igin bir esnek ¢oklu baz ise A sinifina
T topolojisinin bir esnek ¢oklu alt bazi denir

O halde A sinifi 7 topolojisi i¢in bir esnek c¢oklu alt
bazidir ancak ve ancak 7 topolojisindeki her esnek ¢oklu
acik kiime A smifindaki kiimelerin sonlu arakesitlerinin
keyfi birlesimi olarak yazilir.

Not 3.10 A € 7 ise X =N;cq (G;, B) olur. ((G;, B) € A)

Onerme 3.11 Eger A smifi X iizerindeki T ve o esnek
coklu topolojileri i¢in ayr1 ayr birer esnek ¢oklu bir alt
baz ise bu topolojiler aynidir.

ispat : Onerme 3.8. ve esnek ¢oklu alt baz tanimin
kullanilarak ispatlanabilir.

Tamm 3.12 [23] (X, T) bir esnek ¢oklu topolojik uzay
ve X ¢oklu kiime evrenselinin bogtan farkli bir alt
kiimesi Y olsun. O zaman

v ={(YF.E): (F.E) et}

sinifina Y {izerinde bir esnek ¢oklu topoloji ve (Yg, Ty)
esnek coklu topolojik uzaymma (Xg, ) esnek coklu
topolojik uzaymin esnek ¢oklu alt uzay1 denir.
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Ornek 3.13 Ornek 3.3. deki (Xz, 1) esnek coklu
topolojisini gdz Oniine alalim ve Y = {1/x,2/y,3/z}
olsun. O  halde 7ty ={d, Y, (YFl,E), (YFZ,E),
(YF3,E), (YF4,E), (YFS,E)} esnek coklu topolojisi
ve ('FLE), ("F,,E), (YF5,E), (YF,E), ("Fs,E)
esnek ¢oklu kiimeleri asagidaki sekilde tanimlidur.
"Fi(p) = (1/x,2/y,3/2}, "Fi(q) =0

'F(p) = {1/x,2/y,3/2}, "F(q) ={1/x,2/y,3/2}
"F3(p) = {1/%,2/y,3/2), "F3(q) = {1/x}

"F(p) = (2/y}, "F(q) =0

"Fs(p) =1{2/v,3/2}, "Fs(q) ={1/x}

Burada ( YF,,E ) =7 oldugundan Ty =
{@,7,("F,E),("F5,E), (YFy,E),("Fs,E)}  seklinde
yazilir ve gorildigi tizere (Yg, Ty) esnek ¢oklu
topolojik uzay1 (Xg, t) esnek c¢oklu topolojik uzayinin
esnek ¢oklu alt uzayidir.

Ornek 3.14 [23] Herhangi esnek goklu ayrik topolojik
uzayin alt uzay1 da esnek ¢oklu ayrik topolojik uzaydir.
Ayrica herhangi esnek c¢oklu ayrik olmayan topolojik
uzayin alt uzay1 da esnek ¢oklu ayrik olmayan topolojik
uzaydir.

Onerme 3.15 (X;,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve
X ¢oklu kiime evrenselinin bostan farkli bir alt kiimesi Y
olsun. Eger B smifi T esnek c¢oklu topolojisi i¢in bir
esnek ¢oklu baz ise By ={(G,B)NY: (G,B) € B}
siifi da Y {izerindeki 7y esnek ¢oklu topolojisi i¢in bir
esnek coklu bazdir.

ispat: (YF,A) = (F,A)AY €1y ise (F,A) €7 dir. B
smift T esnek ¢oklu topolojisi i¢in bir esnek ¢oklu baz
oldugundan  (F,A) =U;; (G, B) olacak  sekilde
(G;, B) € B vardir.Buradan

("F,A) =Ui; (G,B)AY)
olacak sekilde (G;, B) A ¥ € B, vardr.

Tamm 3.16 [23] (X, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay
ve (F,A), Xg de bir esnek ¢oklu kiime olsun. (F,A)
esnek coklu kiimesini kapsayan biitiin esnek coklu
kapali kiimelerin kesisimine (F,A) esnek ¢oklu
kiimesinin kapanis1 denir ve (F,A) seklinde gosterilir.
Yani, (F,A) esnek coklu kiimesini kapsayan esnek
coklu kapali kiimelerin sinifi #¢z 4y olmak iizere

(F' A) zﬁ(H,C)EK(F,A) (H’ C)

dir. Agik¢a (F,A), (F,A) esnek ¢oklu kiimesini
kapsayan en kiigiik esnek ¢oklu kapali kiimedir.
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Onerme 3.17 (Xj;, ) bir esnek goklu topolojik uzay ve
(F,A) ve (G,B), Xg de iki esnek g¢oklu kiime olsun.
Asagidaki ifadeler dogrudur.

DP=bveX=X

() (F,A) E(F, 4

(3) (F, A) kapahdir

(4) (F, A) kapali kiimedir & (F, A)
(5) (F,A) = (F,4)

(6) (F,A) € (G,B) = (F,A) € (G, B)
(7) (F,A)U(G,B)=(F,A)T(G,B
(8) (F,A) A (G,B) € (F,A) A (G,B

(F,4)

N

—

Ispat : Tamim 3.16. den (1), (2) ve (3) ifadeleri aciktir.
(4) Eger (F,A) esnek ¢oklu kapali kiime ise (F,A) nin
tanimindan (F,A) € (F,A) dir. Diger yandan (2) den
(F,A) € (F,A) dir. O halde (F,A) = (F,A) du.

Tersine (F,A) = (F,A) ise (3) den dolay1 (F,A)
kapalidir. Dolayisiyla (F,A) da esnek ¢oklu kapali
kiimedir.

(5) (F, A) esnek ¢oklu kapali kiime oldugundan ve (4)

den dolay1 (F,A) = (F,A) dir.

(6) Eger (F,A) € (G,B) ise K a) 2 Kgp dir. O
halde

Opyes 0y (H, D) € Ny pyesc g5y (H, D)
& (F,4) €, B)

dir.

(7) (F,A) € (F,A) ve (G,B)ZE(G,B) oldugundan
(F,A)U(G,B)E (F,AU(GB dir. Buradan
(F,A)T(G,B)E(F,AHT(G,B)=(F,ATGB e
(F,A) T (G,B) € (F,A) U (G,B) du.

Tersine (F,A) S (F,AUT(G,B) den
(F,A)E(F,A)U(G,B) ve (G,B)E (F,A) U (G,B)
den (G,B)E (F,A) U (G,B) dir.
(F,A) U (G,B) € (F,A) U (G, B) elde edilir.
(8) (F,A)N (G,B) € (F,A) den
(F,A)A (G,B) E(F,A) ve (F,A)N(G,B) € (G,B)
den (F,A)N (G,B) € (G,B) dir.

(F,A) ™ (G,B) € (F,A) N (G,B) elde edilir.

Buradan

Buradan

Tamim 3.18 [23] (X, T) bir esnek ¢goklu topolojik uzay,
(F,A), Xg de bir esnek ¢oklu kiime ve x € X* olsun.
Eger x € (G,B) € (F,A) olacak sekilde (G,B)E€T
esnek coklu agik kiimesi varsa x noktasina (G, B) esnek
coklu kiimesinin bir i¢ noktasi denir. (F, A) esnek ¢oklu
kiimesinin biitlin esnek ¢oklu i¢ noktalarmin kiimesine
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(F,A) esnek coklu kiimesinin i¢i denir ve (F,A)’
seklinde gosterilir.

Onerme 3.19 (X;, 7) bir esnek goklu topolojik uzay ve

(F,A), Xg de bir esnek ¢oklu kiime olsun. O halde
(F,A)" =U0{(G,B) € (F,A):(G,B) et}

dir.

Ispat : Eger x € (F,A)" ise Tanim 3.18. den x €
(G,B) € (F,A) olacak sekilde (G,B) € T vardir. O
halde x € U {(G,B) € (F,A): (G,B) € 1}.

Tersine eger x € U {(G,B) € (F,A):(G,B) Et}isex €
(G,B) € (F,A) olacak sekilde bir (G,B)€ET
bulundugundan x € (F, A)" dur.

Onerme 3.20 (X;,7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve
(F,A) ve (G,B), Xp de iki esnek ¢oklu kiime olsun.
Asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) (F,A) E (F,4)
(2) (F,A)" aciktir
(3) (F,A) aciktir & (F,A)" = (F,A)

(4) (F,A)", (F,A) esnek coklu kiimesinin kapsadig1 en
genis esnek ¢oklu agik kiimedir

(5) ((F,.A)) = (F.A)

(6) (F,4) € (H,D) = (F,A)’ € (H,D)’
(7) (F,A)' U (H,D) € ((F,A) T (#,D))’
(8) (F,A)" N (H,D)" = ((F,A) N (H,D))

Ispat : (1) Tamim 3.18 den agiktir.

(2) Onerme 3.19 den (F,A)’, (F,A) esnek ¢oklu
kiimesini igerdigi agiklarin birlesimi oldugundan agiktir.
(3) (F,A)° =0 {(G,B) € (F,A): (G,B) € 1}
oldugundan (F,A) esnek ¢oklu kiimesi agik ise
(F,A)° = (F,A) dr.

Tersine (F,A)" = (F,A) ise (F,A) esnek coklu kiimesi
agiktir. Ciinkii (F,A)" esnek ¢oklu kiimesi agiktir.
(F, A)° esnek c¢oklu kiimesi (F,A) esnek c¢oklu
kiimesinin kapsadigi en genis esnek ¢oklu agik kiimedir.

(4) (F,A)" =U{(G,B) € (F,A):(G,B) €1}
oldugundan (G, B) € (F, A) olacak sekildeki her (G, B)
esnek coklu acik kiimesi icin (G,B) € (F,A)" dir. O
halde (F,A)", (F,A) esnek coklu kiimesinin kapsadig
en genis esnek ¢oklu agik kiimedir

(5) (F,A)" agik ve (F,A) acik ise (F,A)’ = (F,A)
oldugundan ((F,A)")" = (F,A)’ dur.
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(6) (F,A) € (H,D) olsun. Eger x € (F,A)" ise x €
(G,B) € (F,A) olacak sekilde (G,B) €t vardm.
Buradan x € (G,B) E (F,A) € (H,D) ve de x€
(H,D)’ olup (F,A)" € (H,D)’ dur.

(7) (F,A) € (F,A) U (H,D) den

(F,A) € (F,A) U (H,D))" ve

(H,D) € (F,A) U (H,D) den

(H,D)’ € ((F,A) U (H,D))" dir. Buradan
(F,A) U (H,D) € ((F,A) G (H,D))" elde edilir.

(8) (F,A) A (H,D) € (F,A) den
((F,A) R (H,D)) € (F,A) ve
(F,A)A (H,D) € (H,D) den
((F,A) A (H,D))" € (H,D)’ dur.

Tersine  (F,A) € (F,A) ve (H,D)° € (H,D)
oldugundan (F,A)’' A (H,D) € (F,A)A(H,D) ve
buradan da (F,A)" A (H,D)" € ((F,A) 1 (H,D))" elde
edilir. Buradan (F,A)" A (H,D)’ = ((F,A) A (H,D))’
elde edilir.

Teorem 3.21 (X, T) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve
(F,A), Xg de bir tam esnek ¢oklu kiime olsun. O
zaman,

(@) ((F, )" = ((F,A)°),
(b) ((F,A))° = ((F,A)).

ispat : Sonug 2.2.6, Tanim 3.16, Onerme 3.19
kullanilarak,

(@ ((F, D)

= ({A (G, B): (G, B) kapali kiime ve (F,A) € (G,B)})¢
= U{(G, B): (G, B) kapali kiime ve (F,A) € (G,B)}
= U{(G,B)¢: (G, B)* acik kiime ve (G, A)° € (F,B)‘}
= ((F, A

(b) ((F,A))*

= (U{(G,A4): (G, A) actk kiime ve (G,A) € (F,A)}°
A {(G,A): (G, A)¢ kapali kiime ve (F,A)¢ € (G, A)°}
= ((F,4)9)

elde edilir.

Tamim 3.22 [23] (X, T) bir esnek ¢oklu topolojik uzay,
(F,A), Xp de bir esnek ¢oklu kiime ve x € X* olsun.
Eger x € (G,B) € (F,A) olacak sekilde (G,B) €t
esnek coklu acik kiimesi varsa (F,A) esnek coklu
kiimesine x noktasmin bir esnek ¢oklu komsulugudur
denir. x noktasinin biitiin esnek ¢oklu komsuluklarnin
kiimesi N (x) seklinde gosterilir. Yani,

N(x) = {(F,A): (F,A) €t,x € (F,A)}
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Onerme 3.23 (X;,7) bir esnek goklu topolojik uzay ve
(F,A), Xg de bir esnek ¢oklu kiime olsun. (F, A) esnek
coklu agik kiimedir ancak ve ancak (F,A) esnek ¢oklu
kiimesi her noktasinin bir esnek ¢oklu komsulugudur.

Ispat : Eger (F,A) acik ve x € (F,A) ise (G,B) =
(F,A) alindiginda (F,A) kiimesi x in bir esnek ¢oklu
komsulugu olur.

Tersine eger her x € (F,A) icin x € (G,B) € (F,A)
olacak sekilde (G, B) € 1 esnek goklu agik kiimesi varsa
(F,A) =Uxera) (G,B) olup esnek ¢oklu acik
kiimelerin keyfi birlesimleri agik olacagindan (F,A)
esnek ¢oklu kiimesi agiktir.

Tanimm 3.24 (Xg,7) bir esnek coklu topolojik uzay,
(F,A), Xg de bir esnek ¢oklu kiime ve x € X* olsun.
Eger x noktasmmin her (G,B) esnek ¢oklu acik
komsulugu igin ((G, B\ (x, B)) Nn(F,A) #d ise x €
X" noktasma (F, A) esnek ¢oklu kiimesinin bir yigilma
noktas1 denir. (F, A) esnek ¢oklu kiimesinin biitiin esnek
¢oklu y1gilma noktalarinin kiimesi (F, A)' ile gosterilir.

Onerme 3.25 (X, 7) bir esnek ¢oklu topolojik uzay ve
(F,A) ve (G,B), Xg de iki esnek ¢oklu kiime olsun.
Asagidaki ifadeler dogrudur.

(1) (F,4) € (G,B) = (F,A) € (G,B)'
(2) (F,A)U (G,B)) = (F,A)' U (G,B)
(3) ((F,A) i (G,B)) € (F,A) & (G,B)

ispat : (1) Eger (F,A) € (G,B) ise Tamim 3.24. den
(F,A) € (G,B)’ oldugu agiktir.

(2) (F,A) € ((F,A) U (G,B)) ve
(G,B) € ((F,A) U (G,B)) olup (1) den
(F,A) % ((F,A) T (G,B)) ve

(G,B)' € ((F,A) U (G, B))' oldugundan
(F,A) T (G,B) € ((F,A) U (G,B)) du.

Diger yandan

((F,A) U (G,B)) € (F,A)' U (G,B)
& ((F,A)'U(G,B)) S (((F,AU(G,B))

oldugundan ((F,A U (G,B)) E(F,AU(G,B)
ifadesini ispat etmek igin sag tarafin dogru oldugunu
gosterelim. Bunun i¢in x € ((F,A)' U (G,B)’) olsun.
Buradan x & (F,A)’ ve x & (G,B)’ olacagindan
(H,D)) A (F,A) € (x,D3) ve

(K,D,) 0 (G,B) € (x,D;) olacak sekilde x in (H,D;)
ve (K,D,) esnek c¢oklu acgik komsuluklari vardir.
Burada (H,D;) 0 (K,D,) x in bir esnek ¢oklu agik
komsulugu olup
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((H,D)) A (K,Dy)) A ((F,A) T (G, B))

= ((H,D) A (K,D,) A (F,A)) T ((H,D,) A (K,D,) A (G,B))

€ ((H,Dy) A (F,A)) T (K,D,) A (G, B)
€ (x,D3)

den ((H,Dy) N (K,D,)) A ((F,A) T (G,B)) € (x,Ds)
olup x¢& ((F,A)U(G,B)) dir. Bu sag tarafin
dolayisiyla (2) deki ifadenin ispatini tamamlar.

(3) (F,A)A(G,B) € (F,A) ise

((F,A) 7 (G,B)) € (F,A) ve
(F,A)A(G,B) € (G,B) ise

((F,A) A (G,B))' € (G, B)' oldugundan
((F,A) 1 (G, B))' € (F,A) & (G, B)' di.

4.SONUC (CONCLUSION)

Bu g¢alisma kapsaminda esnek c¢oklu kiimeler
hatirlatilarak esnek ¢oklu kiimelerde bazi yeni sonuglar
elde edildi. Esnek ¢oklu kiimeler yardimiyla tanimlanan
esnek c¢oklu topolojide bir esnek ¢oklu kiimenin igi,
kapanisi ve esnek ¢oklu bir kiimenin yigilma
noktalariyla ilgili 6nemli teoremler incelendi. Ayrica
esnek ¢oklu baz kavrami ilk defa bu c¢aligmada
tamimlandi. Bu ¢alismanin devamu olarak, esnek ¢oklu
topolojik  uzaylar arasinda siirekli fonksiyonlar
tanimlanabilir. Ayrica esnek ¢oklu topolojik uzaylarin
carpimi, kompaktligi ve baglantililig1 aragtirilabilir.
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