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P-laplasyen terim i¢ceren bir dalga denklemi icin phragmen-lindelof tipi
kestirimler
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OZET

Sinir-deger problemlerinin ¢6ziimlerinin uzay degiskenine ve zaman gore davraniglari Phragmen-Lindelof teoremi ve
Saint-Venant prensibi gibi teoriler kullanilarak incelenmektedir. Bu ¢alismada p-Laplasyen terim igeren bir
hiperbolik denklem i¢in uzay degiskenine gore davranis incelenmistir. P sabitine bagli olarak ¢dziimlerin ne sekilde
sifira gittigi gosterilmistir.

Anahtar Kelimeler: p-Laplasyen, uzaysal davranig, dalga denklemi, Saint-Venant Prensibi, Phragmen-Lindelof
teoremi

For a wave equation involving p-laplacian term phragmen-lindelof type
estimates

ABSTRACT

Behaviours of the solutions to initial-boundary value problems in terms of spatial or time variables are investigated by
the theories such as Phragmen-Lindelof Theorem and Saint-Venant Principle. In this work, behaviours of solutions
to a hyperbolic equation involving p-Laplacian term in terms of spatial variable is studied. It is showed that how the
solutions decay to zero depending on the constant p.
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1. GIRIS (INTRODUCTION)

Saint-Venant  prensibi  elastisite  teorisinde  ve
uygulamalarinda merkezi bir 5neme sahiptir. Lineer veya
lineer olmayan kismi tiirevli denklemlerin ¢dzlimlerinin
uzaysal incelemesinde 40’11 yillardan beri bir ¢ok yazar
tarafindan kullanilan ydntem bir yoniiyle Phragmen-
Lindelof Prensibinin bir azalim kismin1 olugturmaktadir.
Lineer sinir kosullar1 altinda hiperbolik denklemlerde
Ozellikle de dalga denklemi i¢in Phragmen-Lindelof tipi
kestirimler bir¢ok yazar tarafindan incelenmistir [1-4].
[5] de Flavin ve Knops, lineer bir dalga denklemi igin
lineer olmayan sinir kosullari altinda g¢6ziimlerin bir
normunun istel hizla sifira gittigini gostermislerdir. [6]
de ise Quintanilla, hiperbolik bir 1s1 denklemi igin
uzaysal davranigini incelemis, ¢dziimlerin asimptotik
kararliliginda ortaya ¢ikan katsayilar igin bir iist sinir elde
etmistir. Literatiirde p-Laplasyen terim igeren baslangic-
sinir deger problemleri i¢in uzaysal kararlilik ve varlik
calismalar1 mevcuttur [7-8].

2. ARTIM KESTIiRIMi (ESTIMATING
INCREASE)

Bu incelemede p-Laplasyen terim igeren lineer bir dalga
denklemiyle verilen asagidaki baslangig-sinir deger
problemi dikkate alinmustir.

U — V([VulP~2vu) = Au, x €0, t €[0,T] (1)
u(x,0) = u,(x,0) =0, x €N 2)
u(x,t) =0, x €9, t€[0,T] 3)
u(x',0,t) = f(x1,x,,t), t€[0,T] 4)

Burada Q = {x€ R*:x; € R*,x' = (x1,x,) €D,,}
R? z >0,D,c R? ve 0D, smirlar1 Diverjans
teoremini uygulayacak kadar yeterince diizgiin olsun.
Burada A, R® deki Laplace operatdriinii gosterir. 2, =
NNn{xeR®:0<x; <2z}, R,=0n{x€R%z<
x3 < oo} olmak tizere dV ile £, bolgesindeki, ds ile de
D, bolgesindeki integral elemani ifade edilir. Ayrica

asagidaki islemlerde (u,v)g, = [, uwvdV, (u,v)p, =
fD uvds gosterimleri kullanilir.
Teorem 1. u(x,t), (1)-(4) probleminin trivial olmayan

bir ¢oziimii ve f(xq,x,,t) =0 olsun. Bu durumda
asagidaki esitsizlikler gegerlidir:

liminfE (@) z~®/P=2 > 0, p>2

Z—00
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liminf E(z)e ¢ > 0, p=2
Z—00
liminfE (2)z~?/27P) > 0, p < 2.

Z—00

ispat: Buamagla (1) denklemi u, + eu ile arpilir ve Q,
bolgesinde L,de integre edilirse

d 1 1

oo, wldv +e [, uu av + ;fnz||7u|p av +

&

EfﬂZ(Vu)de —¢ fnz u2dvV +

ef, VulPdv + [, (Vup)?dV < |fD utu§_1d5| +

|st uug_ldsl + |fD utu3tds| + |efD uu3tds| (5)

esitsizligi elde edilir. Bu esitsizlik t’ye gore [0,T]
araliginda integre edilirse

%fgzutde +¢ fnz uu, dV + %fQZWulP dv +
£ T
o, (Vwav —e [ f, udvar
+e [ [, (vulPavdr + [ [ (Vu)?dvdr <
| T p-1 T p-1
fo fDZutu3 dde| +s|f0 szuu3 dde| +
T T
|f0 fDZ utu3td5dr| +e |f0 sz uu3tdsd1"| (6)

elde edilir. Sol taraftaki & [ U dV terimi i¢in § > 0

olmak fiizere, Cauchy ve Poincare esitsizlikleri
kullanilirsa

1rou2dqy A meE gy, e oouE

zfﬂzut av —= 0z 2 av zafﬂz ;v +

1 £
;fﬂleulp av + Efnz(Vu)de <
S
G 2) o uetav + (G = 5) f, w?av +
% Sy, vl av 7

ifadesi elde edilir. Burada g <1l1=6>¢ve

I-A8>0=6< % olarak alinir, yani e£<§< %
seklinde secilirse

1 52
G-2)fy, wlav + (5= 22) [, w)?av +

2 2 2
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1
S, I7ul?av =0

bulunur ve asagidaki esitsizlik elde edilir.

N [—s [, udv +e [, [vulPav + [, (Vut)de] dr
|f IR utu dde|+s|f f uub dde|

T T
|f0 sz utu3tdsd1"| +e |f0 sz uu3tdsd1"| (8)
Sol taraftaki ifadede Poincare esitsizligi kullanilip
1-eA>0=>¢e< %, £E=¢gy = ﬁ olarak secildiginde

fOT [e Jo vulPav + [ (Vu)?dv —«¢ [, utde] ar =

T 1 1
Iy |25 Jo IvulP av + — [, (vu)2av]dr )
ifadesi elde edilir. Bu ifade (8)’de yerine yazilir ve (8)
1 + Aile garpilirsa

Iy [Jo \vulP av + f, (vu)?av]ar <

(1+/1)|ff uub " dsdr| +

|ff uub dde|+(1+/1)|ff utu3tdsdl”|

| NS uugtdde| (10)

elde edilir. (10)’un sag tarafindaki ilk integral igin
sirastyla Holder, Young ve Poincare esitsizlikleri
uygulanirsa

|f wub” 1d5|< (f |Vut|pds) 2+
ijlszqulpds

elde edilir. Ikinci ifadeye Hélder ve Poincare
esitsizlikleri uygulanirsa

|szuu§_1ds| < 1,7 szlulpds

elde edilir. Ugiincii ifadeye Cauchy ve Poincare
esitsizlikleri uygulanirsa

1413

|sz utu3tds| < fDZ(Vut)zds

ifadesine ulagilir. Dordiincii ifadeye de benzer sekilde
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Cauchy, Poincare ve Holder esitsizlikleri uygulanirsa

A4Ly
szuu3tds< = (f ||7u|”ds) +%fDZ\7ut2ds

elde edilir. Bu esitsizlikler (10) denkleminde yerine
yazildiginda

Iy [, Ivul? @v + [, (vu)?av]|dr < (1 +
aP (T T p/2
A) %(fo fDZ||7ut|2ds dr+ | szqulpds dl") n

(a+(E)+2,"") iy f, \vulrdsdr +

((1 +2) () + ;) 7 1, (up?ds dr +

Yabe (17 [ \vulPds dr + ] |, (Vut)zds) 7y
elde edilir.

((1 4 (1+,1)(1”3)+l>

2

P
m; =1+ /1)% , my, = % olarak secilir ve (11)

esitsizliginde yerine yazilirsa

Iy [fo, vul? av + [, (vu)?av|dr <

p/2
my (fOT sz||7ut|2ds ar + fOT fDZWqudS)

+m, (fOT Jp,|Vucl?ds dr + fOT fDZ||7u|Pds)

+m, (fOT szqulpds ar + fOT fDZ(Vut)zds)Z/p (12)
elde edilir.

E@:= [, Jo,|Vue|?ds dr + Iy Jp,ulPdsdr

olarak tanimlandiginda

E(z)< my(E'(2))P/2 + moE' (2) +m,(E'(2)*/P (13)
esitsizligine ulasilir. (13) i¢cin W¥(y) fonksiyonu

Py) =myy + myy?/? + m,y?/? olarak

tanimlanmaktadir. Burada p’nin ii¢ farkli durumu igin
(13) esitsizligi ele alinmaktadir.
p> 2 igin,
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E(2) = liminf E(2)

zm/m-1 - lz—>c>o zp/p-2

liminf
Z—00

liminf E(z) z~®/P~2) > 0

Z—00

liminfE(Z) 7z~ ®/p-2) >0, p>2
Z—00

elde edilir. p = 2 igin,

liminfE(z)e_g >0, p=2

Z—00

elde edilir. p < 2 igin,
E(2)

liminf =7 =

ligglfzzls/(% = lizn_l)gle(Z) z~2/2-p) >
liminfE(2)z~?/27P) > 0, p< 2
Z—00

olarak bulunur.

3. AZALIM KESTIRIMI (ESTIMATING
DECREASE)

Bu kesimde baslangi¢-deger probleminin ¢dziimiiniin
R, bolgesinde ne sekilde degistigi gosterilmektedir.
Bunun i¢in (1)-(4) denklemleriyle verilen problemde
toplam enerji sirliysa  ¢ézliim x — oo i¢in sifira gider.

Bunu su teoremle ifade edelim:

Teorem 2. u(x,t), (1)-(4) probleminin bir ¢dziimii
olsun. () bolgesindeki toplam enerji sonlu oldugunda
p = 2 i¢in ¢6ziimler iistel hizla p # 2 halinde
polinomik hizla sifira gider.

Ispat: Bu amagla yine (1) denklemi u, + eu ile
carpilip ve R,’de integre edildiginde yukaridakine
benzer islemler yapilarak

E@Z)< my(—E'(2))"/? + mo(=E'(2))
+my(—E'(2))*/? (14)
ifadesi elde edilir. Bu esitsizlik i¢cin benzer sekilde
p’nin ii¢ farkli durumu incelenirse

P> 2igin (14) den

E(z) < ¢;(—E'(2))?/? bulunur ki buradan

1

E(z) <
((E(o))z_p/zwlz

>2/p—2

elde edilir.
P < 2 igin (14) den
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E(z) < co(—E'(2))?/? elde edilir ve buradan

1

E <
@ ((E(o))p'z/pwoz)

p/2-p

ifadesine ulasilir.
p =2 i¢in benzer sekilde (14) den
E(z) < —cE'(z) bulunur ve buradan

E(z) < E(0) e™?/™ esitsizligi elde edilir.

KAYNAKLAR (REFERENCES)

[1] TOUPIN, R. A., Saint-Venant principle, Arch
Rational Mech Anal, 18, 83-96 (1965).

[2] PAYNE, L. E.,, SCHAEFER, P.W., Phragmen-
Lindelof type results for the biharmonic equation,
ZAMP, 45, 414- 432 (1994).

SAU J. Sci. Vol 17, No 2, p. 267-270, 2013



