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Sabit olmayan ortalama egrilikli timelike Bonnet yiizeyler
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OZET

Bu calismada, 3-boyutlu Minkowski uzayimda [11]°de verilen bir timelike ylizeyin Bonnet yiizey olma kriteri goz
Oniine alind1 ve [6]’da I. M. Roussos’un Oklid uzayinda yaptig1 siniflandirmaya benzer sekilde Minkowski uzayinda
Bonnet yiizey olan timelike yiizeyler C,, C, ve C, olmak iizere li¢ farkli smifta incelendi. C, de verilen timelike

yiizeyler sabit ortalama egrilikli olup bu durum [11]’de ayrintili olarak incelenmistir. Bu ¢alismada ise C, ve C,
durumlart incelerek sabit olmayan ortalama egrilikli timelike ylizeylerin Bonnet yiizey olma kriteri belirlendi.

Anahtar Kelimeler: Timelike Bonnet yiizeyler, ortalama egrilik, Gauss egriligi, izometri

Timelike Bonnet surfaces with non-constant curvature

ABSTRACT

In this study, the criterion of a timelike surface being Bonnet surface in 3-dimensional Minkowski space given by
[11] is taken into consideration and by a similar manner of the classification of surfaces in Euclidean space done by
I. M. Roussos in [6], timelike surfaces as Bonnet surfaces are investigated in three classas C,, C, and C,. Timelike

surfaces given in the case of C, have constant mean curvature and were investigated by a detailed way in [11]. In the

present study, by investigating the cases of C, and C,, a criterion of the timelike surfaces with non-constant mean
curvature being Bonnet surfaces is determined.
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1. GIRIS

3-boyutlu Oklid uzayinda ortalama egriligi koruyan bir
izometrik deformasyon kabul eden yiizeye Bonnet
ylizey adi verilir. Literatiirde konu ile ilgili pek c¢ok
calisma var olup ilk c¢aligma 1987 de O. Bonnet
tarafindan yapilmistir. O. Bonnet, [1] de yiizeyin
ortalama egrilik korunarak izometrik olarak tasvir
edilmesi probleminin genel halde ¢oziilebilir olmadigini
sabit ortalama egrilikli ylizeylerin birbirine izometrik
olarak tasvir edilebildigini gdstermistir. Bu nitelikteki
ylizeylerle ilgili daha detayli sonuglar1 ise E.Cartan [2]
caligmasinda elde etmistir.

B. H. Lawson, Bonnet’in sonuglarimi sabit egrilikli
Riemann uzayinda sabit ortalama egrilikli yiizeylere
genisletmis ve sabit olmayan ortalama egrilikli Bonnet
ylizeylerin alt1 keyfi sabite bagli oldugunu gostermistir

[3].

S. S. Chern asli egrilikleri koruyan yiizeylerin izometrik
deformasyonu i¢in diferansiyel formlar yardimiyla bir
karakterizasyon elde etmistir [4].

Konu ile ilgili pek ¢ok caligmast olan I. M. Roussos,
strastyla, [5], [6] ve [7] calismalarinda helikodial yiizey
olan Bonnet yiizeyleri, tanjant acilabilir olan Bonnet
ylizeyleri ve Bonnet yiizeyler {izerinde global sonuglari
aragtirmistir. 1. M. Roussos, Chern’in yontemini
kullanarak ortalama egriligi koruyan izometri i¢in bir
karakterizasyon verilmistir.

Z. Soyugok bir yiizeyin Bonnet yiizey olmasi igin 6zel
bir izotermal parametreli sisteme sahip olmasinin gerek
ve yeter kosul oldugunu gostermistir [8].

Ayrica Z. Soyucok bir diger caligmasinda 4-boyutlu
Oklid uzayinda 3-boyutlu bir hiperyiizeyin Bonnet
ylizeyi olmasi i¢in gerek ve yeter kosulun ortogonal
sebekeye sahip olmasi gerektigini kanitlamistir [9].

Z. Soyucok damigmanliginda H. Bagdath, bir
hiperyiizeyin ortalama egriligini koruyan izometrisi
problemini [10] doktora tezinde ele almistir ve R™ de
bir hiperylizeyin bir Bonnet hiperylizeyi olmasi igin
gerek ve yeter kosulun A-sebekesi adi verilen 6zel bir
ortogonal  sebekeye  sahip  olmast  gerektigini
gOstermistir.

2. TEMEL KAVRAMLAR

R?, 3-boyutlu Minkowski uzayr ve M de umbilik

nokta igermeyen timelike yiizey olsun. peM

noktasinda {e,, €,,€,} ortonormal vektorler olmak

iizere 51 timelike vektor, g spacelike vektor ve Q
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yiizeyin normal vektdrii olsun., R3, 3-boyutlu

Minkowski uzayinda {el, €,, 63} catt alaninin bag

formlar1 W' 1-formlar1 W',

J )
1<i <3, olmak iizere

1<i,j<3 ve dual

dx = w'e, + w?e,
de, = vge +uie, @Y
de, =w;e, +Wse,
de, = wie, +wje,
dir dyle ki W =w}, Wi =—w2, W =W, esitlikleri vardir
[11].

M timelike yiizeyinin sekil operatori A:T M —T,M

seklinde verilsin. Bu durumda Ae =—ae, —be,

Ae, =be, —ce, yazilabilir. M timelike yiizeyin sekil

operatoriine karsilik gelen matrisin reel 6z vektdrlerinin
var olmasi i¢in gerek ve yeter sart

(a+c)?

—(ac+b?)>0
ve
Ho ok = @O b?>0
4
olmasidir, dyle ki H = % ve K=ac+b?, sirasiyla,
ortalama  egrilik ve Gauss egriligidir [11].

Calismamizda aksi belirtilmedikge H? > K ve e—l, e—2
asli vektorler kabul edecegiz. Dolayisiyla b=0 ve

W = hw' + kw’
W = —aw' (2.2)
W =cw’

olur. Burada agikga gorebiliriz ki e—1 ve g boyunca a

_a-c

ve c asli egriliklerdir. J = >0 olsun. Ayrica M

ylizeyinin ortalama ve Gauss egrilikleri, sirastyla,

a+c

H = ve K=ac (2.3)
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dir. RS, de {ej, g, e:} cat1 alaninin bag formlar1 Wij

ve dual 1-formlar1 W' olmak iizere birinci ve ikinci tiir
Cartan yap1 denklemleri

aw! = w? AW,
(2.9)
aw? =wh AW
ve
aw =W AW =—Kw' AW 2.5)
vy =W, AW, dw; =W, AW (2.6)

dir. Bu denklemler, sirastyla, Gauss ve Codazzi
denklemleri olarak adlandirilir [11].

Codazzi
yazilirsa

denklemlerinde (2.2) denklemleri yerine

dw? = hew! Aw? 2.7)

elde edilir. Ayrica (2.2) nin ikinci denkleminin dis
tirevinde (2.2) ve (2.4) 1in ilk esitlikleri yerine
yazildiginda

dw =—daAw" —ahw’ Aw' (2.8)
bulunur. Benzer sekilde

W = —akw? Aw (2.9)
ve

W = dec AW +ckwt AW (2.10)

elde edilir. Sirasiyla (2.7) ile (2.8) ve (2.9) ile (2.10)
denklemleri esitlenerek

(da+(a—c)hw’)Aw' =0,

(2.11)
(de+(c—a)kw')Aw* =0
bulunur. Bu son denklem diizenlenirse
da=(c—a)( pw'+hw?),
( )( P ) (2.12)

dc =(a—c)(kw! +qw?)

da+dc

esitlikleri elde edilir. dH = oldugu goz Oniine

alinarak son iki esitlikten
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2dH =(a—c)((k— p)w' +(q—h)w’)

elde edilir. Burada U ve Vv fonksiyonlar1 u=k—p ve
v =(q-h seklinde tanimlanirsa

2dH = (a—c)(uw" +w?) (2.13)

veya dH =J(uw'+w’) bulunur. Ayrica (2.12) de
verilen esitlikler

9B _ (k) hw,

a-c (2.14)
g kw! + (v + h)w?

a—c_C

olarak diizenlenebilir. Béylece son iki esitlik yardimiyla
diIn(a—c)=(u—2k)w —(v+2h)w’ (2.15)

bulunur. (2.13) denklemi dikkate alimirsa ve H nin
gradiyenti

VH = gradH =%(—ueﬁ+vej)

olur. Buradan

elde edilir, dyle ki
4(VH,VH) = (a—c)’ (-u* +v9) (2.16)
veya

(VH,VH) = (H? =K (-u* +V?)

yazilabilir. Burada zu=v olsun yani, VH null
olmasin. & =sgn <VH ,VH > =+1 olmak lizere

VH,VH)|
THK

2

seklinde yazilabilir. Hodge * operatorii

awh=wP ew =wH % =1 (2.17)
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olarak tammlidir. Bdylece (2.2) de verilen W’ bag
formuna Hodge operatorii uygulanirsa

W =hsw' +k*=w? =kw' +hw’  (2.18)
bulunur.
_ 2
& =uw' +ww?, (2.19)
6% = +uw’
1_ 2
ot = uwt —ww?, (2.20)
a® = —vw +uw’
olmak tizere
_ 2 _ 2 _ 2
#G = U W +vEw? = v +uw’ = 62, (2.21)
#02 =vEW +UxW = uwt v’ = 6"
ve
1_ _ysw? — 2_ 2
wt =UxW —vEw? = - +uw = o, (2.22)

x? =—vew +urwt =uwt -wi =t

esitlikleri elde edilir. (2.21) nin ikinci esitligi géz oniine
alinarak (2.13) denklemi yeniden diizenlenirse

2dH =(a—c)6" (2.23)

olarak yazilabilir. Benzer sekilde (2.18) ve (2.20)
yardimiyla (2.15) denklemi de

dln(a—c)=(uw' —vw’)—2(kw' + hw’)
olarak diizenlenir. Dolayisiyla

din(a—c)=a'—2*w (2.24)

elde edilir.

3. MINKOWSKIi UZAYINDA TiMELIKE
BONNET YUZEYLER

R?, Minkowski uzayinda asli dogrultulara sahip olan

bir diger timelike ylizey M olsun oyle ki M, M nin
asli egriliklerini koruyan bir izometrik deformasyonu

oldugunu kabul edelim. M iizerinde ortonormal asli
¢at1r alani {31 g, ezs} ve {?1 ezz} cat1 alanina karsilik

gelen dual asli cati {Wl,v_vz} olmak iizere M nin
birinci temel formu
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(@) (@) = () +(w?) 3.1)
dir. ?l ve 52 boyunca asli egrilikler, sirastyla
a=a C=cC 3.2)

olup b=0 dir. (3.1) denklemi ile verilen birinci temel
formdan goriliir ki M iizerinde
W' = cosh W' +sinh pw’,

(3.3
W’ = sinh W' + cosh pw’
olacak sekilde bir ¢ doniisimi vardir. (3.3)
denkleminin dis tiirevi alindiginda
AW =W A (—de+w)
ve
AW =W A (-de+w)
elde edilir. Birinci tiir Cartan yapi denklemleri
yardimiyla
W =W, =W —dg (3.4)
elde edilir. (2.24) denkleminden
din(a-c)=a'-2+W
yazilabilir. (3.2) denkleminden d@=a ve C=C

oldugundan (2.24) ve son denklem yardimiyla
o' —2%W ="' —2+W elde edilmis olur. Bu son
esitlige * operatorii uygulandiginda

*ot —2W =*@t — 2W,

Burada *o'=a’, *a® =a',* =1,
o’ 2w =a° —2W bulunur. Gerekli
yapilirsa 2(\va —Wf) =’ —a® yani

elde edilir.
oldugundan

diizenlemeler

(v_vf—wf):%(&z—az) esitligi elde edilir. Buradan

(3.4) goz 6niine alinirsa

3.5)
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bulunur. (2.23) denklemine benzer sekilde M icin
2dH = (@ —c)@* verilebilir. (3.2) de gboz Oniine
alinarak bu son esitlik ile (2.23) karsilastirilirsa 0 =6

bulunur. Boylece UW +VW =uw' +wW* yazilabilir.
(3.3) denklemi dikkate alinarak

U =ucoshg—vsinh g,

— . (3.6)

vV =-usinhg+vcoshg
bulunur. (2.20) esitligi dikkate almarak
a’=—VW+uw  denkleminde (3.3) ve (3.6)
denklemleri yerine yazilirsa

a’ =sinh 2pa’ + cosh 2pa’® (3.7)

elde edilir. T =cothe olsun. T nin diferansiyeli
alinirsa

dT =Ta' +a® (3.8)
bulunur. Bu toplam diferansiyel denklem izometrik
deformasyonlar sonucu asli dogrultularin ¢ agis1 kadar
hiperbolik donmesiyle saglanir. Deformasyonun agikar
olmamasi igin gerek ve yeter sart (3.8) denkleminin tam
olarak integrallenebilir olmasidir [11].

[11] de W. Chen ve H. Li tarafindan timelike yiizeyin
ortalama egriligini sabit kabul edilerek bdyle bir
ylizeyin timelike Bonnet yiizey olmasi ile ilgili
asagidaki teoremi vermistir.

Teorem 3.1. R® de H’>K olmak iizere sabit

ortalama egrilikli tiim timelike yiizeyler bir parametreli
asikar olmayan izometrik deformasyon ailesi altinda
ortalama egriligi koruyorsa bu yiizeyler timelike Bonnet
yiizey olur [11].

Simdi H nin sabit olma ve olmama durumlarim ayr
ayr1 incelemek iizere

da* = Pa* A a?,

3.9
da? =Qa* Aa?
olacak sekilde P ve Q tamimlayalim. (3.8)
denkleminin dig tiirevinde (3.9) esitlikleri yazilirsa
(TP+Q-1)a' ra® =0 (3.10)

bulunur. Boylece yiizeyler
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C, : H =sabit olma durumu,
C, : H = sabit, P=0 ve Q=1 olma durumu,
C,:H =sabit, P#0 ve Q=1 olma durumu,

olacak sekilde siniflandirmalar yapilarak ¢ farkli
kategoride incelenebilir. Bu durumla ayr1 ayri
incelenirse C,, C, ve C, de durum asagidaki gibi olur.

C, de ortalama egrilik sabit oldugundan (2.13)

denkleminden U=V =0 oldugu agiktr.

Dolayisiyla (2.20) dan o' =a® =0 dir. Sonug olarak
(3.8) denkleminden T nin sabit oldugu gorilir. H nin

sabit olmasi durumunda Bonnet’in E° de verdigi
Bonnet teoreminin benzeri timelike Bonnet yiizeyler
i¢in [11] de incelenmistir.

C, de ortalama egriligin sabitten farkli olup eger,
P=0 ve Q=1 ise (3.10) denklemi her T i¢in
saglanir.

C, de ise ortalama egrilik sabitten farkli iken P #0 ve
Q =1 ise (3.10) denkleminde

(3.11)

elde edilir. Boylece (3.8) denkleminin bir tek ¢oziimii
vardir.

Simdi sabit olmayan ortalama egrilikli ve gradH null
olmayan timelike yiizeyleri incelemek fizere C,
durumunu g6z Oniine alalim. (3.11) denklemindeki T ,

umbilik nokta olmayan yani H?>K olan herhangi
timelike yilizey i¢in tam anlamiyla hesaplanabilir. Ancak
ortalama egriligi koruyan ® non-trivial izometriyi elde
etmek igin T nin (3.8) denklemini saglamasi gerekir.
Soyle ki (3.11) denklemi (3.8) de yerine yazilirsa

d(ﬂjz(ﬂ]al+az
P P

elde edilir. Bu denklem C, deki timelike Bonnet
yiizeyler i¢in bir kriter olusturur.

(3.12)
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