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OZET

Bu calismada yalitilmis kare kuantum Kuyusuna uygulanan elektrik alamin etkileri pertiirbatif ve analitik yontem ile
incelendi. Pertiirbatif yontem kullanilarak kuantum kuyusundaki enerji 6zdegerleri ve dalga fonksiyonlar1 bulundu.
Daha sonra analitik yontem ile elektrik alan etkileri incelendi, pertiirbatif ve analitik yontemin sonuclari
karsilastirildi. Sonuclarin ikisinin de birbiriyle uyusmasinin yanisira, disaridan uygulanan elektrik alanin sistemin
elektronik 6zelliklerini 6nemli bir sekilde degistirdigi goriildii.

Anahtar Kelimeler: Dalga fonksiyonu, kuantum kuyusu, pertiirbasyon teorisi, analitik ¢éziim, elektrik alan etkisi.

INVESTIGATION BY PERTURBATIVE AND ANALYTICAL METHOD OF
ELECTRONIC PROPERTIES OF SQUARE QUANTUM WELL UNDER
ELECTRIC FIELD

ABSTRACT

In this study, the effects of applied electric field on the isolated square quantum well was investigated by analytic and
perturbative method. The energy eigen values and wave functions in quantum well were found by perturbative
method. Later, the electric field effects were investigated by analytic method, the results of perturbative and analytic
method were compared. As well as both of results fit with each other, it was observed that externally applied electric
field changed importantly electronic properties of the system.

Key Words: Wave function, quantum well, perturbation theory, analytic solution, electric field effect.

. GIRiS

Kiilge yapilardan farkli olarak, diisiik boyutlu yapilarda
gozlenen yiiksek mobilite diisiik boyutlu yapilarla ilgili
calismalar yapmay1 daha fazla ilgi odag: haline getirmistir.
Statik elektrik alanin etkileri de son yillarda biiyiik bir ilgi
alan1 olmustur. Statik elektrik alanin katilarda elektronik
durumlar iizerindeki etkileri ve yiik tasiyicilarinin bir
boyutlu potansiyel i¢ine kusatilmalari  kesikli  enerji
durumlarinin  olugmasini saglar. Bu durum ise elektronik
yapida Onemli degismelere neden olur. Diisiik boyutlu
sistemler iizerinde ilk calisma Esaki ve Tsu tarafindan
yapilmustir [1]. Diisiik boyutlu yapilar iizerine elektrik alan
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etkilerinin incelenmesi safsizliklar, elektrik alan, manyetik
alan gibi durumlar altinda yapilmistir [2, 8]. Kuantum
kuyularma uygulanan elektrik alanin incelenmesi farkli
matematiksel yontemler kullanmak suretiyle mumkuindur.
Dirac delta kuantum kuyusu gibi farkli potansiyel profilli
kuantum kuyular1 {izerine de 6z uyumlu gibi matematiksel
yontemler kullanilarak incelemeler yapilmistir [9]. Diisiik
boyutlu yapilarda elektronun enerji 6z durumlarinin ve dalga
fonksiyonlarinin incelenmesi “Schrodinger Denklemi’nin
¢ozlimiiyle miimkiin olmaktadir. Bununla birlikte, bu
yapilara uygulanan elektrik alan altinda analitik ¢oziimlerin
yapilmasi zor olsa da imkansiz degildir.
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Bu calismada ise biiyiitme yoniine paralel olarak uygulanan
elektrik alan altinda L, geniglikli Vj potansiyel derinligine
sahip tekli bir kuantum kuyusuna uygulanan elektrik alanin
etkilerini incelerken perturbasyon yonteminden
faydalanilmistir. Daha sonra elektrik alanin etkisi analitik
yontem kullanilarak “Schrodinger Denklemi”nin dogrudan
¢Oziilmesi ile incelenmistir.

I1. YONTEM

Kuantum kuyusuna uygulanan elektrik alanim etkileri “sonlu
farklar yontemi”, “6z uyumlu ( self consistent ) hesap
yontemleri”,  “pertirbatif ve analitik yontem” ile
incelenebilir. Literatiirde “sonlu farklar yéntemi “ve “6z
uyumlu hesap yontemleri” bu konu iizerine kullanilmisgtir.
Cok agina oldugumuz pertiirbasyon yontemi ise bu konu
iizerine uygulannmig fakat etkileri ayrmtili  olarak
incelenmemigtir. Olaya sadece ¢ok ylizeysel olarak
bakilmustir. Analitik yontem yardimiyla sistemi temsil eden
“Schrédinger Denklemi”ni ¢6zmek matematiksel olarak zor
oldugu icin tercih edilmemektedir. Bu ¢aligmada yapilan is,
kuantum kuyusuna uygulanan elektrik alanin etkilerini
perturbatif ve analitik yontem ile inceleyip ¢dzimlerini
bulmak olmustur. Pertiirbatif ve analitik ydntemin

matematiksel  algoritmast ~Mathematica  Programinda
yapilmis ve sonuglart ayrintili olarak incelenmistir. Bu
caligma i¢cin Mathematica Programinda olusturulan

algoritma, elektrik alanin etkilerini grafiklerde otomatik
olarak verecek sekilde hazirlanmistir. Sonuglar kisminda
sekiller incelendigi zamanda anlasilacag: iizere Mathematica
Programinda olusturulan algoritma g¢ok hassas ve dogru
sonuglar vermistir. Programda bir kuantum kuyusuna
uygulanan elektrik alanin etkileri, farkli elektrik alan
yonlerinde ve degerlerinde, farklt kuyu genisliklerinde,
farkli potansiyel derinliklerinde ¢ok hassas bir sekilde
incelenebilir. Bunun igin yapilmasi gereken, programdaki
baz1 giris parametrelerini ve ilgili yerleri degistirmek
olacaktir. Yani, yazilan algoritma tablo ve sekillerden de
anlagilacagr gibi ¢ok hassas ve dogru sonuglar veren
hazirlanmas1 biraz teferruatli ama kullanimi pratik bir
algoritmadir. Programin yazilim mantig1 kuantum kuyusuna
etkiyen baska tiirlii etmenlerinde birka¢ degisiklik yaparak
incelenebilmesine olanak verecek sekilde ileriye doniikliik
amaci1 tagimaktadir.

Etkin kiitle yaklasiminda, bir sistemdeki elektronlar icin
enerji diizeyleri ve dalga fonksiyonlari, uygun bir
Hamiltonyen ile  Schrédinger Dalga  Denkleminin
¢oztimlerini saglamaktadir.

Elektrik alan etkisinin de hesaba katildigi bir boyutlu
Schrédinger Dalga Denklemi ;
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K d?
[-— — +V (x)+eFx]¥ ,(x) =E, ¥, (X)
2m dx

seklindedir. Burada F (kV/cm) elektrik alan siddeti,

(1)

V(X)(= Vg) ise elektron icin x ekseninde secilmis olan
potansiyel degeridir. m* ise elektronun etkin kitlesidir.

Oncelikli yontem olarak Schrodinger Dalga Denklemini
analitik olarak ¢6zmek yerine pertiirbatif bir yaklasimda
bulunacagiz.

Elektrik alan uygulandiktan sonra sistemin Hamiltonyeni H
icin Schrodinger Denklemi,

HY, =EWY, )
seklinde olur.

Pertiirbatif yaklasim yapabilmek i¢in H Hamiltonyeni iki
pargaya ayrilir.

H=H,+V ©)
Burada H, elektrik alan uygulanmadan o6nceki sistemin
Hamiltonyeni olup ¢oziimii kolaylikla bulunabilir. V
ifadesine ise uygulanan elektrik alanin, Hamiltonyen

ifadesine getirdigi kiigiik bir pertiirbasyon terimi olarak
bakilabilir.

Bu durumda,

HO\Pn(O) — En(O)\Pn(O) ()

denkleminin ¢dzimi sonucu bulunan ‘Pn(o) ozfonksiyonu

) o
ve E "7 enerji 6zdegeri,

vO =y

n
0) _
En - 80

olur. Buradaki g, taban durum enerji 6zdegeri, ¥, ise taban
durum dalga fonksiyonudur.

Bu calismada pertiirbasyon etkisinin 1. ve 2. derece katkilar1
incelenmigtir. 1 ve 2. derece pertiirbasyon etkisi
durumunda, sistemin enerji diizeylerine 1. dereceden katki
sonucu yeni enerji diizeyi,
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E,=¢,+V,, (5)

olur. V=e.F.x olmak uzere,
V. =¥, VY¥ @) matris elemanidir.

yukaridaki

2. dereceden katki sonucu yeni enerji diizeyi,

(6)
olur. Sistemin bitun enerji dizeyleri toplamda 1. ve 2.
dereceden katki kadar kayma gosterirler.

Sistemin dalga fonksiyonlar1 1. ve 2. dereceden pertiirbatif
katki sonucu,

V. V. V. V.V,
izn| & —Ej (8n _gj) i#n (8n —&; )(gn _gl)
(7)
olur.

3. dereceden pertirbasyon etkisinin ise gorsellikte ¢ok az
etki gosterecegi tahmin edildigi ig¢in hesaplanmasi uygun
gorilmedi.

Diger bir yontem ise, “analitik ¢oziim yontemi”dir. eFx

seklindeki bir elektrik alan etkisinin, Schrodinger
Denklemindeki yaptigi degisiklik sonucu Schrodinger
Denklemi,

d’¥(x) 2m’
#— —V(X)+eFx-E)¥(x)=0 (8)

dx h
haline doniisiir.

2m" 2| V(x)-E :
= ()| T () ©
(eF)?

seklinde bir x' tanimlanirsa Schrodinger Dalga Denklemi,

©

57

Elektrik  Alan  Altindaki Kare Kuantum
Kuyusunun Elektronik Ozelliklerinin Pertirbatif

Ve Analitik Yontem ile incelenmesi
M. K. BAHAR

d*¥(x)

v X'¥(x)=0

(10)

olur.

Bu diferansiyel denklemin ¢dzimii ise,

Y(x') = AAiryAi(x') + BAiryBi(x")  (11)

seklinde Airy fonksiyonlarindan olusur.

I11. SONUC VE TARTISMA

Hesaplarimizda kullandigimiz fiziksel parametreler mg
serbest elektronun kitlesi olmak (zere, elektronun etkin
kiitlesi m” = 0.067 mg dir. Bu ¢alismada Sekil 5 harig biitiin
sekiller ve Tablo 1’deki veriler “Mathematica Programi”
kullanilarak elde edilmistir. Sekil 1.a’da goriildiigii gibi x
dogrultusunda uygulanan pozitif degerlikli elektrik alan
kuantum kuyusunun seklini degistirerek kuyu potansiyelinin
sol tarafa dogru egrilmesine neden olur. Bu yiizden sol
taraftaki engele dogru bir sizma gergeklesir. F=0 i¢in taban
durum dalga fonksiyonu ve dogal olarak olasilik yogunlugu
x=0’da merkezlenirken elektrik alanin uygulanmasiyla taban
durum dalga fonksiyonu ve dogal olarak olasilik yogunlugu
sanki sol engelde s6zde bir kuantum kuyusu varmis gibi sol
engel tarafinda lokalize olmaya baglar. Sekil 1.a’da V=100
meV’ lik ve L,=90 A”luk bir kuantum kuyusuna sirasiyla
20, 40, 60 ve 80 kV/cm’lik elektrik alan uygulaninca
kuyunun potansiyel profilinin degisimine bagli olarak dalga
fonksiyonlarinin yerellesmesi de degismistir. En sagdaki
dalga fonksiyonu kuyuya elektrik alan uygulanmadan
onceki taban durum dalga fonksiyonudur. Uygulanan
elektrik alamin artigna paralel olarak yeni dalga
fonksiyonlari, diger bir deyisle, pertiitbe olmus dalga
fonksiyonlar1 ok yoninde asagidan yukar1 dogru
gosterilmektedir. Gortildiigii gibi uygulanan elektrik alan
degeri arttik¢a dalga fonksiyonuna gelen pertiirbatif katkida
artt1g1 icin dalga fonksiyonlarinin yerellesmesi de sol tarafa
dogru olmustur.

Sekil 1.b’de ise Sekil 1.a’dan farkli olarak negatif degerlikli
elektrik alan uygulanmistir. Bunun sonucu kuyu sag tarafa
dogru egrilmistir. Pozitif ve negatif degerlikli elektrik alan
uygulanmasi sonucu meydana gelen olaylar birbirinin
simetrigidir.

Sekil 2’de ise F=60 kV/cm’lik elektrik alan altinda V(=100
meV potansiyel derinlikli bir kuyu, kuyunun genisligi
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degistirilerek incelenmistir. Sekil 2’de pertiirbe olan ve
olmayan dalga fonksiyonlar1 goriilmektedir. Kuyu
potansiyel profili lizerinde asagidan yukariya dogru kuyu
genisligi L,=90, 100, 110 ve 120 A olarak artmaktadir. Bu
potansiyel profilleri i¢inde yerellesen dalga fonksiyonlarinin
tepe noktast kuyunun genisliginin artirilmast ile kuyu
tabanina dogru algalmaktadir. Dolayisiyla da kuyu
genigliginin artmasi enerji diizeylerinin diismesi anlamina
gelir. Sol taraftaki dalga fonksiyonlari ise pertiitbe olmus
dalga fonksiyonlaridir. Pertiirbe olmus dalga
fonksiyonlarmin tepe noktasi da aynen pertlirbe olmayan
dalga fonksiyonlarinin tepe noktast gibi kuyu genisliginin
artmast nedeniyle kuyu tabanina dogru al¢calmaktadir. Yine
elektrik alan etkisi ile sol tarafta daha fazla bir yerellesme
vardir.

Sekil 3’te Vo=370 meV’lik potansiyel derinligine ve L,=90
A’ genisligine sahip bir kuantum kuyusuna F=80
kV/em’lik bir elektrik alan uygulanmigtir. Verilen bu
degerlere gore kuyudaki ilk {i¢ enerji diizeyine karsilik gelen
birinci (taban durum) , ikinci ve ii¢lincii dalga fonksiyonlar1
goriilmektedir. Taban durum dalga fonksiyonu incelendigi
zaman pertiirbasyon etkisi sonucu dalga fonksiyonunun sola
dogru lokalize oldugu anlasiimaktadir. Tkinci ve iigiincii
dalga fonksiyonlarinin ise tepe noktalarinin elektrik alan
uygulanmadan Onceki durumlarina gore yukar1 dogru bir
miktar ¢iktig1 anlagilmaktadir. Ancak, sol engel tarafina
dogru yerellesme taban durumundaki dalga fonksiyonunda
oldugu kadar belirgin degildir. Ciinkii, kuyu tabanindaki
egrilesme  pertiitbasyon  etkisiyle incelenmigtir  ve
pertiirbasyon etkisi kiiciik bir etki oldugu i¢in bu
degisiklikten en fazla taban durumu etkilenir.

Kuantum kuyusuna uygulanan elektrik alanin pertirbatif
olarak incelenmesi elektrik alanin her degeri i¢in miimkiin
olmaz. Buna pertiirbasyon teorisinin fiziksel yorumunun
yani sira matematiksel kurallar1 da izin vermez.

Pertiirbatif katki,

(0)
Vin \P

_ 12
e E D (12)

2

i#n

oldugu i¢in her sonsuz seri agiliminda katsayilarin birden

V.
& 1 olacaktir. V’nin

kiiclik olmasi gerekir. Yani,

n l
beklenen degeri yani enerjiye gelen pertiirbatif katki taban

durum enerjisinden biyiik olamaz. Bu nedenlerden &tiirl bu
calismada kuantum kuyusuna uygulanan elektrik alan
sadece belirli bir degere kadar incelenmistir. Verilen bu
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parametrelerde elektrik alanin alacagi maksimum deger
yaklasik olarak 110 kV/cm bulunmustur.

Sekil 4°te ise negatif degerlikli bir elektrik alanin kuantum
kuyusuna uygulanmasi sonucu, kuyu yine egrilmis ve
egrilen tarafa dogru taban durum dalga fonksiyonu lokalize
olmustur. Sonug itibariyle Sekil 4’iin digerlerinden farki
yoktur. Ancak, bu sefer cdziimde pertirbasyon etkisi
kullanilmamis ve bu sonu¢ Schrodinger Denkleminin
analitik olarak c¢oziilmesi ile elde edilmistir. Dolayisiyla
perturbatif ydntem ile analitik yéntemin ¢ok benzer sonuglar
verdigi anlasilmistir.

Sekil 5’te V=50 meV potansiyel derinligine ve farkli
genisliklere sahip kuantum kuyularina uygulanan F=20
kV/cm elektrik alan altinda analitik ve pertiirbatif yontem
kullanilarak  elde edilmis olan enerji  6zdegerleri
kargilastirtlmustir.  Sekil 5’te  gorildagi gibi  kuantum
kuyusuna uygulanan elektrik alanin pertiirbatif yontem ve
analitik yontem ile incelenmesi sonucu bulunan enerji
diizeyleri birbirine ¢ok yakindir.

Tablo 1 incelendigi zaman uygulanan elektrik alan degeri
arttirlldikca  enerjiye  gelen  pertiirbasyon  katkisida
artmaktadir ve biitiin enerji diizeyleri ortalama olarak toplam
pertiirbasyon katkis1 kadar kayma gostermistir.

Sonu¢ olarak, bir kuantum kuyusuna uygulanan elektrik
alan1 pertiirbasyon ve analitik yontem ile inceledik.
Uygulanan elektrik alan potansiyel profillerini, enerji
seviyelerini ve elektronlarin kusatilmalarimi belirli dl¢lide
degistirmektedir. Bu degisim ise elektrik alanin ancak belirli
degerler arasinda olmasi sartiyla pertiirbasyon yontemi ile
incelenebilir. Ayn1 sekilde bu degisim Schrédinger
Denkleminin analitik olarak ¢6zilmesiyle de incelenebilir.
Diisiik boyutlu yapilar iizerine elektrik alanin etkilerinin
incelenmesi Onemlidir. Cilinkii bir yariiletken kristalde
tagtyicilarin hareketlerini kisitlayabilmek veya artirabilmek
yariiletken alet yapimlar1 i¢in miithimdir.
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V. SEKIiLLER

F=80 k'Vicm
F=60 kVicm
F=40 kVfcm
F=20 kVfcm

150

V=100 meV
Lo=90 A°

Sekil 1. a) V=100 meV potansiyel derinligine ve L,=90 A°
genisligine sahip bir kuantum kuyusu i¢in sirasiyla F=20,
40, 60, 80 kV/cm uygulanan elektrik alan altinda asagidan
yukartya dogru (ok yoniinde) pertiirbe olan taban durum
dalga fonksiyonlari

V=100 meV’
Lo=50 A°

Lo+

- B0 KV ferm

- 60 KV ferm

- 40 KV forn

- 20 kV fem

=
_/

Sekil 1. b) V,=100 meV potansiyel derinligine ve L,=90 A°
genisligine sahip bir kuantum kuyusu i¢in  sirasiyla
F=-20, -40, -60, -80 kV/cm uygulanan elektrik alan altinda
asagidan yukarrtya dogru (ok yoniinde) pertiirbe olan taban
durum dalga fonksiyonlar1
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o0
WVial mey
s =
I 100 st F =20 (/om
150 - Ly=50 4" Lo
oo
V=100 eV
F=60 kVicm i
B0 R
o
S
H
z I 1
-10 v \(“
o |
. . . : _ ~ e _ 0
Sekil 2. V4=100 meV potansiyel derinligine ve sirasiyla  Sekil 4. Vo=50 meV potansiyel derinligine ve L=35 A

L,=90, 100, 110, 120 AL genisligine sahip bir kuantum
kuyusuna F=60 kV/cm uygulanan elektrik alan altinda
asagidan yukartya dogru pertiirbe olan taban durum dalga

fonksiyonlar1 ve yukaridan asagiya elektrik alan
uygulamadan 6nceki taban durum dalga fonksiyonlari
W= 370 meV
Lo=00 &°
loao |
F=80 kv/icm
s00
E00
00
200
L !
-4 -2 Z 2

Sekil 3. Vy=370 meV potansiyel derinliginde ve L=90 A°
genisligine sahip bir kuantum kuyusuna uygulanan F=80
kV/cm elektrik alan altinda sistemin birinci (taban durum),
ikinci ve Tgiincii dalga fonksiyonlar1 ve elektrik alan
uygulanmadan &nceki birinci, ikinci ve (gclncl dalga
fonksiyonlari

genisligine sahip bir kuantum kuyusuna uygulanan F=20
kV/cm elektrik alan altinda analitik ¢6ziim yontemi ile elde
edilmis olan taban durum dalga fonksiyonu

36 T T T T T T T T _38
344 Laa
3z Analitik [22
20 ] <o Pertdrbatif L2
28 o -_23
. 264 W= 50 meV [28 &
T 24 F=20 kV/em [24 E
=] r TN
Z 224 F2z 2
= —20§
E 181 Fi1g =
= 15 =
= F16 %
14 [1g
12 - [
L1z
10
10
g4 L
-2
g T T T T T T T T

20 30 40 &0 &0 70 a0 an 100

KUYU GENISLIGI (A%

Sekil 5. Vg=50 meV potansiyel derinligine ve farkl
genisliklere sahip kuantum kuyularma uygulanan F=20
kV/cm elektrik alan altinda analitik ve pertiirbatif yontem
kullanilarak elde edilmis olan enerji Ozdegerlerinin
karsgilastirilmasi
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Tablo 1 L= 90 A° genisliginde ve V=100 meV derinliginde olan bir kuantum kuyusuna etkiyen F=20, 40, 60, 80 kV/cm

ve 2. dereceden pertiirbatif katkilar ve katkil enerji diizeyleri

Elektrik  Alan
Kuyusunun Elektronik Ozelliklerinin Pertirbatif
Ve Analitik Yontem {le incelenmesi

M. K. BAHAR

Altindaki

elektrik alan degerleri igin 1.

Kare

Toplam | Katkilh | Katkili | Katkili
El E2 E3 1.Katki 2 Katki Katki El E2 E3
(meV) | (meV) | (meV) | (meV) (meV) (meV) (meV) | (meV) | (meV)
F=20 kV/cm | 10.7784 | 41.9007 | 86.9449 | 1.94929 | -0.00036 | 1.94893 | 12.7277 | 43.8496 | 88.8939
F=40 kV/cm | 10.7784 | 41.9007 | 86.9449 | 3.89859 | -0.00145 | 3.89713 14.677 | 45.7978 | 90.8421
F=60 kV/cm | 10.7784 | 41.9007 | 86.9449 | 5.84788 | -0.00328 | 5.84459 | 16.6263 | 47.7452 | 92.7895
F=80 kV/cm | 10.7784 | 41.9007 | 86.9449 | 7.79717 | -0.00583 | 7.79113 | 18.5756 | 49.692 | 94.7363
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