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OZET

Bu ¢alismada, \/l_) kuadratik irrasyonel sayilarinin, siirekli kesir agilimlar: kullanilarak, bu agilimlara gére hesapla
n .yaklasimlar ile Newton yaklasimlarn arasindaki bagintilar incelendi. Newton yaklasimlar1 ile stirekli K

yaklasimlarinin yakinsama hizlar karsilastirilda.

Anahtar kelimeler: Kuadratik irrasyonel sayi, piir periyodik stirekli kesir, Newton yaklagimi.

ABSTRACT

In this study, we investigate quadratic irrationals.Some relations between n-th approximations of quadratic irration
are proved. Results are applird to Newton approximations of quadratic irration quadratic irrational als.

Keywords: Quadratic irrational number, pur periodic continued fractions, Newton Approximations.

1.GIRIS

1.1 Temel Tamim ve Ozellikler

n20, a,,a,a,,...,a
tamsay1 olmak {izere;

ve a, harig hepsi pozitif

n ?

[ao;al,az ,...,an]

bi¢imindeki ifadeye, diizglin veya basit siirekli kesir,
a,,a,,d,,...,a, degerlerine de, bu kesrin elemanlari

denir.
n =0, m > 0 olmakizere,

[bo, bl ,b2 ’""bn—l ,CO, 01,02 ,...,Cm_l] blglmlnde

gosterilen, sonsuz slirekli kesre, periyodik siirekli kesir
denir. Burada alinan en kiigllk m sayisi1 slirekli kesrin

periyodudur. Ayrica, g, sayisindan sonraki tiim elemanlari

devreden, [ao;al,az,...an] bigimindeki siirekli kesre de,
plr periyodik stirekli kesir denir [3]. D tam kare olmayan

pozitif bir tam say1 olmak tizere, VD kuadratik irrasyonel
say1s1, pUr periyodik stirekli kesir agilimina sahiptir.

50

s periyot uzunlugu olmak izere, JD  kuads
irrasyonel sayisinin periyodik stirekli kesir agilimi bil

gosterimden  farkli  olarak, \/13=(a0;a1,a2,...,

biciminde de gosterilebilir. ﬁ irrasyonel sayisi
periyodik bir siirekli kesir a¢ilima sahip o

ﬁ = (1;1,],1,4) dir ve periyodu 4

[ao I DU : S B ,] stirekli kesri igin hesaplanan;

1 1 1
a+a,+ +4,,

a,

degerine, stirekli kesrin n.yaklaslml denir ve n. yaklasu
P

R, = Q“ seklinde gosterilir ve istenen sayiy1 bulma:
kullanilir.
2. NEWTON YAKLASIMLARI

D tam kare olamayan pozitif tam say1 olmak Uzere, JI
kuadratik irrasyonel sayisinin periyodik strekl kes
agilimina gore elde edilen yaklagimlari,
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1§ P, " DQ,
2{Q, P

esitlifinde yerine yazarak, Newton yaklasimlar: elde

edilirr Newton yaklasimlari, bazi durumlarda normal

yaklasim degerine esit olurken, bazi durumiarda ise esit
olmamaktadir. Newton yaklasininin, normal yaklasim

degerine esit olmasi, VD kuadratik irrasyonel sayisinin,
periyodik siirekli kesir agilimmin periyot uzunlugu olan s

sayis1 1le ilgilidir [2] Omegin periyot uzunlugu 1
olanv2 = (1;2) sayisinin, herhangi bir yaklagimina gore
hesaplanan Newton yaklasimi, Newton yaklagimi
hesaplanirken kullanilan yaklasim degerinden farkli bir
normal yaklasim degerine esittir. Benzer durum periyot
uzunlugu 2 olan J3 = (1;1,2) ve V8 =(2;1,4) kuadratik
irrasyonel sayilari i¢in de gegerlidir.

VD kuadratik irrasyonel sayisinin siirekli kesir agilimi
kullanilarak Newton yaklasimlari

1(

2

D\
r, +—

\ -~y

(2.1)

n+l

formiililyle hesaplanir. Kuadratik irrasyonel sayilarin
Newton yaklasimlari, periyod uzunluguna bagli olarak
kimi zaman siirekli kesire gére yaklasim degerine esit
olurken, kinii zaman da esit olmadig: asagidaki teoremler
yardimiyla da goriilebilir.

Teorem 2.1 s, kuadratik irrasyonel sayiy1 temsil eden
siirekli kesrin periyodu olsun.

‘s, stek

r='< S i
—, sqiuft
[ 2

olmak iizere, her n sayisi i¢in

R, =—;-(Rm +§%—] (2.2)
dir[4),
Asagida bu teoremle ilgili gesitli 6mekler incelendi.
Ornek 2.1 «/2—1 sayisinin  Newton yaklasimlari
Incelenecektir. w/; =(4;1,1,2,1,1,8) olup, Tablo 2.1
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diizenlenirse, yaklasimlarin kargilastirilmas:1 kolaylikla
gOrillmiis olur.

Asagida J21 (2.2)

gOsterilmistir. J21 sayisiun periyodu § =6 oldugu
icin, » = 3 alinmalidir. » = 3 igin,

i¢in esitliginin saglandigi

R6n :_l'(R3n + 2 )
2 R 3n
Tablo 2.1 \/2_1 Irrasyonel Sayisinin Yaklasimlan
n F, 0,
| 4 1
2 S 1
3 9 2
4 23 d
S 32 7

olur. n=1, n=2, n=3 degerleri igin, formiiliin
dogrulugu incelenirse,
/ \
.. 1{9 21 55
n =1 igin, —1-R3+—2-!-= + = w—= R
% Ry 2|12 9 12
\ 2
¢ \
. 2 ] 2 49
I¢n = 21n, l R6+—1 = 55-!--—] ='6—0'—=R12,
2 Re¢ ) 212 55| 1320
\ 12 )
n =3 i¢in;
Y \
1 21 1({999 21 665335
2 Ry 2| 218 999 | 145188
\ 218 A
bulunmus olur. Yani, bu degerler i¢in formiil

gerceklenmis oldu.

Sonu¢ 2.1: Asagidaki dmekte, periyod uzunlugu 5 olan,
J53 = (7;3,1,1,3,14)  kuadratik irrasyonel sayisinin,

yaklagimlar ile Newton yaklasimlar1 arasindaki iligkiyi
veren baginti verilmis ve bu bagintinin saglandig:
gosterilmistir. Fakat bu esitlik, periyodu 5 olan biitiin
kuadratik irrasyonel sayilar i¢in gegerli olan bir esitlik
degildir. Omegin (2.2) esitligi periyod uzunlugu 5 olan,

VI3 =(3;LLLL16) ve /53 =(7:3,11,3,14) sayilan icin
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saglanirken, J7—4 = (8;1,1,1,1,16) sayisl Icin
saglanmamaktadir.

352_ k::;Sn

Or
l[Rk +_I_)._} = < P2k-2 : k=5n-1 (2.3)
- Ry sz—z

L , k=5n+1

MQ2k+2

Ornek 2.2 Bu 6rnekte, (2.3) esitligini inceleyebilmek

icin, @ =(7:3,1,1,3,14) kuadratik irrasyonel sayisinin
yaklasimlarinin tablosu yapilmistir.

Tablo 3.2.5 4/53 irrasyonel sayisinin yaklagimlannin tablosu

n P, Qn

I 7 | !

2 22 | 3

3 29

4 51 |

S 182 29

6 | 2599 357

7 7979 _ 1096

8 10578 1453

9 18557 2549

10 | 66249 i 9100

11 946043 | 129949

12 2904378 398947

13 3850421 528896

14 6754799 927843

15 24114818 3312425

16 344362251 | 47301793

17 1057201571 145217804

18 1401563822 192519597
19 2458765393 337737401

20 8777860001 1205731800

21 125348805407 17217982601
L 22 384824276222 52859679603

23 510173081629 - 70077662204
24 894997357851 | 122937341807
- 3195165155182 | 438889987625
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i) k =5n durumu:
n=1 i¢in k=5 olup, bu degerler (2.2) esitliging

yerine Yyazilirsa, l[RS +£]=£‘9— elde edili
g Rs ) Quo
( \

182 53 |_66249 Py
2| 25 182 | 9100 Qy
\ 25 )
(2.2) esitligi saglanir.

Gergekten de;

oluj

n=2 i¢in k=10 olup, yine bu degerler (2.2
esitlifinde yerine yazilirsa,

2 Rijp ) Qo

Y \
1(66249 53 | 8777860001 _ Py

-+ = - T cec—
2|1 9100 66249 | 1205731800 Q20
\ 9100 /

|

olup (2.2) esitligi saglanir.

ii) k =5n-1 durumu:
n =1 i¢in k =4 olup, bu degerler (2.2) esitliginde yerine

P
yazilirsa, }-(R 4+ éi] =—2  elde edilir. Gergekten,

2 R4 Qs
v \
1|51 53|_2599 _ P
2| 7 51| 357 Qg
\ 7

olup, (2.2) esitligi saglanir.

n=2 igin K=9 olup, bu degerler (2.2) esitliginde
yerine yazilirsa,

1] 18557 53 | 344362251 Py

— + — =
2| 2549 18557 | 47301793 Qyq
h 2549 )

olup (2.2) esitligi saglanmis olur.

iii ) k=5n+1 durumu: =1 icin k=6 olup, bu
degerler (2.2) esitliginde yerine yazilirsa,
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_l_[RG +_Si]=._l:.)_l.4_
2 Re) Qq
i \
12599 53 |_ 6754799 _ Py
2| 357 2599 | 927843 Q,,
. 357 )

elde edilir ve (2.2) esitligi saglanmis olur. » =2 igin

k=11 olup, bu degerler (2.2) esitliginde yerine
yazilirsa,

2 Rip) Qo
( A
1946043 53 | _ 894997357851 _ Py,
2| 129949 * 946043 | 122937341807 Q,,
\ 129949 )

olup, (2.2) esitligi saglanmis olur.

Sonuc¢ 2.2 Ayrica, J53 irrasyonel sayisi i¢in, (2.2) nolu
esitligin, Sn#+2 igin genisletilemeyecegi de
gOsterilmistir.

Ornek 2.3. Bu 6mekte, n=1 i¢in (k=5n+2), k=7
R,

olup, Newton

degerine gbre elde edilen

yaklagiminin, J53  kuadratik irrasyonel  sayisi  i¢in
herhangi bir yakinsaklik olup olmadig1 incelendi.

1 53 1(7979 53.1096]
~ Ry +— == +
2 R, ) 211096 7979

127328889
17489968

olup, bu deger V53 kuadratik irrasyonel sayisi i¢in
herhangi  bir yaklasim  degildir.n =1 1¢In
(k =5n-2),k =3 olup, R; degerine gore elde edilecek

Newton yaklasiminin, V53 kuadratik irrasyonel sayisi
i¢in, herhangi bir yaklasim olup olmadigina bakilirsa,

1[29 53.4]
S ——+_—
2\ 4

29
olup bu deger , V53 kuadratik irrasyonel sayisi igin
herhangi bir yaklasim degildir.

1689
232

Sonu¢2.3 a>1, D= a’ +4 olmak tizere,
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r (a o 2)1)2k+1 +_f2k - k=5n+2
1 /R & D) B (a_z)szn + 0y
Bt v <
2\ R, | RsY —(a -2) By k=5n-)
2%k (a N 2) Qri-i
oldugu ve D=a’-4,a>3 bigiminde yazlan

sayllara bu sonucun genellestirilebilecegini [4] de
Elezovic goOstermistir.
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