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ÖZET 
Bu çalışmada, JD kuadratik irrasyonel sayılarınm, sürekli kesir açılımlan kullanılarak, bu açılımlara göre hesaptat 
n .yaklaşımlar ile Newton yaklaşımları arasındaki bağıntılar incelendi. Newton yaklaşımları ile sürekli \ 

yaklaşımlarının yakmsama hızları karşılaştınldı. 

Anahtar keliıneler: Kuadratik irrasyonel sayı, pür periyodik sürekli kesir, Newton yaklaşımı. 

ABSTRACT 

In this study, we investigate quadratic irrationals.Some relations between n-th approximations of quadratic irration 
are proved. Results are applird to Newton approximations of quadratic irration quadratic irrational als. 

Keywords: Quadratic irrational number, pur periodic continued fractions, Newton Approximations. 

l.GİRİŞ 

1.1 Temel Tanım ve Özellikler 

n � O , G0, llı_, a2, • • •  , an , ve G0 hariç hepsi pozitif 

tamsayı olmak üzere; 

biçimindeki ifadeye, düzgün veya basit sürekli kesir, 

ao 'al' aı , ... , an değerlerine de, bu kesrin elemanları 

denir. 
n � O , m > O olmak:üzere, 

[bo' bı' b2 , ... , bn-1 'Co' Cı' C2 , ... , Cm-1 ] biçiminde 
gösterilen, sonsuz sürekli kesre, periyodik sürekli kesir 
denir. Burada alman en küçük m sayısı sürekli kesrin 

periyodudur. Ayrıca, a0 sayısından sonraki tüm elemanları 

devreden, [a o ; a1 , a 2 , ... an ] biçimindeki sUrekli kesre de, 
pür periyodik sürekli kesir denir [3] . D tam kare olmayan 
pozitif bir tam sayı olmak üzere, JD kuadratik irrasyonel 
sayısı, pür periyodik sürekli kesir açılımına sahiptir. 
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s periyot uzunluğu olmak üzere, JD kuad.ıi 
irrasyonel sayısının periyodik sürekli kesir açılımı bil� 
gösterimden farklı olarak, JD =(a0;a1,a2, ••• ,a 

biçiminde de gösterilebilir. Ji irrasyonel sayısı f 
periyodik bir sürekli kesir açılıma sahip on 

.J7 = (1;1,1,1,4) dır ve periyodu 4 d 

[ ] ür kı. k · · · h !anan· a0, a 1 , • . .  , a0, an+l ,... s e ı esn ıçın esap , 

değerine, sürekli kesrin n. yaklaşımı denir ve n. 

R = p n şeklinde gösterilir ve istenen sayıyı bulmw-w .. 
n Qn 

kullanılır. 

2. NEWTONY AKLAŞIMLARI 

D tam kare olamayan pozitif tam sayı olmak üzere, 

kuadratik irrasyonel sayısının periyodik sürekli k 
açılınıma göre elde edilen yaklaşımları, 
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eşitliğinde yerine yazarak, Newton yaklaşımları elde 
edilir. Newton yaklaşımları, bazı durumlarda normal 
yaklaşım değerine eşit olurken, bazı durumlarda ise eşit 
olmamaktadır. Newton yaklaşıınının, normal yaklaşım 

değerine eşit olması, ro kuadratik irrasyonel sayısının, 
periyodik sürekli kesir açıbınının periyot uzunluğu olan s 
sayısı ile ilgilidir [2] . örneğin periyot uzunluğu ı 

olan .J2 = (1;2) sayısının, herhangi bir yaklaşırnma göre 

hesaplanan Newton yaklaşımı, Newton yaklaşımı 
hesaplanırken kullanılan yaklaşım değerinden farklı bir 
n or mal yaklaşım değerine eşittir. Benzer durum periyot 

uzunluğu 2 olan .J3 = (1;1,2) ve .J8 = (2;1,4) kuadratik 

irrasyonel sayıları için de geçerlidir. 

ro kuadratik irrasyonel sayısının sürekli kesir açılımı 
kullanılarak Newton yaklaşımları 

(2.1) 

formülüyle hesaplanır. Kuadratik irrasyonel sayılann 
Newton yaklaşımları, periyod uzunluğuna bağlı olarak 
kimi zaman sürekli kesire göre yaklaşım değerine eşit 
olurken, kinıi zaman da eşit olmadığı aşağıdaki teoremler 
yardımıyla da görülebilir. 

Teorem 2.1 s, kuadratik irrasyonel sayıyı temsil eden 
sürekli kesrin periyodu olsun. 

s, s tek 
r = s 

-

ı' 
s çift 

olmak üzere, her n sayısı için 

dır[4]. 

ı D 
R2 =- R + -

nr 2 nr R Dr 
(2.2) 

Aşağıda bu teoremle ilgili çeşitli örnekler incelendi. 

Örnek 2.1 fij sayısının Newton 

incelenecektir. fij = ( 4;ı,1,2,ı,ı,8) olup, 

yaklaşımları 

Tablo 2.1 

5ı 
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düzenlenirse, yaklaşımların karşılaştırılması kolaylıkla 
görülmüş olur. 

Aşağıda fij için (2.2) eşitliğinin sağlandığı 

gösterilmiştir. fij sayısının periyodu s = 6 olduğu 

için, r = 3 alınmalıdır. r = 3 için , 

ı 21 R6n =-
2 

R3n + 
R3n 

Tablo 2.1 fij İrrasyonel Sayısının Yaklaşımlan 

n 

ı 
2 
3 
4 
5 

• 
• 
• 

4 
5 
9 

23 
32 

• 
• 
• 

ı 
ı 
2 
5 
7 

• 
• 
• 

olur. n = 1 , n = 2 , n = 3 değerleri için, formülün 
doğruluğu incelenirse, 

n= 1 için, 
ı 

R 
2ı 

- 3+ = 
55 = R 
12 

6' 
ı 9 2ı 

= - -+ -
2 2 9 2 R3 

. 
2

. 1 
R 

2ı 
ıç n = ın, - 6 + -2 R6 

n= 3 için; 

1 
R 

2ı ı 999 
- 9+ 

- + --
2 R9 2 2ı8 

bulunmuş olur. Yani, 
gerçeklenmiş oldu. 

2 

ı 55 21 --- + -
2 ı2 55 

12 

= 6049 
= R 

1320 
12' 

21 -
999 

665335 =R 
ı45ı88 

18 

2ı8 

bu değerler 
• • 
ıçın foımül 

Sonuç 2.1: Aşağıdaki örnekte, periyod uzunluğu 5 olan, 

J53 = (7 ;3,ı,ı,3,14) kuadratik irrasyonel sayısının, 
yaklaşımları ile Newton yaklaşımları arasındaki ilişkiyi 
veren bağıntı verilmiş ve bu bağıntının sağlandığı 
gösterilmiştir. Fakat bu eşitlik, periyodu 5 olan bütün 
kuadratik irrasyonel sayılar için geçerli olan bir eşitlik 
değildir. örneğin (2.2) eşitliği periyod uzunluğu 5 olan, 

.Jl3 = (3;1,1,1,1,16) ve J53 = (7;3,1,ı,3,14) sayıları için 
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sağlanırken, J74 = (8;1,1,1,1,1 6) 
sağlamnamaktadır. 

Pık 
' 

Q2k 
k=5n 

sayısı 
• • 
ıçın 

Pıt-2 
' 

Q2k-2 
k=5n-l (2.3) -

-

k= 5n+I Pık+2 
' 

Q2k+2 
Örnek 2.2 Bu örnekte, (2.3) eşitliğini inceleyebilmek 

için, J53 = (7;3,ı,1,3,14) kuadratik irrasyonel sayısının 

yaklaşımlarının tab los u yapılmıştır. 

Tablo 3 .2.5 J53 irrasyonel sayısının yaklaşımlannın tablosu 

n Pn Qn 
1 7 ı 
2 22 3 

3 29 4 

4 51 7 

5 182 25 

6 2599 357 

7 7979 1096 

8 ıo578 1453 

9 18557 2549 

lO 66249 9100 

ll 946043 129949 

12 2904378 398947 

13 3850421 528896 

14 6754799 927843 

15 241148ı8 3312425 

16 344362251 47301793 

17 1057201571 145217804 

18 1401563822 192519597 

19 2458765393 337737401 

20 8777860001 1205731800 

21 125348805407 17217982601 

22 384824276222 52859679603 

23 510173081629 70077662204 

24 894997357851 12293734ı807 

25 3195165155182 438889987625 
• • • 
• • • 
• • • 
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i ) k = Sn durumu: 
n= 1 için k= 5 olup, bu değerler (2.2) eşitliğinde 

. 1 ı 
R 

53 Pıo Id d .1. yerıne yazı ırsa, - 5 + = e e e ı ır. 
2 Fts <ııo 

Gerçekten de; 
ı 182 53 

-+ -2 25 ı82 
25 

(2.2) eşitliği sağlanır. 

66249 P10 = ---------
9100 Q10 

n = 2 için k =  10 olup, yine bu değerler 
eşitliğinde yerine yazılırsa, 

ı 53 
- Ftıo + -2 Ftıo 

_ Pıo -
<ııo 

1 66249 53 877786000ı P20 
=2 9100 

+ 
66249 = 1205731800 = Q20 
9100 

olup (2.2) eşitliği sağlanır. 

ü ) k = 5n - 1 durumu: 

olup, 

(2.2) 

n = 1 için k = 4 olup, bu değerler (2.2) eşitliğinde yerine 

yazılırsa, _!_ R4 + 
53 

= p6 elde edilir. Gerçekten, 
2 R4 Q6 

ı 51 53 2599 p6 
2 7 

+ 51 = 357 
= 

Q6 
7 

olup, (2.2) eşitliği sağlanır. 

n = 2 için k = 9 olup, bu değerler (2.2) eşitliğinde 
yerine yazılırsa, 

ı 18557 53 -- + --
2 2549 18557 

2549 

_ 344362251 _ Pı6 - -

47301793 Q16 

olup (2.2) eşitliği sağlanmış olur. 

ili ) k = 5n + 1 durumu: n = 1 için k = 6 olup, bu 
değerler (2.2) eşitliğinde yerine yazılırsa, 
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ı 2599 53 
= - + --

2 357 2599 
357 

_ 6754799 _ P14 - -
927843 Qı4 

elde edilir ve (2.2) eşitliği sağlanmış olur. n = 2 için 

k = l l  olup, bu değerler (2.2) eşitliğinde yerine 
yazılırsa, 

ı 53 
- Rıı + -
2 Rıı 

- 894997357851 - p24 ----- -ı 946043 53 
--- + ---

2 ı29949 946043 ı2293734ı807 Q24 
129949 

olup, (2.2) eşitliği sağlanmış olur. 

Sonuç l.l Ayrıca , J53 irrasyonel sayısı için, (2.2) nolu 
eşitliğin, 5n + 2 için genişletilemeyeceği de 
gösterilmiştir. 

Örnek 1.3. Bu örnekte, n =ı için (k = 5n + 2) , k = 7 

olup, R7 değerine göre elde edilen Newton 

yaklaşımının, J53 kuadratik irrasyonel sayısı için 
herhangi bir yakınsaklık olup olmadığı incelendi. 

� R + 
53 

2 
7 

R7 

ı 7979 53.1096 
=- + ---

2 1096 7979 

127328889 
= ----

17489968 

olup, bu değer J53 kuadratik irrasyonel sayısı için 
herhangi bir yaklaşım değildir. n = 1 için 
(k = Sn - 2) , k = 3 olup, R3 değerine göre elde edilecek 

Newton yaklaşıınının, J53 kuadratik irrasyonel sayısı 
için, herhangi bir yaklaşım olup olmadığına bakılırsa, 

ı 29 53.4 = - +--
2 4 29 

1689 
= --

232 

olup bu değer , J53 kuadratik irrasyonel sayısı için 
herhangi bir yaklaşım değildir. 

Sonuç 2.3 a >- 1 , D= a 2 + 4 olmak üzere, 
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( a -2) Pık+I + Pık . 

(a-2)Q2k+t +Q2k' k=5n+2 

P -(a-2)P ık ık-ı 
. k==Sn-ı 

Qık -(a-2)Qık-ı' 

olduğu ve D== a2 -4, a >- 3 biçiminde yazılan 

sayılara bu sonucun genelleştirilebileceğini [ 4] de 
Elezovic gösterıniştir. 
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