SAU Fen Bilimleri Enstitiisti Dergisi 9.Cilt. 2.Sayv1 2003 Farkhh Ortamlar I¢in Jones—Mueller Matris Hesaplamasi
S. Alptekin

FARKLI ORTAMLAR ICIN JONES-MUELLER MATRIS HESAPLAMASI

Sebahaddin ALPTEKIN', Haluk SAFAK’

P . 2 . . . . e 2 2 . . e . S i
Kirsehir Anadolu Ogretmen Lisesi , e-mail: sebalptekiniwyahoo.com, “Selcuk Universitesi Fen Fakiiltesi Fizik Bolimii

OZET

lsigin Kutuplanma temsili gesitli yontemlerle belirlenebilir. Isik 1zotropik bir ortamda ilerlerken kutuplanma durumunda
herhangi bir degisme s6z konusu degildir. Bu durumda, 15181in sogurulmasindan dolayr sadece siddetinde bir azalma soz
~onusudur. Fakat, eger 1g1k anizotropik bir ortam boyunca ilerlerse kutuplanma durumlarn kayda deger bir bigcimde degisir.
Bu ¢aligmada Anizotropik ortam boyunca ilerleyen 1518in kutuplanma temsili 2x2°lik Jones matrisi ile temsil edildi [1].
\ncak kismen Kkutuplanmis 1518in kutuplanma gosterimi 4x4°lik Mueller matrisi ile temsil edilmistir. Mueller matrisi
herhangi bir anizotropik ortamda ilerleyen 1s181n temel 6zelliklerin belirler.

\nahtar kelimeler: Mueller Matris; Jones Matris; Kutuplanma(polarizasyon); Stokes vektorleri; Cift kiricilik: Iki renklilik

JONES-MULER MATRIX CALCULATION FOR DIFFERENT MEDIUM

ABSTRACT

Polarization representation of light can be performed by various methods. As the light propagates through any isotropical
medium, there has been no changes in its polarization properties. In this case, only its intensity can be attenuated by the
absorption processes. But, if the light passes through an anizotropical ambient, its polarization situation may also be
changed dramatically. In this study, the polarization representation of totally polarized light has been given by a 2x2 Jones
matrix [1]. However, the polarization schema of partly polarized light has been presented by a 4x4 Mueller matrix. The

Mueller matrix that characterizes the fundamental properties of any anizotropical medium which the light propagates inside
1.

leywords: Mueller Matrix, Jones matrix, Polarization, Stokes vectors, birefrigence, dichroism

1.GIRIS

Bir elektromagnetik dalga ve homojen ortam arasindaki
Is1@m  Kutuplanmasinin temsilini saglayan yontemlerin  etkilesme Jones formalizmi ile ifade edilebilir. R. Clark
bircogu 19.yiizyilda ortaya ¢ikmistir. Fakat polarimetrik ~ Jones, 1941 ve 1948 yillari arasinda optiksel sistemlerin
optigin gelisimi, lazer ve fiber optik gibi doniisiimii i¢in yeni bir hesaplama yodntemi gelistirmistir.
sofistike  teknolojik sistemlerin  gelisiminden itibaren  Jones formalizmi, kutuplanma durumunun vektorel dogasini
baslar. Yine benzer sekilde elektromagnetizmadaki  temel alarak, gelen 1518in, elektrik alan vektoriine bagh
polarimetrik  bilginin  kullanimi;  radar  taramasi,  kompleks vektorel uzayda, 2x2°lik bir matris ile kutuplanma

telekomiinikasyon sistemleri(fiber optik) [2], astronomi,  operatdriinii tanmimlamistir. Jonesformalizmi 151§in tamamen
tip [3], biyoloji, biyokimya, ve sualti arastirmasi [4] gibi kutuplandig1 durumlarda uygulanabilir, kismen kutuplanma
degisik arastirma alanlarinda genis olarak  durumlarinda uygulanamaz.

oerceklestiritlmistir.
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Fakat, bu hesaplama tamamen kutuplanmis olan 1s13in
optik  sistemler tarafindan depolarize edilmesini
saglayamaz. Depolarize ortamlar, 1s18in kutuplanmasini
engelleyen veya kutuplu 15181 kutupsuz 1s1ga doniistiiren
ortamlardir_ Bu yiizden bu metodun uygulama alani
sinirhdir.

2. MATEMATIKSEL METOT

Bir 1s18in kutuplanma durumu anizotropik ortamda
yayilma boyunca siirekli olarak degisir. Isik tamamen
kutuplanmis, ortam lineer ve non-depolarize ise sadece
yaytlma yoniindeki kutuplanma bileseni

dE(z)
d=

— NE(2) PR

birinct derece lineer diferansiyel denklem ile ifade
edebilir. Burada E 2x1°lik matris 1s181n Jones vektorii, z
yayilma yoniinde alinan yoldur ve N ortamin optiksel
Ozelliklerint ifade eden 2x2°lik kompleks bir matristir.
Bununla birlikte ortam depolarize oldugunda veya 151k
kismen kutuplandiginda bu i1fade uygulanamaz duruma
gelir. Bir sistemin Jones matrisi bilindiginde Mueller ve
Jones matrisleri arasindaki genel iliskiyr kullanarak
Mueller matrist elde edebilir [4,5] . Tek bir non-
depolarize optiksel ortam i¢in Mueller matrisi M, Jones
matrisi J 1le asagidaki gibi iliskilendirilir:

M=AJ®J )4 (2.2)

*

burada & dogrudan c¢arpimi gdsterir. J, ]’ nin
kompleks eslenigidir.

2.1. Dogrudan ¢carpim (Kronecker ¢carpimi)

Dogrudan ¢arpim, matrislerin ¢arpimi i¢in gelistirtlen
bir yontemdir. Bu ydnteme gore eg8er A bir m x m
matris ve B bir n x n matris ise bu 1ki matris arasindaki
dogrudan ¢arpim;

AR B =C
(2.3)

seklinde ifade edilir. C bir mn x mn matristir ve matris
elemanlari

Cf,r/f = A;’; Bk! (24)

seklinde verilir. Burada o ve [3 degerleri
a=n(i-1wk, p=n(j-1)+I
seklinde tanimlanir. Ornegin, eer A ve B her ikisi de

2x2 seklinde matris 1se, bu matrislerin  dogrudan
¢arpimi;

Farkli Ortamlar I¢cin Jones—Mueller Matris
Hesaplamasi
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CIHB U|'}B
AR B = -
GETB 61338
anby,  ay by, ay, by by,
ay by ay by, aybyy ap by,
AR B = i (2.5)
ay by, ay by,  aynbyy  ab,
ayby ayby  anby ayby,

seklinde olur. Yukarida verilen (2.2) denklemindeki A
ve A”' degerleri;

1 0 0 ] 1 1 0 0
1 0 0 -1 i 0O 0 1
A = A =— (2.6)
0 1 1 () 210 0 1 —g
_0 I —1 O_ _] -1 0 Oﬁ

: : -1 T .
ve bu matrisler; yani A ={ 1A seklinde tanimlanan
matrislerdir.

Tamamen kutuplanmis 1s1gin, homojen ve lineer ortam
icin ilerlemesini temsil eden (2.1) diferansiyel denklemi,
E(z) = exp(Nz).E(0) seklinde bir listel ¢Oziime sahiptir.
Burada E(0), z = 0’da Jones vektoriin baslangic degerine
karsihik gelir. Optiksel sistemin Jones matrisi genel
olarak J=exp(Nz) seklinde listel bir operator ile verilir. N
matrisini tanimlamak 1¢cin  Jones tarafindan Onerilen

temsile gore yedi temel optiksel parametreler dikkate
almir [6-11].

Bu optiksel parametreler o i1zotropik sogurma, n lineer
kiricilik, B lineer iki renklilik, y lineer 1ki renklilik x y
eksenleri arasinda 457lik ac1 yapan eksen boyunca, &
dairesel iki renklilik, 1 dairesel cift kiricilhik, v lineer cift
kiricihk x y eksenleri arasinda 457 lik ag1 yapan eksen
boyunca, burada izotropik kiricihk sifir  Mueller
matrisine karsihik geldiginden dikkate alinmadi. Bu
parametreleri kullanarak en genel diferansiyel Jones
matrisit [12,13]

k, —ik,
S (2.7)
=K

1| a+k,
2| k, +ik,

ile temsil edilebilir. Burada &, =f8+n1, ky=y—-vi ve
ky=0+pu i ortamin net ¢ift kiricihg@ini ve net iki

renkliligini temsil eden x={B,y,0} ve y = {n,-v, u}
seklinde tamimlanan  ii¢ boyutlu iki vektordiir. Bu
vektorlerin x.y skaler carpimi ¢ift kiricilik ve iki
renklilik arasindaki iliskiyi karakterize eder. Eger bu
carpimin degeri sifira esit ise x ve y vektorleri birbirine
diktirler ve sonugta bu vektorler arasinda iliski yoktur.
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< ift kiricth@ina ve sanal kismi ortamin iki renkliligine seklinde olur. Burada I birim matris, A, ve A, N’ nin
l- arsthik gelir. Jones matrisini hesaplamak i¢in yaygin 6z degerleridir. N* nin 6z degerleri  det [N - AI |= 0
prigimde Sylvesterin metodu kullanihir [14,15,16]. Bu karakteristik denklemden bulunabilir. Denklem(2.7)
r1etotta J=exp(Nz) denklemin, Sylvesterin den N degerini yerine koyup, gerekli islemleri
cdeterminantina gére ¢oziimi, yapildiginda

| w o ]

| det — * ) =0 (2.9)

det|]l 4, exp(4,) =0 (2.8) 2| kyt+iky a—-k —24

N exp(Nz)

(o =24+ ky Y= 24— ky) — (ks — iks )(ky + k)] =0 (2.10)
2,4.)3—k,-")—(kg’-—(fk;)z)]:o (2.11)
1 | l\'lz X k:: T k_';: (212)
a+k o —k formudur ve k = | K.K|"” ile verilir. Denklem (2.8)
enklem (2.12), A, -l Ay = "y ¢oziiliirse Jones matrisi elde edilebilir:

(Oke sahiptir. Burada kK K'nin kompleks

(A, =4, )exp(Nz)=exp(A, (N =4, 1) +exp(4, )4, = N) (2.13)

|
Xp(Nz) = —— lexp(A, )N = 2, 1) +exp(45)(A, = N)]
"

I=J

rlering yerine yazildiginda

— 7) (_f) " - ex (_f:) -
\_)*“‘F’(z V)P k) hy—ik)] P (k=k)  (ky —iky)]|
" k 2 |(ky+iky) (k-K) 2 | —(ky +iky)  (k+ky) |
0
}: exp(z )
k
(2.14)
k. k k k !
. «;p(j— z) exp(— 5 z) exp(; 2 exp(— = Z)
k k k k
exp( = z) exp(— > z) exp(; Z) exp(— - z)
2"‘ (ky +1k3)— > (ky +iky) 2"’ (k=K )+ > (k+ky) ﬂ
| k | k ¢ k 1
L\pe )+u~.p(—2 z) e\pé :)—expé—i z) expéz)—exp(—-—:)
|f1( 2 )+A.]( (ft,z _f-k:.})(
2 2
k k é ’
expé Z)— e\p(— zZ) exps :)—exp(—E:) eXp t._\p(—
(hy +ik3)( > ( > )— Ky ( -

27



SAU Fen Bilimleri Enstitiisii Dereisi 9.Cilt. 2.Say1 2005

k= kz kz |
exp( @z /2) k cosh( ——;-)—) + k sinh( —,_)—) (k5 — ik y)sinh( —m)
exp(Nz)= p - fon o 5,
(K, - k cosh( -,);) — k sinh( -—”—)
F, Jy
J=exp(Nz)= s okl 3
k |y J5
bulunur. Burada J elemanlari;
k= kz k= z ks
J| = k cosh( —) + k smh(—_—)- } .. o =k coshi —-) —k smh(i ). Jy=(k> —iky)sinh(- )
| k=
seklindedir. (2.2) denklemini kullanarak M Mueller
matrisi elde edilirse
iy s delb LHE
. | Iy Fls Fude Il
(J®'/ ): | Is: | 2* | i -1:
Lie Aot BE Lb
Jods Fuly  Judy s
M, =A(J®J )A
s * * % . T .
| o 1|[4h A Jsd Sds o 0 o
il <P Kty Hds Fedy Hfs UG B 4 4
| 210 N _/4.]: Isd; JEJ; 0 0 1 —i
i =i 0 * * * + 111 =1 0 O
NSady Jydy Sy Sy )t B
1 6 158+ttt by =duds  didy wdedt  Hdpds ~dudl )
L1 0 0 - Jiodywdods  Fudi=deds Fedpbday Kdy =dids)
200 1 1 0 Jay wdeds  doly =dsdy Loy w Tyl UFuds=dodi |
0 7 =& B || Lyfyedsds Fdi-deds Lidyedydy B3 Jds=ddi})
oy v dady idady 2 dulls  Fidy =deds #ded s =dads
N iy sdady =Fads=Fods By —~dayds = Fudy ¥ duds
2| Jids v dadsedd; wdady Ty =Toly BT oy ~Fads
| Wy d s o dagdy ~dpds =dads) Hhds—dss =dydy #8505 )

S

dodz +dsds + 4. 1f+./3./j
duds ¥ dady = & uds ~dady
J J-.+1 }44 J 4 J
s ds A dudi =dals =Fady )

Farkli Ortamlar I¢in Jones-Mueller Matri

.1_
*
1

0

i(JJ 5
i(JyJ 5

%

.,.

B

Ky ~dsdy wdyds
e =Pk + Fsd
 —J3Jy +J g3 —Jad)
~JyJy w3y + 4 d 5 = dady

"JzJ:)q
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(2.15)

16)

(2.17)

(2.18)
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ve cerekli diizenlemeler sonucu

Farkli Ortamlar I¢in Jones-Mueller Matris
Hesaplamasi
S. Alptekin

l , | I i ) .
:(ElJrEg + Eq 4 £, ) ;(51*52_E3+E4) 3+ Fp —G;3 =Gy
L 1
M = :(E1—£3+£3—E4) ‘2“(E|+52‘ER_E4) Fiz —Fg =G5+ Gy (2.19]
h Fig + Fy Fig = 3 Fila +F34 =Gy + Gy
" Gz +Gs Gy —Gp G +Gyy Fp—F5y |
L = [;-/f :‘/r 2‘ ["‘” :Fﬂ :RC(JJJT):RG(J!J:),
G, =-G, =Im{J,J y=—1Im{} ,J,),
1.2.3.4 (2.20)
‘151 elde edilir. Burada
0O B ¥y O D 5 -v @]
b () [ ) . ] ] 0 -0
¢ fta—d ® ¥ d 2.21)
-1 0 n Ql—-v D 0 -4
) v =1 0] | g = 0
islerdir. Q2 >0 ve 1t 2 0 1s18in yayildigl
- karicithik ve iki renklilik vektorlerini temsil
(B +92 483y = +u® +v?) )
?i| L s )2(]7 Y )J +(Bn-vy + ud)’
L 3
(2.22)
oyt 8T =t V)
S ,
172
B2 2 ? L 52N (52 ¥ by N
LSRR Bp—
B2 +r2+8%) - +47 +v?) 112
2 J
1 (2.21) ve (2.22) kullanilarak (2.19) deki
r matrisi yeniden yazilirsa
i ) 5 p)
y exp(az) [Q" cosh(z)+ 7~ cos(Q:)]] +[cosh(r:)~cos(£2:)](" (2.23)
/ - = s X 9 | | ' 3 \ 23
(77 +Q7) L-l-[I'SiIlh(‘E)‘l-QSin(Qf)k +(rQ)[Qsmh(r:)— rsm(fk)]( 'J

¢ edilir. Homojen. lineer ve depolarize olmayan bir  incelemek

am  boyunca vyayilan tamamen kutuplanmis 15181

29

icin  Jones vektdori ve uygunluk matris

formalizmi kullanilabilir [17] .
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3. ORNEK HESAPLAMALAR

—

Farklt Ortamlar I¢in Jones—Mueller Matri
Hesaplamas
S. Alptekil

Mueller matrislerini hesaplamak icin ele alinan Jone:
matrislert referans [18]’den almmistir. Elde ediler
Mueller matrisleri referanstaki sonuglarla uyumludu

~0.054+0.015/
0.678+0.0127

—0.218472  0.004254 ~
0.061872 —0.047754
—~0.994854 —0.016578
0.016578  —0.971346 |

~0.012-0.012/ |

| 0.725+0.1
10,103 - 0.0214
[ 0.999644 0.73706
i o 0.57888  0.971262
"1 0.222934  0.075766
—0.011406 —0.049494
ol 0.698+0.1
Ja =
- 1.000205 - 0.025715
" —0.025221  0.999574
* 1 20.011504  0.022672
—0.010300  0.024260
| 0.708+0.7
Ji: =
1.000311 —0.002707
" 0.002243  0.999795
Y10.024222 0 0.015426
10.007344  0.012480
4. SONUC VE TARTISMA

0.010984

0.022520
—-0.999560
—0.005368

_Oiﬂﬁ1+(l007f - 0.716-0.0047

0.009624

().023880

(0.005368
—0.999512

~0.003-0.002/ |

—0.024576
0.016080
—0.998392
—0.059458

Stokes

vektord

|
0.014+0.007/  —0.705-0.042/

_0.005862 |
0.011526
(}.059458
-(1.998168
ve  Mueller matris  formalizm

Bu ¢alismada ¢ift kirici ve iki renkli bir ortamda tamamen
kutuplanmig 1518 yayilmasini temsil eden 2x2 Jones

kullanilabilir.

matrisi Sylvesterin metodu kullanilarak olusturuldu. Elde Muecller matris clemanlarr; keyfi ¢ift kiricihk — ve ik.{
edilen Jones matrisi dogrudan ¢arpim yontemi ile 4x4 renklilik  durumlarini,  Stokes vektorlerint  ve 151811
Mueller matrisine doniistiiriildii. Boyle bir formalizm ile kutuplanma derecesini belirlememize izin verir. Sonug

Kutuplanma  durumunun  degerlendirilmesi yayilma olarak Mueller matrisinin her elamani 1$18in yaylldlg‘
yortingesi boyunca kolaylikla  karakterize edilebilir. ortamin optiksel tzelliklerinden birine karsilik gelir. Eger

Bununla birlikte kismen kutuplanmis veya depolarize
ortam i¢in Jones formalizmi uygulanamaz ve onun yerine

151k 1zotropik yari sayc

am ortamda ilerlerse, 1$1g1n sadect

ozelligi degisir ve boy
matrise esit olur .

e bir ortamin Mueller matrisi biri
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