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LINEER MODELLER ALTINDA TAHMINLERIN KARSILASTIRILMASI
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Ozet — Bir genel parcalanmis lineer modele karsihk
gelen indirgenmis lineer model altinda gozlenebilir
rasgele vektoriin beklenen degerinin BLUE sunun,
genel parcalanms lineer model altinda da BLUE

kalmasi icin gerek ve yeter bir kosul detayh olarak
incelenmektedir.,

Analitar Kelimeler - BLUE, parcalanmis lineer
model, indirgenmis lineer model, dik izdiisiimler.

Abstract — It is studied in a detailed manner that a
necessary and sufficient condition for the BLUE for
the expectation of observable random vector under
the reduced linear model corresponding to a general
partitioned linear model as well.

Keywords — BLUE, partitioned linear model,
reduced iinear nodel, orthogonal projectors.

I. GIRIS

Y™ mxn boyutlu reel matrislerin kiimesi olmak

izere A, A" A, N (A),N(A) ve r(A)

. ~MAh . g E
sembolleri A €Y nin sirasiyla transpozesini,
Moore-Penrose tersini, herhangi bir genellestirilmis
tersini, siitun wuzayini, sifir uzaymni ve rankini

gostermektedir. A ile ‘R(Al) =N (A') kosulunu
gercekleyen herhangi bir matris gosterilecektir. Ayrica
P, =AA", R (A) lizerine (standart i¢ carpima
gore) dik izdiisiim olmak iizere, M, =1 -P, yive
ozellikle P, = P, olmak tizere M, =1 -P,;
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i =1,2 gostermektedir.

M ={y,Xp,0*V} E(y)=Xp, D(y) =0’V

(1.1)

1le gosterilen genel Gauss-Markov Modelini ele alalim.

Burada X , bir #x p boyutlu bilinenler matrisi, , bir

px1 boyutlu bilinmeyen parametreler vektorii, V,

bir 11X n boyutlu bilinen nonnegatif (negatif olmayan)

kararli matris ve 0° >0 bir bilinmeyen skalerdir.
Modelin tutarl oldugu yani

y e R(X:V) (1.2)

kabul edilsin. K € Y*“” olmak iizere, bir KP
parametrik fonksiyonlar vektorii tahmin edilebilirdir

ancak ve ancak bir C € Y icin K =CX dir. A/
modeli aluinda CXP tahmin edilebilir parametrik

fonksiyonlar vektoriiniin en 1y1 lineer yansiz tahmin
edicisinin (BLUE sunun) Fy ile verildigi iyi

bilinmektedir. Burada F € Y ¥
F(X: VX*)=C(X:0) (1.3)

denkleminin herhangi bir ¢6ziimiidir. Gy, XP nin
BLUE sudur, yani G e Y ",

G(X: VX*)=(x:0) (1.4)

denkleminin bir ¢dziimii ise, bu durumda CG ( 1.3)

iin bir ¢6ziimiidiir ve dolayis1 ile CGy, CXB nin

BLUE sudur. X, ve X, sirasiyla p, ve p,

situna sahip olmak iizere (burada p,+p,=p)
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X = (XI ; Xz) seklinde par¢alanarak ve

b= (BI' :[}2') seklinde yazilarak M modeli

M =y X,B, +X,B,,07V/

(1.5)

biciminde gosterilebilir. B, kisitlanacak parametre

tahmin edilebilir

parametrik fonksiyon vektoriiniin tahmini ile ilgili
asagidaki lemma verilebilir.

olarak goz oniine alnsin. K, B,

Lemmal.l: M = {y, X B, +X,B, ,UZV} modeli
alonda K,P, parametrik fonksiyonlar vektorii tahmin

edilebilirdir ancak ve ancak bir C, matrisi igin

K,=C,M,X, di M, =1-P

N (X;) lizerine ortogonal izdiisiimii gosterir [l]

Burada

+

Yukaridaki bilgiler ¢ergevesinde arttk M, X ,, nin
tahmini lizerinde durulabilir.

M modeli altinda y gozlenebilir rasgele vektoriin
M,y lineer doniisiimii ele alinsin. Burada M modeli

ile uyumlu ve M, X,B, hakkinda sonug g¢ikarmak
I¢In uygun olan

My = {Mly?Mlx.‘zBZ*gzMIVMl}

(1.6)

indireenmis modeli elde edilir Ote yandan
{}',Mixzﬂz,an} tgliisi M, X,P, nin tahmini

icin ihtiya¢ duyulan bilgileri igerir. Buradan,

|

M, ={y,M X,B,,0?V}
Dly)=0’V

E(y)=M,X,8,.

(1.7)

indirgenmis modeli elde edilir.

1. ANA SONUCLAR

II.1 Parcalanmis Lineer Model Altinda Tahmin

(1.5) de verilen M genel par¢alanmis lineer modeli

(2.1)

{y’XlBI + X, B, aJZQ}
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ile gosterilsin. Burada, (1.5) de V ile gosterilen

varyans kovaryans matrisinin pozitif kararli oldugu

durum ele alinacagindan karmasiklik olmasin diye; €2
olarak gosterilmistir.

Lemma2.1: X, , X, ve (2.1) de tanimlandig
gibi ve M| =1-Py olsun.

r=0 - sr‘)(l(xl"sz"x1 ) X Q' (22)

yazilsin. Bu durumda asagidakiler dogrudur.
i) X, =0 ve r(X)=r(M,).
ii) MXIM, =M, =M X=X,

iii) L, M, QM, in bir genellestirilmis
tersidir.

iv) €, X nin genellestirilmis tersidir.

V) M OM,, ¥ nin Moore-Penrose
tersidir [2] .

+

B, nin tahmin edilebilir lineer fonksiyonlariyla ilgili

tim lineer sonuglarin ¢akistigini
asagidaki lemma verilebilir.

gOstermek i¢in

Lemma2.2: n goézleml; (U, W§, O’ZV) lineer modeli

ele alinsin. Burada W ve V nin her ikiside tam rankl:
olmayabilir. Bu durumda p‘P tahmin edilebilir lineer

parametrik fonksiyonunun lineer tahmin edicisi, ayni
zamanda onun BLUE sudur ancak ve ancak bu lineer

yansiz tahmin edici (I-Py )U ile iliskili

degildir[3].

+

Teorem2.1:(2.l)ve {M,y,M]XZBZ,GZM,QM]}
modelleri altinda M, X, [, nin BLUE lar gakisir [2]

Teorem2.2: {y,X,ﬂ,,JZQ} ve {y,X,B, ,0’21}
modelleri alinda X,p, in BLUE lar1 ¢akigsin. (Gerek
ve yeter sart i¢in [4]e bakiniz.) Bu durumda, (2. 1) ve

{y,MIXZﬁZ,UZQ} modelleri altinda M, X,p, nin
BLUE lar ¢akisir.

ispat: (2. 1) altinda M X, P, nin BLUE su,
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(2.3)

Mlxz(x2 EXQJ X, Xy

dir[Z]. {y,Mlxzﬁz,azﬂ} modeli altinda bu
ifadenin yansiz tahmin oldugu kolayca dogrulanabilir.
Gercekten,

E[Mp(z(x2 lesz Zy] -

- MIX2(X2’ZX2JFX2’ZM]XEB2
(TeoZ.lden)

- M,xz[xz'Mp:I\sz)_}'(;1\/112M,x2|32
(Lemma?2.1(ii)den)

=M, X,B, _
(*R(X;M, M, X, ) =R(M, X, )) oldugu igin

dir. $imdi (2.3) tn {y.M,X,B,,07Q] alunda her
lineer fonksiyon ile iliskisiz oldugu gosterilmelidir.
{y,X,B],UZQ} ve {y,X]BI,O’ZI modelleri altinda

X B, in BLUE lar cakistigindan,

4

Pyy= )'(l(xl Q"‘x,] X, &7y olur ve boylece
simetriden

P = »
P, =x][x19 xIJ X, Q

(2.4)

=Q“X1(X,'Q"’X,J X,

bulunur. 1'y, {y,Mlxzﬂg,GZQ} modeli altinda bir

lineer sifir fonksiyondur ancak ve ancak X, M1 =10

dir[S]. Bu sekilde bir 1 igin,
cov(Mlxz(xz ):Xz) X, Ey,l'y] =
= Mlxz[x2 zxz) X, Lo’ Ql

—_-Mlxz[x;zxz) X, £Qlo’
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o !

=M1X2[X2rEX2] Xy
[1 ~Q7'X, (xl”n"x1 j x]")la2

= M,xz(x2 z:xzj X, Mlg’
=0

elde edilir. Boylece teoremin ispati tamamlanir.
-

Simdi daha genel bir durumun, yani varyans kovaryans
matrisinin nonnegatif kararli oldugu durum detayl

olarak incelenecektir.

Lineer Model Altinda

11.2 Genel
Tahmin

Bu kisimda A4, modeli ele alinsin. Agik¢a bir lineer

Parcalanmis

model olarak M & modelini ele alinirsa, modelin

tutarlilig1 igin (1 .2) ye uygun olarak
y e R(M. X, : V) (2.5)

kabul edilmek zorundadir. M ve M _  modellerinin

celismemest icin

R(X, :X,:V)=%(M, X, :V) (2.6)

kabul edilir. Agikga M, M_  ile celismiyorsa.
RM, X, : V) R(X, : X, :V)
dolayi, M

apsterir. Eger M yalmzca zay\f singiiler ise, yani

oldugundan

nin tutarlihg, M, nin tutarhiliging

RX, : X, )< R(V) (2.7)
ise, M higbir zaman M _ ile gelismez.

Lemma2.3:X, €; """, X, €; ™™ ve nonnegatif

kararh bir V € j ™" alinsin.

1) Asagidaki ii¢ durum denktir.

a) R(X,:X,:V)=R(MX,:V)

a,) SR(X] ) C ER(M]XZ : V)

20
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ay) (X, )+dim®(M, X, )N R(V)] =
= dim|R(X, : X, )N R(V)]

ii) a;) kosulu asagidaki 4 durumu gosterir (ilk dgil
0zdes olmak iizere).

b,) ER(Xl) = TR(P]V)

b)) 7(X,)=r(VX,)

by R(X,)NR(V*)={0}
by R(X,) < R((T - Pux, V)

iii)Asagidaki iki kosul denktir.

c;) fR(XI)QER(V)
) R(X,)O[R(MX,)NR(V)]=
=R(X,:X,)"R(V)

dir. Burada c,) in a;) 1 vurguladigina fakat a;) in ¢;) i
daima vurgulamadigina dikkat ediniz [1]

-
¥

Asagidaki iki lemma M ve M aluinda M, X, P,

nin BLUE larinin karekterizasyonunu vermektedir. M
ve M., modelleri ¢elismedigi kabul edildigi igin

F, # F, olabilirligi ile M, modeli alinda M, X, 3,
nin BLUE sunun her iki gosterimi olan Ky ve FK,y ,

her y € ER(M]XZ :V) =“B(X] : X, :V) icin

(2.8)

Fy=Fy
ifadesini saglar.

Lemma2.4;

Z=1- PMI,(2 ve V,=M,VM,
olsun. Asagidaki dért durum denktir.

)  Fy.M=1{y,XB, +X,p,,0°V}
modeli alinda M, X, B, i¢in BLUE dur.

ii) F,F(X12X2)=(0:MIX2) ve
FVM Z =0 ifadelerini saglar.

iii) F=NM, dir. Burada, N,
NM X, =MX, ve NV.Z=0

saglar.
iv) En az bir P igin

i1fadelerini
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F=|1-Vv.Z(zV.Z)' Z|M,

+P|1-ZV.Z(ZV.Z) z|zm

dir[1].

+

Lemma 2.5: L=1-Py x olsun. Asagidaki i
durum denktir.

1) Fy . M, ={y,M]X2[’)2,0'2V}
modeli altinda M, X,, i¢in BLUE dur.

ii) F,FM X, =M X, ve FVZ=0 i
saglar

iii) En az bir B_ igin -
F=1-VZ(ZVZ)'Z |+B|1-ZVZ(ZVZ) Z|Z

dir[1].

-

+

Teorem 2.3: M ve M _ modelleri gelismesin. M
M,X,B, i¢in her BLUE, M alunda
M, X .B, i¢in BLUE kalir ancak ve ancak

altinda

R(X,) S R(V(I-Pyy, ))

dir.

(2.9)

Ispat: Fy nin, M  aluinda M X,B, i¢in BLUE

oldugu kabul edilsin. Bunun anlami1 F Lemma 2.5 ten
elde edilen herhangi bir matristir. Lemma 2.5 (ii) den

FVZ=FV(I-P,, |=0 oldugundan,
FV=FVP, dir ve

PMlxz — IMx, (I"Px] )= PM1X2M1 oldugundan
FVMI - FVPMIX2M| - FVPMlxz = FV(2IOa)

elde edilir. (2.10a) daki FV, =FVM, ifadesini

Z ile sagdan c¢arpilirsa,

FV,Z=FVM,Z=0 (2.10b)

olur. Boylece Lemma 2.4 (ii) den Fy, M altinda
BLUE dur ancak ve ancak

FX, =0 ve FX, =M X,

(2.11)
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dir. FX, =0 dir ancak ve ancak F =FM, dir.
Dolayisiyla FX, =0, FX, =FM X, =M X, i
vurgular. Buradan, M  altinda BLUE olan her

r

Fy, M altinda BLUE dur ancak ve ancak
FX, =0 (2.12)

dir. Geriye M  altinda her bir Fy BLUE su igin
(2.9) un (2.]2) ye denk oldugunu gostermek kalir.
(2.12) nin Lemma 2.5 (iii) den elde edilen bir F

matrisi i1¢in saglandigim kabul edelim. Bu durumda,
FX, =0 oldugundan,

1-vz(zvz) z[X, + B[l - ZVZ(ZVZ) Z[X,
= 0 1n 6zel bir ¢oziimii; [] __VZ(ZVZ)+ Z X =0

dir. Yani X, €R(VZ(ZVZ) Z) oldugundan,

X, =VZB olacak sekilde en az bir B matrisi vardir.
O halde, ‘R(Xl ) c R (VZ) dir.  Yani (2.9)

saglanir.

Tersini ele aldigimizda eger (2.9) saglanirsa,
??(le ) C 9{(ZVZ) yani ZX, = ZVZB olacak

sekilde en az bir B matrisi vardir. Bu lineer denklem
sisteminin ~ tutarh  olmast  kosulundan  yani

ZX, = ZVZ(ZVZ)+ ZX, yazlir. Lemma2.5(iii)
den A/, altinda her Fy BLUE su igin

—

FX, =|1-VZ(ZVZ) Z X (2.13)

-

dir. (2.9) a gore en az bir A matrisi igin

X, =VZA oldugundan bu ifade (2.13) de yerine

yazilirsa,
FX, = I - VZ(ZVZ) Z|VZA
= VZA -VZ(ZVZ) ZVZA olur.
VZ = VZ(ZVZ)+ 7ZVZ, oldugundan [4] FX, =0

a ulasilir. Boylece ispat tamamlanir.
+

Sonu¢2.1:Teorem2.3 iin ispatindan iddianin dogru
oldugu, “M alinda M X,B, i¢cin BLUE kalir”

Bir Genel Parcalanmis Lineer Model ve liskili indirgenmis
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deyimi ile “* M altinda M, X,B, igin yansiz” deyimi
yer degistirildiginde goriiliir.

Teorem2.4: (X, : X, ) = r(X, )+ r(X2) ve
‘R (X, :Xz) = ER(V) olsun. Bu  durumda
asagidakiler denktir.

a) X, M VX =0

b) M _ modeli altinda M, X,B, i¢in her
BLUE, M modeli altinda M, X,p, i¢cin BLUE
kalir [6]

-+

Simdi M zayif singiller modeli ve Teorem2.4 ile
uyumlu olan bir sonug ortaya koyulabilir.

Sonu¢2.2 M pargalanmis modeli zayif singiller olsun.
Bu durumda M _ indirgenmis modeli altinda

r

M, X,B, icin her BLUE, M altindaki M ,X,B,
icin BLUE kalir ancak ve ancak V nin herhangi bir

V'~ genellestirilmis tersi icin
XM VX =0 (2.14)
dir.

Ispat:Once V™ genellestirilmis tersinin segimine gore

X,M VX, in degismezligi
‘:‘R(Xi)_c_ ER(V) ve m(Mlxz)g ER(V) (2.15)

ifadelerine  denktir [7] Tabt ki X1 = |) ve

X,M, #0 kabul edilir. (2.15) kosullar:
‘R(Xl :X,)_) c i (V) ifadesine denktir ki bunun
anlain1 M zayif singiilerdir.

Eger (2.14) saglaniyorsa, en az bir A matrisi igin
VX, =ZA dr. VX, eRMX,) ohr
Buradaki esitik Z nin (M,X,)" tzerine dik
izdilsiim i¢in Ozel bir se¢im olduguna dikkat stmek
suretiyle goriiliir. Burada Z=(I—PMIXZ) dir. M
zayif singiller oldugu igin, VV X, = X dir. Ciinki
‘R(Xl)g ‘R(V) oldugundan X, =VB denklem

sisteminin tutarli olmasi i¢in gerek ve yeter Kosul
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VV'X, =X, olmasidir. Burada V™ X, =ZA

ifadesini soldan \Y% lle carptigimizda
VV'X,=VZG = X, =VZG  olur. Boylece
‘R (X1 ) c R (V) oldugu goriilir. O  halde

Teorem2.3 deki (2.9) kosulunun saglanmasindan

dolayi M, alinda M,X,B, i¢in BLUE, M
altindaki M, X, P, i¢in BLUE yazilur.

Tersine olarak eger Teorem2.3 deki (2.9) kosulu

saglanrsa ve M zayif  singiiler

X,M\V'X =X, MV VZA

oldugundan

=X, M,ZA

=X, ZM A
=)
clde edilir. Burada
R(X,:X,)= ~.R(X,)+~R(M,X2) cR(V) ise.
M X, =VB dir. Bu denklemin tutarlt olmas: igin
MX, =VV' M, X, ve

dolayisi e

X,M,=X,M,V'V dir. Aynca M,Z=2ZM,

oldugu aciktir. Béylece 1spat tamamlanir.

+
Sonu¢2.3M ve M _ modelleri ¢elismesin. Bu
durumda
R(VX,)cR(X,) (2.16)

ise, M, altinda her BLUE, M altnda M ,X,,

icin BLUE kalir [1 :

+

Sonug2.4 M ve M, modelleri g¢elismesin. Eger
PMl-‘izy’ M, indirgenmis modeli alunda M, X, 3,

icin BLUE ise, bu durumda M altinda BLUE
kallr[l].
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