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GECIKMELI DIFERENSIYEL DENKLEMLERIN COZUMUNDE
ORTALAMA YONTEMI

Omer Faruk GOZUKIZIL, Ismail OZTURK

0:2¢ - Giinliik hayatta gecikme kacimlmaz bir
sonuctur. Kullanilan herhangi bir fiziksel sistemde
mutlaka, saniyelerle bile olsa bir gecikme
slusmaktadir. Bazi  sistemlerde bu gecikme
m:krosaniyelerle ifade edilse de, sonucta bir gecikme
sirecine baghdir. Etkiyi veren uyarici x(t), y(t)
tepkisivie sonu¢ bulur. Buradaki t zamani, h ise
gecikmevi ifade etmek iizere y(t) tepkisi x(t-h)
uvaricisina  esit olur. Daha kapsamh sistemlerde
gecikme birden fazla da olabilir. Matematiksel
ifadelerle asagidaki gibi bir baslangi¢ deger problemi
ele alimrsa;

v(t) = f(t, x(t))

t2t,
X(1) = X,

X baslangic degerini, ty baslangi¢c noktasimi belirtir,
\ ve tp reel sabit sayillardir. Eger t noktasindaki bir
cizimiin degisim oram yalmzca t noktasindaki
cozime degil , aym1 zamanda t’den farkh degerlerdeki
(0zime ve ¢Ozumiin tiirevlerine bagh ise buna

fonksivonel diferansiyel denklem veya sapmal
argimentli diferansiyel denklem adi verilir. Bu
¢aliymada sapma argiimentli diferansiyel
denklemlerin simiflarindan biri olan gecikmeli

diferansiyel denklemler ve ¢6ziim yontemlerinden biri
olan ortalama yontemi incelenmistir.

Anahtar Kelimeler — Sapma argiimentli diferansiyel
denklem, ortalama yontemi, gecikme

4bstract — Delay is an unavoidable result in daily life.
There occur a delay absolutely in seconds in
whichever phsical systems which are used. Even
though in some systems delay continues microsecond,
as a result the depends on the delay process. The
stimulant x(t) which gives the efect results whit
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y(t) reaction. Here t represents time, h represents
delay and so y(t) reaction is equal to x(t-h) stimulant.
In comprehensive systems delay can be more than

one. When we consider a beginning value problem as
foilows:

t>t,

x'(t) = f(t, x(t))

X(t) = x,

Xg represents the beginning value, t, represents the
beginning point. x, and t; are real definite numbers. If
the variation rate of the solution t-point depends not
only on the solution at t-point, but also at the same
time depends on solution of the different values of t
and derivative of the solution, so it is called functional
differantial equations or differantial equation with
deviation arguments. In this study, differantial
equations with delay which is one of the class of
differantial equations with deviation arguments and

one of the solution method called averaging method
are examined,

Key Words - Differantial equations with deviation
arguments,averaging method,delay

I.GIRIS

Bilim, ¢evremizde olusan olaylar1 incelerken ve bu
olaylar hakkinda tahminlerde bulunurken ilging
yaklasimlarda bulunur. Bazi olaylari izlemeye dayanarak,
gelecekte olabilecek olaylari tahmin eder ve bunun igin
ele aldif1 olayin veya sistemin matematiksel bir modelini
kurmay1 hedefler. Fakat bircok uygulamada , kurulan
modelin incelenen olayin veya sistemin gelecekteki
durumunun ge¢misteki durumdan bagimsiz olarak
hareket edecegi varsayilarak hazirlanir. Bu durumun
sonucu olarak olaya karsi gelen denklem de, olayin su
anki durumu ve su anki durumunun degisim oraninin
ortaya ¢iktig1 kabul edilirse, bu duruma en giivenli
yaklasim diferanstyel denklemlerdir.
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Ayrnintih bir arastirma, yukarida bahsettigimiz kuralin
yalmzca bir ilk yaklasim oldugunu ve bu yaklasimda
gecmise doniik durumlarin da ele alinmasi modellemenin
daha saglikli olmasini saglar. Ozellikle bazi1 problemlerde
gecmise doniikk durumlarn modellemeye katmamak
sistemi anlamsiz kilar. Bu durum, kontrol teorisinde tiim
ciplakhigiyla gbéze ¢arpan bir durumdur [3,5]. Normal
sartlarda disaridan algilanan bilgiler diisiiniildiigiinde
etkiye karsi tepki gdsteren her sistemde ¢ok azda olsa bir
gecikme olusur. Ciinkii disaridan alinan her etkiye karsi
olusturulan bir tepki, zamana bagh olarak olusur.

Yukarnida anlatilan bu tepki modellemede ge¢mise
bagimhhigin ortaya ¢iktifi en basit hal, durum
degiskeninde gegcmise bagimlilik olup tiirevinde béyle bir
bagimhiligin s6z konusu olmamasidir. Bu tiir denklemlere
gecikmeli diferansiyel denklemler denir.

Sonu¢ olarak, ister ge¢mise bagimhlik gdz Oniinde
tutulsun ister tutulmasin, bir ¢ok olayin matematiksel
modeli kurulmaya calisilirken bir diferansiyel denklemin
olusturulmasi kaginilmazdir [5].

II. FONKSIYONEL (SAPMALI ARGUMENTLI)
DIFERANSIYEL DENKLEMLER

F(t,x(t),...x" (t) = 0 denkiemi n. mertebeden bir adi

diferansiyel denklem ifade eder. Asagidaki denklem ele
alinsin:

E(t x(fo1 (0)yees X(So (£): X (111 ()55
Sy ) (g () (. (£)) = 0

Bu formdaki denklemde 1=0,1,...n ; j=1,2,...,m olmak

lizere f,(¢) argimentlerinden en az ikisi farkli ise buna

n. mertebeden sapmali argiimentli diferansiyel denklem
(SADD) denir.

Gecikmeli bir diferansiyel denklem argiimentteki
sapmanin durumuna gore ilerlemeli, karisik, tarafsiz,
gecikmeli (delay) diferansiyel denklemler olarak
adlandinlabilir.

Ornek :

x'(t) =x(t2 +1)+x(t+2)—t+1 bir
diferansiyel denklem

ilerlemeli

x'(t) =3x(t =1)=2tx(t + 1) = 5 bir kansik diferansiyel
denklem

x"(t) =x'(¢)+ x'(t +1) + x"(¢t - 1) bir tarafsiz diferansiyel
denklemdir.

Gecikmeli Diferensivel Denic,
Cozimiinde Ortalama °
O.F. Gozikazil. |

Yukanidaki fonksiyonel diferansiyel — ders:
siniflandinlmas1  tam degildir. Hala hic™
verilemeyen fonksiyonel (gecikmeli) dife,
denklemler vardir.

Omegin,
x'(t) = x(x(7(£)))

seklindeki bir denklemin hangi tipten olduZun
vermek miimkiin olamamaktadir [4].

III. GECIKMELI DIFERANSIYEL
DENKLEMLERIN COZUMUNDE ORTAL
YONTEMI

111.1 Adi Diferansiyel Denklemlerin CéztiimGic
Ortalama Yontemi

€ >0 kiigiik parametresi bir 6l¢ek faktorii olmak

X' = f(=, %)
€

denklemini ele alinsin ve f fonksiyonunu f{t+1 »
seklinde tanimlansin. t,x ler igin x, (t,x) de stirex
sahiptir. f fonksiyonunu T(x,r) da dizgiin p<
olacak sekilde genisletmek miimkiindar. B
uygunluk agisindan ele alinirsa, (3.1.1) denkler ¢

Y = f,(»)

ortalama denklemini ve bu denklemde de fo(y) v

]
fo(¥) = ({f(r, y)dr

seklinde tanimlanabilir. Eger 0 yeterince kiici
ancak o zaman (3.1.) denkleminde degisken daonu
yapilabilir. t periyodik ve 0Ozdes sayilabilir.
bdylece ortalama vektor alanina yakin vektor alaniza
yeni bir adi diferansiyel denklem elde edilebilir.

Yani x=z+¢eu(t/e,z) seklinde x ¢6ztimii diisiiniilirse

A}

u(s,x)=|[ [f(r,x)- fy(x)ldr ve

0
8(1,z,0)=0 , g(1,z,€)=g(1+1,2,£) (3
ve
; {
z = fy(2)+ 8(—, 2,€) (3.1.5)
Z

bigiminde doniisiimler kullanabilir. Ortalama icin
klasik sonug olarak su elde edilebilir:

Eger € yeterince Kkiigiik segilirse ortalama denklem
¢oziimii ile birlikte hareket eden 6zel bir fonksiyv:
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vakin olan denklem (3.1.1) in ¢06zimii elde edilebilir.
Bunun i¢in asagidaki teorem kullanabilir [1,2].

Teorem (3.1.1) x(t), x(0)=x, olmak iizere denklem
(3.1.1) in bir ¢dzimi olsun. y(t) ise X¢=Yot+€u(0,Yo),
ve=Vo(xo) 1 saglayacak sekilde secilmis olmak iizere
(3.1.2) nin bir ¢dziimil olsun. y(t), £0 i¢in bagiml
degiskene sahip ise her >0, L>0 igin g5= g4(n,L)>0,
0<e< gy lan
|x(z)—x'(z)‘sn . 0<t<L (3.1.6)

vi saglayan x (O)=y(t)+eu(1/e,y()) vardir.Ayrica sonsuz
zaman aralig) [0,00) nda gecerli bazi kalitatif sonuglari

elde etmek mimkiindiir. Bunun i¢in Teorem (3.1.2)
incelenebilir.

Teorem (3.1.2) Eger denklem (3.1.2) nin hiperbolik
denge noktasi X, varsa (3.1.1) denkleminin x(t,0)=X, i¢in
bir € periyodik X (t,€) coziimii vardir ve bu cOziimde
hiperbolikiir. Aymi zamanda denklem(3.1.2) nin x4 da
denge noktasi clarak, ayni1 denge 6zelliklerine (3.1.1) de
sahiptir. Eger denklem (3.1.2) nin hiperbolik periyodik
viriingesi varsa denklem (3.1.1) inde

M_c RxR" seklinde hiperbolik degisken olmayan

Bu durumda My, = Rxy , t

zamanindaki M, nin ¢apraz bdélim Mg st t de e-
perivodiktir. Bu da gosterir ki (3.1.1) denkleminin
hiperbolik degisken olmayan torus’u var demektir.
Denklem (3.1.1) de t — €t i¢in daha alisiimis

manifoidu  vardir.

x" =¢f(t,x) (3.1.7)

denklemini elde ederiz ki bu da lineer olmayan salinimlar

teorisin de ¢cok sik karsilasilir. Bu sonuglar altinda (3.1.7)
denkleminin ve ortalama denklem olan

y'=¢fy(y) (3.1.8)
nin ¢zlimlerine kolaylikla dénistiiriilebilir[1,2]
[lI2  Gecikmeli Diferansiyel Denklemlerin

(6ziimiinde Ortalama Metodu

Bir 6nceki boliimdeki sonuglari GDD’ ye genisletmek
nimkiindiir. F(t+1, ¢ )=f(z, ¢ ) tim (1, ¢ ) € RxC i¢in
1, @) de siireklidir.ve ¢ de siirekli tiireve sahip olmak
1zere

x' (t)=f(t/e.x,) (3.2.1)
lenkleminin ortalama denklemi
Y ()=fo (¥, ) (3.2.2)

eklinde ve burada fy 1
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1

fo@) =] f(z,p)dl (3.2.3)
0
biciminde alinabilir. Bir O6nceki bdliimdeki benzer

sonuglan elde etmek i¢in C’ deki sabitlerin varyasyon

formiiliinii, sifir wvektdér alammin  karisikligi  olarak
kullanacagiz.
x'()=0 ,t>0 (3.2.4)
Eger Ty (t) yi
(Pt +0),t+0<0
T,(t) =9 (3.2.5)
9(0),t+6>0

bigiminde genellestirilimis yar grup sayilirsa o zaman t=0
daki birinct degerli ¢ ile GDD (3.2.1) in ¢6ziimii,

Ko(t,5)0) = | xq(t +6 -)da,—r <6 <0 ve
0

0,1 < 0;
Xo () = < alinirsa
[, 20.
‘ )
X(#)=Ty(Op+ [ dlKo(t,8)Lf(—,x) (3.2.6)
0 €

olarak bulunur. T>0 sabit ve x, =Fz 0&yle Kki

F:BC([0,T],C) —» BC([0,T],C) degisken déaiisiimii
kullanarak

! T !
Fito) = v(e) - 4y d| kit o) = v + eu(=, v(0)
E E

(3.2.7)

olur. O zaman u(s,(z))zf [(7,9) - f,(@)]dT  ve Ag

0

(3.2.4) denklemi ile iliski kuran tretectir. (3.2.7) de
verilen x, = Fz, degisimini dogrulamak ¢ok kolaydir. Bu
lyl tanimlannus 1- periyotlu periyodige ve Ozdeslige

yakindir [1]. Bu da demektir ki C sabiti ve &, >0

vardir. Sdyle ki 0 <& <¢g; igin fark sup |z£ —x,l < eC
0st<T

dir. Sonra x; , (3.2.6) denklemini sagliyorsa z integral

denklemi i¢in tiirevini alinz. (3.2.7) denklemini (3.2.6)

denkleminde yerine koyar ve x,=z,+ &€ u(0,z,) ve

T T dv T T
n(—,v) =-eDg(—,v)—+ f(—, V)~ f(—,V) (3.2.8)
£ £ dt £ £

oldugu yerde denklemi tekrar yazilirsa



SAU Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi
8.Cilt, 1.Say1 (Mart 2004)

z, =T, (t-5)z, + | d[K,(t,7))fo(2,)
y (3.2.9)

! T
+[ dK,{t,0)ln(—, z,)
0 £

elde edilir. y, nin (e dizisinin terimlerine kadar ) ortalama
denklemin bir ¢6ziimii oldugunu kanitlamak i¢in elde
1{t.v) nin lineer olmadiginin incelenmesi kalir. Bunun
iymde asagidaki Lemma 3.2.1 kultamlabilir.

2.1 v& BC'(0,1)],0)

Yemma 3.2
Oyle ke

icin C>0 sabiti vardir.

|

U : i ’, ~n o~
f d{»’:ou,z)]N(-,v(z-).g)dr‘ < C(eivL v (3.2.10)
(i oy

-,

:
K
|
|
|
]

Ever x=I'z 1se z , s dizisinin terimlerine kadar

vs‘alama enkiemin ¢ozumiidiir. ik uygulama olarak

%0 = ¢ ¢ (C olacak sekilde x, ile, (3.2.1) denkleminin
I;l“f :

¢oziiml x, = Fy, Karglagtindabiiir. y, =  ve

4 =1y +2u{0,y7) olacak sekilde v, de orialama

denbdorminin ooziimitdiin,

- T - & : - . -y v’ —— ~
teorem 22,1 Efer de O in yo- ve ¢ =y+eu(0,y)
.:l . = . -‘
¢~ 1'* ,t?:’-:ZT‘ (et F ”] i1 111 Lol L)a... I*u 1.11 O Zainai
Vo i aala 7= a u bat vres b

rhie bir § ve L. igm burada bir t; vardir, Soyle ki
- L] . L] # r* * . - ° ']
U<g<gjigin tark,x, = £y, oldufanda 0 <t < Ligin

(3.2.1%)

oiur. Daha dnce bahsedilen transformasyon teorisi ile
mvariant manii'old teorisinin  metodlar1  kullamlarak
Teorem (3.2.2) eide edilir.[ 1.2]

Teoren: 3.2.2 Eger v, ortalama denklem (3.2.2) nin bir
niparbolik denge noktasiysa o zaman orada bir pozitif
sabit ¢ian sgve 1) clusur. Sovle ki 0<z<gy igin burada
denklem

- L © U e (X (X *

icin € periyodik ¢6ziimii x  (t,)
o!ur. x (.

. § )= yy hiperboliktir. Bununda ayni stabil

| )
:V“YJ<”f
kiimesinde tektir. Eger ygo hiperbolik ve diizenli asimtotik
sabitse g- periyodik ¢6ziim hiperbolik ve diizenli sabittir.
Burada p,c.y poztif sabitler olmak lizere eger x (t,¢9)

(y(t, ¢ ) , ( 0, @) tarafindan ve
‘g‘)-yol <p ve

o . i A § f n
ozellikleri y, olarak vardir. Ve \xeR

a teoki olarak )
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©0icin  |x(t,d)-x (t,e)‘ < Ce™"

x(t,8) - y(t,€)| < 7 (2
clde edilir. Burada daha kullanish odaklan

almakta miimkiindiir. Bunun icin teorem (::
inceleneuilir.

Teorem 3.2.3 Eger ortalama denklem (3.2.2) rin -
Ay varsa , o zaman burada bir g >0 vardir. Sov:
0<e<g igin denklem (3.2.1) igin dist (A A~
e — 0 olarak Poincaré goriintiistiniin yerel bir oda:
vardir. Eger n bir sabit tamsayi ise ve b>0 bir parar-
ise sonuclar gosteren bir 8mek olarak
x'=-x(t)+b R ke, ?
1+x(t—7r)

(5.2 :

denklemi e¢le alinir. Coziim goriintii dagilmasidis
bundan dolay: bir genel odak olusur. Bilindid gibi n> i
o

icin by >0 olugur, sdyle ki b= by i¢in A da kaotik hz=?
vardir. (3.2.13) iin kansikhiginin  hizh  salimee
asagidaki sinifi dikkate alinirsa

[
acos(—)+x(t—r)
x'(1) = —x(t) + b 5 (3:

! n
1+ (cos(--) + x(¢ - 1)
E

a >( perturbasyonun Bl¢liniinii gosterir bir sabi:
[1,2]. Asagidaki sonucu kanitlamak miimkiindiir.

Cok kiigik &0 igin denklem (3.24) igin Pon
gOriintisiiniin A, odag kesinlikle tek bir taned:
a max{2b,3} diir. Bu sonug gosterir ki yitksek frek=
perturbasyon odad: ilizerindeki karsik hareketi enz
Bu sonucun kaniti ortalama denkiem (3.2.4) { icen:
sonu¢, lineer olmayan vektdr alamini tahmin ed>

ortalama denklem i¢in Razumikhin-tip teor:™
kullanir. Bu teorem ile ispat tamamlanir.
IV. SONUCLAR

Gecikmeli diferansiyel denklemlerin analitik ¢ozim
cok basit haller ve istisna denebilecek durumlar di-
hesaplanamaz. Ayrica ¢éziillen baglangig sare
baglilik gosterir. Bu nedenle gecikmeli diferas
denklemleri c¢ozmeden Once denklemin davraa:
gormek, buna goére c¢oziimlerin niteligini belirk
gerekir.

Ortalamma yOntemi uygun sartlar altinda g
diferansiyel denklemlerin ¢dziimlerinin yaklagik if&:
elde etmeyi saglamaktadir. Bu yodntemde denk=
genel karakteri belirlenip sayisal ¢oziimleri yapilm2-

—

e>0 bir kiiciik parametre oldugu zaman aynca 0%
denklem ;
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x'(¢) = & (t, x) (3.2.19) [S]. OZTURK, I., Gecikmeli Dferansiyel Denklemler ve
Ortalama Yoéntemi, Y. Lisans Tezi, Sakarya
icinde bahsedilir. Eger f; , denklem (3.23) de Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii, Sakarya.

tammlanmissa o zaman ortalama adi diferansiyel
denklem ¥(0)=y ,0 e[-r,0] icin

y'() = &y (¥) (3.2.16)

olur. Sonuglar Teorem (3.2.2) teki gibi benzer sekilde
elde edilir. Ama elde edilmis ispatlar baska bir yaklasimi
takip eder. Eger biz gecikmeli diferansiyel denklem
(3.2.153)1

x'(t)=0-x, (3.2.17)

perturbasyonu olarak dikkate ahinirsa C deki ayrigma
==lz(t)y+w, ve T (8) =1, 6 €[-r,0]olmak iizere lineer
denklem (3.2.17) icin w, nin sifira herhangi bir iiste!den
daha hizhh yaklastigimi vurgular. Bu sonugtan sonra
invanant manifold teorisi adi diferansiyel denklemlerde
tanimlanmis akisa esit olan herhangi bir verilmis bagimli
Kiimedeki gecikmeli diferansiyel denklem (3.2.15) icin
akisi gdstermek amaciyla kullanilabilir. Klastk ortalama
Kurallan bu adi diferansiyel denklem i¢in uygulanabilir.

Gectkmell diferansiyel denklem (3.2.15) de t— t/e ve
>x(te)=y(t) yazihirsa }’,’g(ﬁ)zy(t+89) , 0€l[-r,0]

Olmak lzere

V()= (=1 ,.)
&

€lde edilir. Bu kiiciik gecikmelt bir denklem olmasina
ragmen t denklemde hizli bir sekilde salimir. Bundan
dolayi (3.2.1) i¢in kullanilan doniisiim teorisini
kullanarak gecikmeli diferansiyel denklem (3.2.14) icin
b u sonuglart elde etmenin miimkiin olabilecegi anlasilir.
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