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Abstract: In this paper; consideration 1s given to the

full algebras. Following this, we have shown that the
equality o ,(a) = oy (CD(a)) is satisfied when 4, B

are semisimple, regular, commutative Banach algebra

with identity, Banach algebra with identity respectively.

I.Giris: Bu makalede 4 birimli, degismeli normlu
cebirinin  sifirdan  farkli  biitiin - kompieks degerli

homomorfizmlerinin kiimesi A(.A) ile gosterilecektir.

A degismeli bir Banach cebiri olmak iizere,
x:A(A) > C, x(h) = h(x)

x&A nin Gelfand doniisiimii olarak isimlendirilir.
A birimii bir Banach cebiri ve X e<.4 olmak iizere

o .(x) ile gosteriien

l1

{iie@|(x—il_4) g A }

kimesi X elemaninin A cebirindeki spektrumu,

P.(x) ile gosterilen

L=, (¥)= {Ae@%(:«:—-ﬂ,lfi) eA'l}
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kiimesi de X elemaninin A cebirindeki rezolventi, yine
r,(x)= Sup{ ’ A || A€o, (x) }

sayist da X elemaninin A  cebirindeki spektral
yaricap! olarak isimlendirilir, Larsen, [3].

A birimli bir Banach cebiri B, 4 c¢ebirinin birimini
iceren kapali alt cebiri olmak iizere her x5 icin
og.(x)Cco(x) ve ©03(%)<Cdo,(x)oldugn
calisilmistir, Larsen, {5]. Yine, A birimii degismeli bir
Banach cebiri ve B, A cebirinin birimini iceren regiiler

alt cebiri olmak iizere A(B) nin her elemaninin, A( A)

nin bir elemanina genisletilebilecedl vyani  her
Y, e A(B) i¢cin ¥, = ‘I’A;B olacak sekilde bir
VY, € A(A4) nn varlig1 gosterilmistir, Larsen, [5]. Bu

¢alisma Literatiirde Shilov Teoremi olarak bilinir.

Ayrica A birimli degismeli Banach cebiri icin

-~ . . : \
x € A olmasi igin gerekli ve veterli sartin her

DO € A(A) igin D(x) # O oldugu ve

o, (x) ={ O(x)| ® e A(4) |
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ifadesi Rudin, [6], tarafindan gosterilmisti. 4 ve B
birimli Banach cebirleri ve ®: 4 —> B @(1,) =1,

kosulunu saglayan siirekli bir homomorfizm olsun. Eger

her a € A igin

o,(a) = oy ((D(a))

esitligi varsa spektrumun doniisimii saglanir, denir.

Corach - Suarez, [3], ¢calismalarinda bu tanimi vererek

D", @ donisiimiinin  adjointi olmak iizere N

doniisiimiiniin 6rten olmasi tizerinde ¢alismislardir.

I1. DOLU CEBIRLER

Bu bdliimde dolu cebir tanimini verip, onun

ozelliklerini inceleyecegiz.

Tanum 1. 1. 4 birimli bir Banach cebiri, B de A4

cebirinin birimini kapsayan bir alt cebir1 olsun. Eger
be B icin be A oldugunda b € B™' oluyorsa

B cebirine, A cebirinin dolu alt cebiri denir,

Bourbaki, [1].

Teorem II. 1. Eger B, A cebirinin dolu alt cebiri
ise her x € B igin 0,(x) =05 (x) olur.

Ispat:Herhangi bir alalm. Bu

A € p,(x)

durumda (x—Ae)e 4™ olur. B cebiri, A

cebirinin birimini kapsadigindan (x— Ae) € B dir.
Ote yandan B dolu alt cebir ve (x—1e) e A~

olmasindan (x—Ae) € B bulumur. Bu ise

oldugunu Buradan

A € p,y(x) gosterir.
o, (x) co,(x) olur. Béylece 0 ,(x)=04z(x) elde

edilir.
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Teorem II. 2. A birimli bir Banach cebiri, M — 4

alt cebir olsun. M alt cebirinin komutanti olan

M'={x eAlhermeMicin mx=xm}
kiimesi dolu cebirdir.
ispat: xe M' ve xe€A' olsun. xe M’

oldugundan her me M igin xm = mx olur. Buradan
- 4 -) -1
x (xm)x™ =x""(mx)x

x_lx(mx_') = x "m(xx”’ )

—

yazilir. O halde mx” =x"'m

oldugundan
x € (M")™" elde edilir. Bu ise istenendir.

Teorem II. 3. A herhangi bir birimli Banach cebir,
B de A cebirinin maksimal degismeli alt cebiri olsun. Bu

taktirde B, 4 cebirinin dolu alt cebiridir.

Ispat: Once B cebirinin, 4 cebirinin birimini
icerdigini gosterelim. Eger 1 ;| ¢ B ise her x& B iin
x1,=1, x olacagindan, B cebiriile 1 , elemanmnn

olusturdugu cebir degismeli olur. Bu cebir B cebirini

kapsadigindan, B cebirinin maksimal olmasi ile gelisir.

Ohalde 1, € B olmaldir. $Simdi B nin dolu alt cebir

oldugunu gosterelim. be B ve be A~ olsun. Her

xe B i¢in bx xb  olacagindan b € B’

bulunur. B’ dolu cebir oldugundan &b € (B')”' elde

edilir. Buradan her x€ B icin b™'x = xb™" olup B

ile b elemamnin olusturdugu cebir degismeli olur ve

B cebirini kapsar. Ote yandan B maksimal degismneli

alt cebir oldugundan B ile  b~' elemanmn
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olusturdugu cebir B cebirinin kendisidir. Yani

b e B olup B dolu alt cebirdir.
Teorem II. 4. A birimli, degismeli bir Banach
cebiri, B de A cebirinin birimini kapsayan regiiler alt

cebiri olsun. Bu taktirde B bir dolu cebirdir.

ispat: Kabul edelimkibe B ve be A~ olsun.
Y, eA(A) igin V¥, (b)#0
Y, € A(B) igin,

Bu durumda her

olur. Ote yandan her

S = ‘PA‘B olacak sekilde Y, € A(A) vardr.

Buradan her ¥, € A(B) igin

¥ (b) =¥, (b)#0

olur. Buradan ‘¥, (b) #0 olup b € B™' elde edilir.

Buise B cebirinin dolu cebir oldugunu gosterir.

III. SPEKTRUMUN DONUSUMU

Calismanin bu kisminda spektral esitlik tizerinde

duracagiz.

Tanim III. 1. A ve B birimli Banach cebirleri

®:A—> B, O(1,) =1, kosulunu saglayan siirekli

bir homomorfizm olsun. Egerher a € A igin

o, (a)= O'B(d)(a))

esith@i varsa spektrumun doniisimi saglanir, denir,

Corach- Suarez [3].

Teorem III. 1. A ve B birimli, degismeli Banach
cebirleri olsun. Eger D A(B) = A(A) esitligi varsa

spektrumun doniisiimii saglanir. Yani

0,(a) = o,(®@)) olur

ispat: Herhangi bir Y, e A(B) igin

O'W, =¥, olacak sekilde bir ¥, €A(A)

vardir. Bu durumda her a€e 4 icin
(0"Y,,a)="¥,(a)

\PB((D(G)) = ¥, (a)

elde edilir. Bu son esitlikten

o,(a)=0,( D(a))

yazilir. Bu 1se spektrumun doniisiimiiniin saglandigini

gdsterir.
Teorem Il. 2. A birimli, degismeli, yaribasit,
regiiler Banach cebiri £, ve F,, A(A) kiimesinin

ayrik, kapah alt kiimeler1 olsunlar. Bu taktirde

a,|p =1, ay|, =1, a,.a,=0
olacak sekilde a,,a, € A vardir.
Ispat: FNFE =9 oldugundan

U NU, = olacak sekilde f, kiimesinin U,

F, kiimesinin U, agik komsulugu vardir. Buradan

A(A) - U, ve A(A) - U, kiimeleri kapal: olup

(A(A) -U )N F=0, (AA) -U,)nF, =@

bulunur. Bu durumda
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)| A(4)-U, 0

olacak sekilde a,,a, € A vardir, Larsen, [5].
Herhangi bir ¥, € A(A)
VY.elF,, Y, el |,

Y,eA(4) - U,

alalm. Bu ‘Y,

VY, e A(4) -

I¢In,
s

ifadelerinden birisi dogrudur.

Kabul edelim ki “¥,e F; olsun. Bu durumda
FNF,=0 oldugundan Y, ¢ F, ve
¥V, eA(A) - U, olr. ¥, ,eA(4) - U, ise

a,(¥,)=0 olup

-~

(a,a, (YY) = a(¥,a,(¥,)=0

elde edilir. Ote yandan A cebiri yar basit oldugundan

a,.a, =0 bulunur.

Benzer sekilde

VY, eF,, Y,e A(4) -
U, Y, eA(4) - U,

olmasi durumlarinda da

a,.a, =0 bulunur.

Teorem III. 3. A birimli, degismeli, yaribasit,
regiiler Banach cebiri, B de birimli herhangi bir
Banach cebiri olsun. Eger ®:4—> B, dP(1,) =1,

kosulunu saglayan; siirekli, bire- bir homomorfizm 1se

spektrumun doniisiimiiniin saglanir. Yani her ae A4
ICIn

o,(a) = O-B((I)(a))
olur.

Ispat: Kabul edelim ki CD(A) =(C olsun.

1, € A oldugundan D(1 ;) eP(A)c P(A4)=C
olup C birimlidir.
Simdi C

cebirinin degismeli

a be C

oldugunu

gorelim. Her

olsun. Bu durumda
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O(a,)—>a, Db, )b olacak  sekilde

(a,), (b,)= A dizileri vardir. ® bir homomorfizm

oldugundan
®(a,b,) = B(a,) D(b,) —> ab
®(b,a,) = D(b,)D(a, ) — ba

elde edilir. Ote yandan A  degismeli bir cebi

oldugundan D(a,db )=DP(b,a,) olup ab = ba

bulunur. Bu ise C cebirinin degismeli oldugunt

gosterir.

Simdi C cebirinin regiiler oldugunu

gosterelim. D(A4) =C D:4->C

aldigimizdan
bire- bir, Orten bir doniisim olur. Bu doniisiim b

O:C" > A4 doniisimii  tanimlar. Buradar

D :A(C) > A(A) doniisiimii elde edilir. Sifirdar

farkli her ae A ve Y- c Ker®d" i

( oY, ,a )= \PC((D(a) ) =0 bulunur. ® bire

bir oldugundan ®(a)#0 olup Y. =0 olr

Boylece @ :A(C) > A(A) doniisiimiiniin bire- bi

oldugu gériiliir.
Herhangi bir K c A(C) kapali v
Y, ¢ K alaim. Buradan @K c A(4)

O'Y, e A(4A) ve @ bire- bir oldugunda

O'Y, ¢ ®"K bulunur. Ote yandan A cebiri regiile

oldugundan

olacak sekilde ae& A vardrr, Larsen, [S] . Buradan
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”~

. =0 ise D(a) x =0

s

a (I1L1)

gy, #0 ise (©@), ¥, )20 2

elde edilir. O halde (1I1.1) ve (111.2) den C cebiri
regiiler olur.

Simdi D A(C) = A(A4) oldugunu
gosterelim. D A(C) c A(4)  oldugu biliniyor.
Kabul edelim ki A(4)z ®"'A(C) olsun. Bu
durumda P, e ®"A(C)  olacak  sekilde

‘Y, e A(A) vardir. Teorem IIL 2. den dolay1

=1, a,.a,=0

_Q)
::E
|}
—
Rk

olacak sekilde a, ,a, € A bulunur. Bu durumda

a. =1 ifadesinden her ¥, € A(C) igin

DA
(0", ) =1

(O, a,)=1¥.(D(a,))=1 qu3)

elde edilir. O halde (II1.3) esitligi her ¥, € A(C)

i¢in ‘P(.( D(a, ) ) #0  oldugunu gosterir. Bu ise
®(a,) e C~' demektir. Ote yandan @a,.a, =0
oldugundan D(a,.a,) =D(a,) DP(a,) =0 bulunur.
D(a,) € C™'  olmasindan dolay1 da D(a,) =0

olur. Bunun sonucu a, =0 elde edilir. Bu ise

a,(®,) =1 olmasi ile gelisir. O halde

A(A) c @ A(C) olmalidir. Béylece

O*A(C) = A(A)

elde edilir. Bu son esitlikten

her'¥'. € A(C) igin D = V¥, olacak sekilde

VY, € A(A) vardir. Her a € 4 igin
(O, .a)=Y¥,(a)

Y. (®(a) )=V, (a)
yazilir. Boylece

o,(a)=o.( D(a)) (111.4)

elde edilir. Ote yandan C , B cebirinin regiiler alt

cebiri oldugundan Teorem II. 4. den C dolu alt cebir

olur. Bu durumda O‘C( D(a) ) = O'B( D(a) )

bulunur. Bu son esitlik (I11.4) esitliginde yerine yvazihirsa

o,(a)= O-B( D(a) )
olup i1spat tamamlanir.
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