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KURE DUZLEMINDEKI OPERATOR RIESZ POTENSIYEL INTEGRALINI
HESAPLAMADA (p, q)’UN SINIRLILIGI

Mehmet Karakas

Ozet- Kiire diizlemindeki Riesz potansiyel Bu tiir integrallarin degerleri, monoton analizi ve

integralinin lasmi hesaplama islemlerine iliskin bir
cok arastirmalar ortaya koyulmu§ ancak,
hesaplama islemlerinde operator (degisim) durumu
pek ele alinmamistir. Bu aragtirmada, operator
Riesz potansiyel integralhmin kismi hesaplama
islemlerinin yontem ve arastirmaya iliskin ézellikler
ortaya koyulmustur.

Anahtar Sézciikler - Operatéor Riesz Potansiyel
Integralimn Kismi Hesaplanmasi, Kiire Arah, Ic
Degerlendirme Operatorii, (p, qQ)’un Smrhihd, (p,
q)’un operatorii.

Abstract -A lot of research has been conducted on
Riesz potential integral operator. The concept of
Riesz potential integral operator of variable order
was introduced and its properties were investigated
in this paper.

Key words - Riesz potential integral operator of

variable order spherical distance; operator
interpolation; (p, q)-boundedness; (p, q )-type
operator.

1. GIRIS

Operatér Riesz potansiyel integralinin kismi hesaplama
1islemi, integrallann hesaplanmasinda kesir dereceli
kismi hesaplama islemidir. Bu tiir integrallarin
degerleri, monoton analizi ve fonksiyonlarm tahmin
degeri kavrainindan ayrn bir deger analizine aittir.
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fonksiyonlann tahmin degert kavrammdan ayn bir
deger analizine aittir. Ross B, Samko S., 1993’de tek
degiskenli integrallarin hesaplanmasinda sabit kesir
dereceli kismi hesaplama iglemini operatdér Kkesir
dereceli hesaplama islemine geniglettikten sonra, bir
¢ok arastirtnaci tarafindan bu konu tartisilmastar.

Ozellikle fonksiyonlann siirekliligi iizerinde ¢ok yogun
tarismalar olmustur. Bu arastirmada sabit dereceli
Riesz potansiyel integralinin kismi hesaplama islemi
lizerine operatér 1slemini genigleterek yem1 bir yontem
gelistirilmis ve bir ¢ok temel ozellikler ortaya
konmustur.

Rﬁ*F - {;xﬂ (x]1"'qxu,x;i4;)§ﬁ;E‘R,lﬁi%ﬂ 3 lé

verilmis olsun. Burada Q, ise R™*' deki # boyutlu birim
kiire diizlemidir. | x — y | = arccos (x « y ) ise ,’deki x
ile y noktalan arasindaki kiire diizlem araligidir. L.P(€,)
1se dogrusal evrendir.
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tipp (ya da (p, q) smrlanmig) demlip,
| ,T(f) I C}SC £l s .es.lts_l%l_lgmvl saglar. Bur“aq.a Cilef Aksiyom 3
bagli degildir. Bu esitsizligi saglayan en kiigiik C ise | 1] I3 l
T’nm (p, q) degeri denir ve || T || g4 ile gosterilir. ege o %’;" 2% p ¢ ‘“‘; 1 L l<pey,
Ax)ELY(Q,),0<a(x)<n, fx) ‘in operator Riesz

: : : ! . ralx) - Ve
potansivel integralinin kismi hesaplama islemi, ™ 1le
asagidaki gibi tammlanir o | ‘
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| 1se, o halde hesaplama iglemi
Bu arastirmanin maksadi, I* nin (p, q)’un smirhhk

gibi  Ozelliklerini ortaya koymaktir. Ifadelemeyi | | -
kolaylastirmak acismdan bundan sonraki agamalarda C T f’) {x) = l K . ¥ ).fﬂ ;}"jﬂ;}*
degisik sabit sayilar ile gosterilmistir. = £

olup, bu (p, r) tipidir. Burada || "Il w;%ise L
sektoriiniin (yayinin) degeridir, yani

. AKSIYOMLAR VE NETICELER
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Bu arastirmadaki konunun kayna@ asagidaki birkag Se(fIlx) = | L. 2 E..E ; FlyXdL, g(v}
aksiyomdan gelmistir h e
Aksiyvom 1 (Integralm Minkowski Esitsizligi) dir.
1<p<e, f(x,y)ise R*XR" de Lebesgue o6lgiile
bilen olsun. Bu halde Béylece asagidaki sonuglar elde edilebilir,
’ /g Teorem 1 O<m§a(x)<n,f(x)ELl(Ql) verilmig ise, o

1A st 10 s

& { (‘[ | ffﬂti,.?} '|F;I:;]1"‘-*’“{{;;-; halde I*®(f)(x), hemen hemen x € Q,’de yakinsaktir ve
/R i - J H. f(n . / !

1*®(f)(x) EL(Qy) dir,
ispat

Not : bu aksiyomdaki R™xR" yerine her hangi iki
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Olciilebilen kiime carpimi M;xM, i¢in de gegerlidir. L}'-é‘ = {2 & Dy x = cosl i | Ly.-:? L= b oy 1sin™0,

Aksiyom 2 (Riesz — Therin Potansiyel Hesaplamasi) olsun, boylece

. PP |
| & pud; € ® ) = D 1. &€ (0,1), ™ =

P
 ~ ¢t 1 l -t

A ¢ s S v R 4 ’ g + —t— .

.!’ T A 2 :
Py Py 4 49 9,

olsun ve T de bir dogrusal hesaplama olsun. Eger T ise

(po,Q0) tip1 ve (p;,q;) tipinde 1se, o halde T, (p,q,)
tipinde olur ve
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olup, I"®(f)(x), €£,’da hemen hemen mutlak yakmsak
ve de tegrallenebilirdir.

Teorem 2 0<m<u(x)<n,l<p<ecc ise, I*™ , (p, p) tipi
hesaplamadir, yani fakat m ve n’a iliskili évle bir A
sabiti var olup

I ESDN, < allfl,

olur.

Ispat Bu teoremi potansiyel hesaplama islemi ile de
ispatlamanuz miimkin, ancak, hesaplamanin daha
kolay olmas: igin kiire diizleminin kaydirma kismi

hesaplamasi Sg:
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degert 1 olan (p, p) tip1 kistm hesaplamasi oldugundan,
yani || Se(D) Il ;< |l £l , olup, aksiyom1'den
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elde edilir.
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Yukaridaki Teorem?’yi daha genisletirsek;
Teorem 3
| [0} it
0 < maxalx) cn,l<cps .r,‘};' -z m

ise, o halde 1™ (p, r) tipi hesaplamadir, yani fakat m
ve n’a 1liskili C sabiti var olup,

| F= (A, < C

]
K P
olur.

ispat g=pr/(pr+p-1),q'=q/(q-1) olsun. Burada
1°® (1, q)tipi ve (q',0)tipi oldugunu ispatlariz.
Aksiyom 1’den
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noo 8
e gom
Cinki bu, # T dan pr/(pr+p-r)<n/(n-m)

olup, buradan ¢ < nin ~ m);»sw - qm

1w <1, olur, bOylece yukandaki integral
vakinsaktir. Dolayisiyla

F PO, < CRFl,

q) tip1 demektir.

Bu demek I*™ ige (1,

Halder esitsizliginden kolayca
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Cldb edilir. Neticede
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olup, buradan da I, (q',) tipidir.

l
i = q( I ) ’
P oldugunu varsayarsak, o halde

Jdo_ - ot ] { 1

e T o= 4._;...;...
P ! g 7 7 olup,
Aksiyom2 've gore la(x),(p.r) tipt kismi hesaplama
olur.

n 2
= ~-;: ] pt ¥ |
p#r oldugunda, 1¢In Sonug

vine de saglanir. Bu halde

Teorem 4
) \ n n
() < m‘&@(t,} < H;] “ P L Fy— ™z m,
p F

ise, I (p, 1) tipi hesaplamadir.

Ispat Once a(x)=m sabit oldugunda tcoremin
| 1 n
rjl g vy — L VN "
(3 . 4 » ¢ j’ r
saglanacagini i1spatlavalim. . den
! 1 n.—-m n
ndw. " ! e & + S e i ad é”’ {? g2 e e YT R
r g R no— o
4 + 1 1
-+ b o v
j r 4 # )
oldugunu varsavalim, bu halde |
r —_— .u—mgmx& — —-n. P - - .é.mu-..-
= ‘B e —. %
olur. Ciink, q§ -1 1 no+ mr

oldupundan. kolayca p<<q'olacakgini ispatianabilir.
Kx,v)= | x-v | ™", olsun diyelim, bu halde
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B s

iRz, Dy = suph{mesiy € 0,0 1z -y 1% 5 A}V
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£ Cogal (1 pvifuestin _ ¢
A nl

; il F 2 ) %;i %
aymi  sekilde, WALy wr s €. olur.
Aksiyom3’ten [ nin (p. 1) tipide oldugu bilinir. yani
Oyvle bir A sabiti var olup, onun igin

N, s Alifi,

olur.

Genel potansiyel durumunda, divelim
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olsun, bu halde
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olur. Dolayisiyla

| P < Ba L £l ekl s 4 UAL, + DR
g AU+ alfl, = C-‘f.-sf%!,r,,,

olup, [ (p, 1) tipi kisini hesaplama olur.

1. SONUC

Integral hesaplamalarinda kiire diizlemindeki Riesz
potansiyel integraliun hesaplanmasi teknolojinin her
yOniinde biiviik 1lg1 gormektedir, Bu arastirmada kiire
diizlemindeki Riesz potansiyel integralimn Kismt
hesaplama islemlerine iliskin temel bilgi ve yontemler
isiginda yem bir tartisina konu olan teorem ve neticeler
ortaya konulmugtur. Bu agidan hesaplama islemlerinde
operator (integral smurlannin degisimi) durumu ele
alinmis ve sonu¢ olarak yeni vontemler gelistirmmstir.
Bu yoOntemler 1sigmda, Riesz potansiyel wtegralini
hesaplamanin bazi 6zellikler verilmistir.



SAU Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi Kiire Diizlemindeki Operatr Riesz Potensiyel

6.Cilt, 2.Say1 (Temmuz 2002) Integralini Hesaplamada (p, @Jun N?i;zlarllhgx

IV. KAYNAKLAR

1. Ross B, Samko S. Integration and differentiation to a

varia ble fractional order [J] . Integral Transforms
and Special Function, No: 1, pp. 201-209, New
York, 1991.

2 Nicoloas du plessis. Some theorem about the Riesz

fractional integral [J] . Trans Amer Math Soc, No: 5,
pp-124 —134, New York, 1980.

3 Chen Sh, Wang K., Real Analiz (Chince) [M],
Pekin Pidalojik Universitesi Yayin Evi, pp.142 - 165,
Pekin, 1997.

210



	c6s2sy206
	c6s2sy207
	c6s2sy208
	c6s2sy209
	c6s2sy210

