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Oz
Bu calismada, normlu uzaylarin bir genellestirmesi olarak A —normlu uzay kavrami tanimland: ve bu yeni
uzayin bazi temel 6zellikleri incelendi. Ayrica A —metrik uzay ile A —normlu uzay arasindaki iliski arastirildi.
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ABSTRACT
In this study, the concept of A —normed space as a generalization of normed spaces is defined and some basic
properties of this new space are examined. In addition, the relationship between A —metric space and

A —normed space is investigated.
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|. GIRIS

Metrik uzay kavrami ilk olarak 1906 yilinda Frechet tarafindan verilmistir [1]. Bu kavram, reel ve
kompleks teorilerde bilinen birgok 6nemli 6zelligin herhangi bir uzaya nasil aktarilacagi konusunda
yol gosterici olmustur. Ayrica metrik kavrami matematigin yani sira temel bilimler, miihendislik, tip
gibi pek c¢ok alanda yapilan calismalarin temelini olusturmustur. Bu kavramin Oneminin
anlagilmasindan sonra metrik yapisim1 genellestirme fikri ortaya c¢ikmis ve bu fikir birgok
arastirmacinin dikkatini ¢ekmistir. Metrik uzaylarin kosullarinda degisiklikler yaparak, uzaymn tanim
ya da goriintii kiimesini degistirerek ¢ok sayida genellestirilmis metrik uzay yapisi elde edilmistir. ilk
olarak, 1963 yilinda Gahler alisilmig metrik uzayin bir genellestirmesi oldugunu iddia ettigi 2 —metrik
uzay kavraminm tanitmistir [2]. Fakat 1988 yilinda Ha ve arkadaslari bu iddianin dogru olmadigini
gostermistir [3]. 1992 yilinda Dhage, yeni bir genellestirilmis metrik uzay yapist olarak D —metrik
uzay yapisini tanittt ve bu uzayin topolojik 6zelliklerini inceledi [4]. Ancak bu yapida da agik kiime
kavrami ile bu kavrama dayanan tanimlarin hatali oldugu gosterildi [5]. Bunun iizerine Mustafa ve
Sims genellestirilmis metrik uzay adi altinda G —metrik uzay yapisim tanittilar [6]. Bu gelismelerin
ardindan 2012 yilinda Sedghi ve arkadaslar1 metrik uzaylarin bir baska genellestirmesi olan S —metrik
uzayi tanittilar [7]. 2015 yilinda da Abbas ve arkadaslar1 S —metrik uzaylarin genellestirilmesi olarak
n —boyutlu tanim kiimesi iizerinde A —metrik uzay kavramini sundular [8].

Oklid uzayinda metrik ve norm kavramu birbirleri ile ¢ok yakindan iliskilidir. Normlu bir lineer
uzayda bir metrik her zaman bir normdan {iretilebilir. Gahler 2 —metrik uzay1 tanittiktan sonra bu
2 —metrigi tireten 2 —norm kavramini da tanitt1 [9]. Ancak sifirdan farkli iki vektoriin 2 —normunun
sifir olmasi yiiziinden normlu uzaylarin yeni bir genellestirilmesi arayisina girildi. 2014 yilinda Khan,
G —metrigi treten G —nmorm kavramini tamittt [10]. 2018 yilinda Mutlu ve arkadaglari da yine
G —metrigi tireten ve normlu uzaylar1 genelleyen baska bir yaklasim olarak fonksiyonel G —normlu
uzay1 tanittilar [11]. Daha sonra 2021 yilinda da, Tas ve Ozgiir S —metrigi iireten S —norm kavramini
verdiler ve S —norm ile G —norm arasindaki iliskiyi sundular [12]. Her G —normun bir S —norm
oldugunu fakat tersinin dogru olmadigini ispatladilar.

Biz de bu caligmamizda S —normlu uzay yapisini genellestirip A —normlu uzaylar tamttik. Bu yeni
normlu uzayin A —metrik uzaylar ve normlu uzaylar ile arasindaki iliskiyi arastirdik.

Bu boliimde makaleye hazirlik olmasi agisindan bazi 6n bilgilere yer verilmistir.

Tanmm 1.1. X bostan farkli bir kiime ve n > 2 sonlu bir dogal say1 olsun. A: X™ — [0, o) fonksiyonu
her i = 1,n i¢in ;, a € X olmak iizere asagidaki sartlar saglasin:

Al) A(A4, 5, ..., A,) =0,

A2) A, Ay, ) =0 A4y =2y == A1 = 4y,

A3) A(Ay, Az, s A) S X1 A(A4, Ay, oo, Ay, )

Bu durumda, A'ya X lizerinde bir genellestirilmis metrik veya A —metrik, (X, A) ikilisine de bir
genellestirilmis metrik uzay veya A —metrik uzay denir [8].

Ornek 1.2. X = Rolsun. Her i = 1,n i¢in A; € X olmak iizere
n

A(ALAZ' ---'An) = Z Z|/‘Ll - /1]|
i=1i<j
ve
A(A, Az, o, ) = A+ + A — (= DA+ Ay + -+ A3 — (n = 2)A| + -+ Ay, — A1
seklinde tanimli A: X™ — [0, o) fonksiyonlar1 X tizerinde birer A —metriktir [8].

Ornek 1.3. X bostan farkli herhangi bir kiime ve d fonksiyonu da X iizerinde tammli standart metrik
olsun. Buna gore n > 3 olmak fiizere her 44, ..., 1, € X i¢in
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n-1

A(Aq, g, 0, An) =d(A, 4) +d(Ap, A) + -+ d(Apq,4y) = Z d(A;, )

i=1
seklinde tanimlanan A: X™ — [0,00) fonksiyonu X iizerinde bir A —metriktir [13]. Bu o6rnek ayni
zamanda her standart metrikten bir A —metrik tiretildigini ifade eder.

1.4 —NORMLU UZAYLAR

Bu bolimde A —normlu uzay tanimi verildi. Bu yeni genellestirilmis normlu uzayin A —metrik uzay
ile arasindaki iligki arastirilip gerekli 6rnekler sunuldu.

Tammm 2.1. X bir reel vektdr uzayr olmak tizere ||-,---,]l: X™ - R reel degerli fonksiyonu her
A1, 45, ., A, €E X vec € Rigin

AN1) [[A1,Ag, ., Al =0

AN2) A1, Ag, s Ayl =02 A =2, ==, =0

AN3) ”CADCAZ' ...,Cln” = |C|”/11,ﬂ.2, 'An”

AN4) Her 13, ..., A, € X igin

n
”Al + AS_IAZ + AIZ' "'IATL + A;lll S ”0;0; "'IA]J A‘,n” + Z”OFOF "'I/liflg—lll

i=2
sartlarini saglarsa |-, -+ || fonksiyonuna X kiimesi tizerinde bir A —norm ve (X, ||-,---,+]|) ikilisine de
A —normlu uzay denir.

Ornek 2.2. X = Rve ||-,---,/||: X™ = R fonksiyonu her A;,1,, ..., A,, € X icin
121, A2, o, Anll = (A1) + (23] + -+ [A4]
seklinde tanimli olsun. (X, ||+, -*-,-||) bir A —normlu uzaydir.

Coziim. ||, 15, ..., 1,0l = [44] + |1A2] + -+ |1,,| fonksiyonunun A —norm olma sartlarin1 sagladigi
gosterilmelidir.

AN1) Fonksiyonun tanimidan mutlak degerin 6zelligi geregi her 14, 45, ..., 1, € X i¢in

1A, Ag, s Anll =0

oldugu agikardir.
AN2) Eger ||A1, 45, o, Al = (A4 + [A2] + -+ |2, =0 ise 1y =24, =+ =21, =0 olur. Tersine
M= = =21,=0ise||14,4;, ..., 4,]| = 0 oldugu agiktir.

AN3) 14,4, € X ve ¢ € R olmak iizere
llcAy, €A, oo, cAll = lcAq| + |cAz] + -+ |cA,]
=lcllAg] + lellAz] + -+ + [l An]
=lel(|2.] + [22] + -+ (2,1
=|C|”Al'12' 'An”
esitligi elde edilir.
AN4) A4, ..., 1, € X ve A}, ..., A;, € X olmak lizere
A + 21,2, + A5, o, A + 0l =14+ A3+ 1A, + A5+ -+ |4, + A3
=[]+ (A1 + | A2] + 125] + -+ (A, ] + |45
=|0] 4+ [0] + -+ (44| + [A45| + [0] + [O] + -+ + [25] + |43 ] +
..+ 10|+ 10| + ---+n|/1n| + [ A1l

< 10,0, .., A, 201l + Z||o,o, e A i
i=2

esitsizligi elde edilir.
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Boylelikle [|A, A5, ..., Apll = |A1] + |1A5] + -+ |1,,| fonksiyonu (AN1), (AN2), (AN3) ve (AN4)
sartlarini saglar ve (X, ||, ---,*||) bir A —normlu uzaydir.

Ornek 2.3. X = C([0,1]) kiimesi [0,1] iizerinde reel degerli siirekli fonksiyonlar olmak iizere
I+, -+ ,-]l: X™ = R normu her fi, ..., f, € X igin,

fo for s full = max (/A QO]+ 1fG01 + -+ [ (W1}

seklinde tanimlansin. Bu durumda (X, ||+, -+ +||) bir A —normlu uzaydir.

Cozim. ||fy,fo -, full = u%l[g)i]{lfl(u)l + L)+ -+ |f,(w)|} fonksiyonunun (AN1), (AN2),
(AN3) sartlarin1 sagladigi kolaylikla gosterilebilir. (AN4) sartinin saglandigimni gostermek yeterli
olacaktir. Her fi, ..., fu, fi, ., fn € X igin

Vit Fifot foefat Rl = max 1, + A1+ 10 + F1+ -

+ 1@ + (W}
< max {IAW] + I+ 1L+ @1+ + L]+ 1]

< max (A + HD+ .+ max (@] + 1 (1)

= ”0;0; ;fl;f‘r{” + -+ ||0I0I "-ffnffr:—lll
esitsizligi saglanir. Boylece (X, ||+, -+- ||) bir A —normlu uzaydir.

Asagidaki onerme her A —normun bir A —metrik trettigini ifade etmektedir.

Onerme 2.4. (X, ||, -+ ||) bir A —normlu uzay olsun.
A(Aq, A, s A) = 1 — A5, 45 — A3, o, Ay — A4l (2.2)
seklinde tanimli A: X™ — [0, oo) fonksiyonu X tizerinde bir A —metrik tanimlar.

Ispat. (AN1) kosulundan

A(AIJAZJ r/ln) = ”Al - AZJAZ - A3' :)ln - Al“ = 0

olup (Al) kosulunun saglandigi gériilmiis olur.

Benzer sekilde (AN2) kosulundan (A2) kosulunun saglandig1 goriiliir.

(ANS3) kosuluyla birlikte

A(llllZi "'lﬂ’n) = ”/11 - /12' /12 - /’13' ---'An - /11”
=i —a+a—- A, —at+a—A3,.., 4, —a+a—A]
<10,0,..,4, —a,a—A[| + 10,0, ..., 2, —a,a — A,|| + -+ [|0,0, ..., 1, — a,a — A,||
= A(Al'll' ...,Al, a) + A(Az,ﬂz, ...,Az, a) + -+ A(ln,/ln, ""ATL' a)

esitsizligi elde edilir. A —fonksiyonu bir A —metriktir ve (X, A) bir A —metrik uzaydir.

(2.1) esitligindeki A —metrige A —norm tarafindan iiretilen A —metrik denir ve A | ile gosterilir.
Sonug 2.5. Her A —normlu uzay bir A —metrik uzaydir.

Asagida Ornek 2.6'da verilen A —metrik bir A —norm tarafindan iiretilmistir.

Ornek 2.6. X bostan farkl1 bir kiime ve d fonksiyonu da X iizerinde tanimli bir metrik olsun. n > 3
olmak iizere her 1, ..., 4, € X igin

A(ALAZ' '"'An) = d(/11'/12) + d(/lz,/‘[g) + et d(/ln—llln) + d(/‘{n: /11)

olacak sekilde tanimlanan A: X™ — [0, o) fonksiyonu X tizerinde bir A —metriktir.

X = R olsun. d fonksiyonu olarak X iizerindeki mutlak deger metrigi disiinilsiin. Her 44, ..., 4, € X
icin A(A4, A5, ..., Ap) = |A1 — Az + |1, — 23| + -+ + |4, — A |olacak sekilde A —metrigi elde edilir.
Onerme 2.4'ten bu A —metrik Ornek 2.2'de tamimlanan A —norm tarafindan iiretilir. Gergekten her
A1, ey Ap € X igin
A, Ay, w0 An) =14 — A2, A5 — A3, e, Ay — A4l
=4 — Azl + [z = A5l + -+ |1, — A4
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=d(A,42) +d(A3,43) + -+ d (A, A1)
bulunur.

Onerme 2.7. X bostan farkli bir kiime olmak iizere bir A —normlu X uzayinda bir A —norm tarafindan
tiretilen A —metrik her A4, ..., 4,,, @ € X ve her c sabiti i¢in asagidaki kosullar1 saglar:

(1 Al +at, +a, ..., A, +a) = A4, 43, .., 4y)

(i) A(cAq, €Ay, ooy cy) = |c|A(Aq, A, o, Ay)

Ispat. Onerme 2.4'ten norm ile metrik arasindaki iliskiyi kullanarak,

(i)
AM+at,+a,.., Ay+a) =|lh4+a-A,—at,+a—2A3—a, ...y +a—21 —a
=4 — 22,2 — A3, e, A — A4l
= A(x1, %5, ) Xp)
oldugu elde edilir.
(i) Onerme 2.4 ve (AN3) kosulundan,
A(cAq,cAy, . chy) = |lcAy — cAy,cdy — CAg, .o, cAy — CA4 |
= |le(Ay = 22),¢(A2 = 23), ..., c(A, = )|
= lclllAdy = 22,42 = A3, .0, A — A4l
= |c|A(Aq, A3, ooy A1)

elde edilir.

Uyari. Bu 6nerme tek taraflidir. Yani bu iki kosulu saglayan bir A —metrik bir A —normdan
iretilmistir denilemez. Bu Onerme ile kosullardan en az birini saglamayan bir A —metrigin
A —normdan elde edilmedigi soylenebilir.

Her A —metrik bir A —norm tarafindan tiretilemez. Asagidaki 6rnek bununla ilgilidir.

Ornek 2.8. X bostan farkl1 bir kiime olmak iizere A: X™ — [0, o) fonksiyonu her 14, ..., 1,, € X icin
_0, 11=A2="'=An

A, Az, s An) = {1, diger durumlar

seklinde tamimli olsun. A fonksiyonu X tizerinde bir A —metriktir ve ayrik A —metrik olarak

adlandirilir. Bu ayrik A —metrik bir A —norm tarafindan tiretilemez. Bu durumun tersi kabul edilip bu

A —metrigin bir A —norm tarafindan tretildigi varsayilsin. A; = 1, = --- = 1,,_; # A, olacak sekilde
A1y s Apy E X ve ¢ # 0,c # 1 olacak sekilde ¢ skaleri alinsin. A = 4, = --- = 1,,_; # 4,, oldugundan
ey =cAy =+ =cly_q # clyolup
A(cAq, ey, . cAp)=1 * |c|A(Aq, A3, vy Ay)

= |cl

elde edilir. Bu durum ise Onerme 2.7'nin (ii) kosulu ile celiski ortaya ¢ikarir. Sonuc olarak ayrik
A —metrik bir A —norm tarafindan iiretilemez.

Norm ile A —norm arasindaki iliskiyi arastirmadan dénce norm tanimini hatirlatmakta fayda vardir.

Tanim 2.9. N bir reel vektor uzayi ve ||-||: N = R reel degerli bir fonksiyon olsun. Her A, u € N ve her
¢ € Rigin,

N1) [|All =0

N2) [l =0 1=0

N3) [[eAll = [c[lIAll

N4) |4 + pll < NI+ [l

sartlar1 saglanirsa ||-|| fonksiyonuna N tizerinde bir norm ve (N, ||-]|) ikilisine de bir normlu uzay
denir.

Asagidaki 6nerme her normun bir A —norm {irettigini ifade etmektedir.
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Onerme 2.10. (X, ||-|]) bir normlu uzay ve ||-,---,.]|: X™® — R fonksiyonu her 1, ..., 4, € X i¢gin
121, A2, coos Anll = 14411 + 12201 + <+ + | A5l

seklinde tanimlansin. O halde (X, ||-,-:-,"||) bir A —normlu uzaydir. Bu A —norm fonksiyonuna |||
normu tarafindan tiretilen A —norm denir.

Ispat. Her A, ...,1,, € X ve c € R igin, L
(AN1) (X, |I]D) bir normlu uzay olup (N1) sartin1 saglar. Boylece i = 1, n olmak iizere her A; € X i¢in
12;1l = 0 olup |21, A5, ..., A, ]| = 0 saglanur.

(AN2) Normlu uzayin (N2) sartindan ||A4, 45, ..., A4,]| = 0 & 4; = A, = -+ = 4, oldugu agiktir.
(AN3) Normlu uzayin (N3) sarti ile birlikte
llcds, ez, s cdnll = llcAsll + Nzl + -+ + Ayl

el Al + Telll Azl + - + [l l| Al
lelCll AL+ N22]] + - + (1 4,1D)

= lclllAg, A2, ooy Al
elde edilir.
(AN4) A3, A5, € X olsun.
1A+ 241,22 + 4%, A + 5ll = 1A + A0+ 1142 + 250+ - + 14, + 23]
< AN+ AL+ 2201+ S+ <+ + (A ]l + (|25 ]
= (IOl + 01l + =+ + [ A [l + AR + -+ (IOl + [[O]] + -+ + [ A1l + [|A11])
=110,0, ..., 2, |l + -+ 10,0, ..., 2, 2, |
Sonug olarak |[A, A5, ..., Anll = 1441 + 220 + -+ + || 4,]| fonksiyonu A —normlu uzay olmanm tiim
kosullarini saglar ve (X, ||+, -+ ,*]|) bir A —normlu uzaydir.

Ornek 2.11. Ornek 2.2'de tanimlanan A —norm alisilmis norm tarafindan iiretilmistir.

1. SONUC

Bu makalenin amaci yeni bir genellestirilmis norm yapisi olarak A —normlu uzay: tanitmaktir. Bu
genellestirilmenin yapilabilmesi i¢in A —metrik uzayin 6zelliklerinden faydalanildi. Daha sonra bu iki
uzay arasindaki iliski irdelendi ve her A —normlu uzayin bir A —metrik {irettigi fakat tersinin dogru
olmadig1 gosterildi. Normlu uzaylar ile genellestirilmis norm yapist olan A —normlu uzay arasindaki
iligki tek tarafli incelendi. Her normlu uzayin bir A —norm {irettigi gosterildi. "Herhangi bir norm
tarafindan tretilemeyen A —norm var mudir?" sorusunun cevabi agik problem olarak ilgilenenlere
birakildi.
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