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Yılmaz Sarvan, Murat Güzlek, Ihrabirn Ozgür 

Özet - Bu çalışma polar uzaylar hakkında bilinen 
çalışmaların bir derlemesidir. Özellikle po lar uzay, 
polar uzayların direkt toplamı, absolute noktalar, 
isotropik, klik, genelleşmiş projektif düzlem ve 
homojen koordinat tanımlan verildi. Polar uzay ve 
polar uzayların direkt toplamlarından bahsedilerek 
absolute ve absolute olmayan noktaların sayısı ile 
ilgili kobinatoriyel özellikler incelendi. Bir doğru ile 
bir kuadrik arasındaki ilişkiler incelenerek buna 
homojen koordinatlarda örnek verildi. Ayrıca polar 
uzay ve genelleşmiş proje ktif alt uzaylar arasındaki 
ilişkiye değinildi. 

Anahtar Kelimeler - Polar Uzay, Polar uzayların 
Direkt Toplamı, Dejenere Polar Uzay, Polarite, 
İndirgenemezlik. 

h.bstract - In this paper, the known properties on 
polar spaces, the defmitions of direct sum of polar 
spaces, absolute point, isotropic, clic, generelited 
projective plane and homogen coordinate has been 
given. We study combinatoric properties related to 
absolute and non absolute points. The relations 
between the line and the quadric have been 
invertigated and we give the examples in homogen 
coordinates. Further, w e no te d that po lar spaces 
related to generalited projective subspaces. 

• • 

I.GIRIŞ 

Bu çalışmada M. Lynn Batten'in "Con1binatorics of 
Finite Geometries" kitabı esas almnnştır. Dezargsel 
projektif uzayındak.i bir pelaritenin non dejenere 
absolute noktalarının kümesi, bii cisim üzerindeki 
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projektif uzayda non dejenere kuadriklerle bir ç�. 
özellikler gösterir. Bütün bu sistemleri içine alan t· 
yapının var olabileceğini Veldkamp ortaya çıkaran i 
kin1sedir. Tits ise bu sistemi geliştirmiştir. Polar ıızaylr 
teorisi dezargsel projektif uzaylarda non dejene 
polaritelerinin absolute noktalarının kümesi ve cisimlt 
üzerindeki proje ktif uzaylardaki non dej eneı 
kuadriklerle ilgili olarak ortaya çıkmıştır. Kullarula 
"nokta" ve "doğru" kavramları sonlu sayıdadır. A)T 
doğıu üzerinde bulunan noktalara doğrudaş noktalc.: 
aynı noktadan geçen dağrolara noktadaş doğrular olara 
adlandırıyoruz. ·uzay ise verilen aksiyomatik )'apınrr 
özellikJe.rini taşıyacağından konuya göre değişiklik:e 
gösterir. Uzaylar nokta, doğıu, düzlem ve birbirine gtr� 
durunılan esas alınarak kurulur. Yaklaşık line7-
uzaylarda bazı noktaların doğruların üzerinde olmas 
şartı aranmazken iki noktadan en çok bir doğru geç;'� 
ifadesi de kılllanılrmştır. Tek başına bir nokta doğrL 
belirtmcz Uzaylarda çeşitli kural koyarak yeıri uzayla:­
elde edilir. Bu kurallara göre elde edilen uzayla: 
aksiyomlarla tutarlılık göstermelidir. 

II. TEMEL KAVRAMLAR 

P={pı,pı,P3·· . .  ,pi} noktalar kümesi ve L={lb/2,/3, • . .  .li· 
doğrular küınesi olsun . S=(P, L) ikilisine g�.Jmetrik yap� 
denir. Verılen aksivom sisteminin tümünü sag-- lavan be � J 

geoınetrik yapı bulunabilirse bu aksiyom sisteiDln:-
tutarlı aksı halde tutarsızdır denir . 

(x,y) öklit noktalarının hoınojen koordinatlan; x=x1 
y:::x2 \x3 oln1ak üzere X ı, x2, x3 sıralı sayı üçlü 
(xı,xı,x3) biçinnnde yazılrr.[3] 

S=(P, L) uzayı aşağıdaki iki aksiyomu sağlıyorsa uzaya 
kısmi düzlem veya yaklaşık lineer uzay denrr 
YL 1) B ir doğru üzerinde en az iki nokta vardır 
YL2) Farklı iki noktayı birleştiren en çok bir doğn.; 
vardır. 

Yaklaşık lineer uzayda boyut kavranunı verebilnıek içi2 
noktalar kün1esinin örtüsünün tanımına ihtiyaç vardır. 
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S=(P,L) bir yaklaşık lineer uzay, X Ç P olsun. Noktalar 

�i!mesini kapsayan en küçük yaklaşık lineer uzaya X in 
örtüsil denir. <X>> X in örtüsü şeklinde gösterilir. X in 

örtüsü; X i kapsayan tüm yaklaşık lineer uzaylarm 

arakesitidir. 

S=(P ,L) nin bir bazı, örtüsü S olan bağımsız bir nokta 
�iimesidir. 

En az sayıdaki bazının eleman sayısının bir eksiğine 
uzayın boyutu denir. 

boy S=min { B : B, S için bir b azdır.} -1 

seklınde ifade edilir. 
J 

S=(P,L) bir yaklaşık lineer uzay ıçin, PiEP, /jEL ve Pi0/j 
olsun (p; noktası lj doğrusunun üzerinde olmasın), lj 
doğrusundaki Pi noktası ile doğrudaş olan noktaların 
sayısına bağ sayısı denir. Bağ sayısı cij ile gösterilir. 
Cij�vj dir (vj, /j doğrusu üzerindelci toplam nokta sayısı). 
Eğer p noktası doğru üzerinde ise bağ sayısı 1 olarak 
alınır. 

Pi 
ı 

J. 4 ı 

Şekil 2.1 

Şekil 1.2 de ki Pi noktası ile lj doğrusu arasındaki bağ 
sayısı ciJ=c(pi, lj)=3 dür. 

S=(P,L), S'=(P',L') herhangi iki yaklaşık lineer uzay için, 
f: P P' ve her 1 EL için f(l) EL' özeliğinde ise f ye S den 
S' ye l ineer fonksiyon denir. Bu fonksiyon kendi üzerine 
ise otomorfızm veya ko linasyon denir. 

Aşağıdaki aksiyornlar sağlanıyorsa S=(P ,L) uzayı lineer 
tızaydır. 

Ll) Bir doğru üzerinde en az iki nolcta vardır. 

L2) Farklı iki nokta bir tek doğıu belirtir.[l] 
Lineer uzaylarda bağ sayısı doğru üzerindeki nokta 
sayısı kadardır. Ve doğruların dışında kalan noktalar 
olmayacaktır (L2 aksiyomuna göre). 

Bir S J ineer uzayı için , S nin maximal bir proper alt 
JZayına bir hiperdüzlem denir. V; S nin bir hiper 
:iüzlenıi ise V c S dir ancak V ve S arasında başka alt 
JZay yok ise. Buradan R 4 de R3 hiperdüzlemdir. R3 de R2 
1jpcrdüzlemdir. R2 de R hiperdüzlemdir. R de her bir 
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nokta hiperdüzlemdir ve noktada nokta hip erdiizlemdir. 
0 nin hiperdüzlemi de 0 dir. 

Aşağıdaki iki aksiyon1u sağlayan lineer uzaya projektif 
düzlem denir: 

PD 1) Farklı ild doğru kesişir. 

PD2) Uzayda en az bir dörtgen vardır. 

** 

Buradan bir projektif düzlenıin hiperdüzlemleriıtin 
kesinlikle doğnı1ar olduğu kolayca görülmektedir. [1] 

P={pı,pı,PJ, . . . ,pi} noktalar kün1esi ve L={lı,l2,/3, . . . ,/i} 
doğrular kümesi olsun. V pE P ve 'V lE L olmak üzere 
p den l ye bağ sayısı c(p,l) ve l üzerindeki noktaların 

sa yı sı v( /) ile gösterilsin. '\/ p E P ve V lE L için 
S=(P, L) yaklaşık lineer uzay1nda c(p,/)=1 veya 
c(p,l)-=v(l) ise S ye bir po] ar uzay denir. 

Şekil 2.2 (a) Şeki1 2.2 (b) 
Dolayısıyla lineer uzaylar dejenere polar uzaylardır. 

p 

' •••• ' •• o o •• 

Şekil 2.3 

S polar uzayının bir noktası diğer tüm noktalara 
doğıudaş ise uzaya dejenere polar uzay (Şekil 1.3.b) 
diğer duıuında dejenere olmayan po lar uzay denir. 

S nin bazı p noktaları için, p den geçmeyen tüm I ı, /2, l3, . . . 
doğruları için c(p,/i)=v(/i) ise bu S=(P,L) uzayına 
dejenere polar uzay denir. Diğer durumdaki polar 
uzaylara non dejenere polar uzay denir. Şekil 2.2 (a) 
dejenere ve şekil 2.2 (b) non dejeneredir. 

{SiLeı; ikişer ikişer ayrık olarak polar uzayların kümesi 
olsun. 
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L'={(p,q): pE Sh qESj, i j}U {{SJiı::J nin doğnllar 
kümesi} 
P'={Si}iei nın tüm noktalar kün1esi olsun. 
S'=(P',L') olmak üzere; 
S'= E9 si ifadesine İE I için silerin direkt toplamı denir. 

... 

-----._. __ ______ -,_ ......... .... ...--- ----..- _......,._- .,' -- "'"' .... "" 
=---- ........... � "' ............ __ ��...._ ,, __ .,. ...... ' ' _.. ,..... ........ - _ ..... ..._ , , , ... -'.... J> , ,  , .. 

-� .. .... � --.Jllllt.. ....- � ---- ..,. o;lll""'" '�- ---ff'JI - - '"""-·� _.. _.. � --- """'--.,.,.. -� 
___ ......,-: ... -- �� _.... ..._ ,,... ...._ .... 

..- .,  ....... -.. ' .-- ...... ...... ' -- ---------------------

Şekil 1.5. 

S nin direkt toplarrnmn yaklaşık lineer uzay olduğu 
kolaylıkla göıiilebilir. p herhangi bir nokta ve pE l için l 
de S nin herhangi bir doğrusu olsun. Eğer p ve l aynı Si 
de ise o zaman c{p,l)=l ya da c(p,l)=v(l) olduğu 
aşikardır. Eğer pE Sj, lE Sj ve i j için c(p,l)=v(l) dir. 
Eğer p E Si ve / yeni bir 2 noktalı doğru ise en azından 1 
nin bir noktasına birleştirilmiştir. Polar uzaylannın bazı i 
ler (iel) için {Si} ailesinin direkt toplamı yine bir polar 
uzay olduğu görülür. 

S polar uzay olsun. S' c S alt uzay olsun. S' bir yaklaşık 
lineer uzay olsun. Alt uzay olduğundan St nün kapsadığı 
her doğrunun s ye ait, st tüm noktalan s ye aittir. 
Gösterelim ki S' bir polar uzaydır. S polar uzay 
olduğundan c(p,l)=l veya c(p,l)=,·([) dir. Buna göre S' 
polar uzaydır. Bu ise bir polar uzayının her alt uzay tnın 
da bir polar uzay olduğunu gösterir. 

Yukandaki iki ifadeden yararlanarak M, S= E9 Si po lar 
uzayımn maxsirnal alt uzayı ise, Mi=M S1 tüm i ler için 
Si de maximal olduğunu gösterebiliriz. Mj nin bazı j ler 
için Sj de maximal olmadığını kabul edeliın. O zaman 

M· ez Mi <Z S· dir. M= EB Mj için Mj= M Sj olduğwıdan J_ - J 
aşağıdaki ifadeyi yazabiliriz. 

M= ®Mi a:EB(Mi EB Mi� EB Si =S 
ı :F J 

Bu ifade M nin maximal oln1�sı yla çelişir. Buradan Mj 
nin, Sj de maxsirnal olduğu kolaylıkla görülür. 
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III.ABSOLUTE NOKTALAR 

Bu bölümde palaritenin tanımı yapılarak absolute no�� 
ve absolu te doğrular hakkında bilgiler verileret 
kombnatoriyel özellikleri incelenecektir. Sonlu ,:. 
boyutlu S projekti f uzayında bir a korelasyonu) S nin 
alt uzayları kümesinde kendi üzerine bir ı-: 
döııüşümüdür. Öyle ki bu dönüşüm bütün R ve T ar 
uzayları ıçın, R cT ise, a (R) d a (T) v: 

boya (R)=d-1-boy R dir. Böylece bir korelasyoc 
kapsamayı tersine çevirir ve boya (R) nin S ye uzaklı� 
ile R nin 0 ye uzaklığı aynı kalır. İkinci mertebeden br 
korelasyon, yani a2 =(}o a =1 i sağlayan, özdeşlik 
dönüşümüne bir polarite denir. Eğer a bir polarite i5t 
R ç a (T) ise a (R) � T dir. Özel olarak p, q noktalan 

için pE a ( q) olması q E a (p) olmasını gerektirir. 
rr (p) ve C5 ( q) S nin hiper düzlemler olduğu an1arnım 
gelir. 

cr polaritesinin bir a alt uzayı R nin bir alt uzayı 
olsun. R ç a (R) veya a (R) � R ise R sc 
absolutetur denir. Buradan R absolute ise a (RJ ce 
absolutctur ve tersine a (R) absolute ise R rie 
absolutetur. 

ı 

4 5 

Şekil 3.1. 

CJ polaritesini aşağıdaki gibi tanımlayalım. 
O': S-� S 

o 045 
ı 235 
2 124 
3 156 
4 026 
5 013 
6 346 

Absolute(Mut1ak) noktaların 0,2 ve 6 olduğunu görmek 
çok basittir. 
O' (0)-=045 �> 0 E 045 

(J' (ı )=-23 5 => 1 � 23 5 

o- (2)=124 ::::::> 2 E 124 
o- (3)=156:=> 3 � 156 

(j (4)=-�026 => 4 � 026 

a (5)=013 => 5 ğ 013 

cr (6) 346 => 6 E 346 

absolute 
absolute değil 
absolute 
absolute değil 
absolute değil 
absolute değil 
absolute 
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045. 124, 346} absolute doğrular, 0,2,6} absolute 

noktalar. Doğrulan noktalara, noktaları doğrulara 

dönüstüren bu CJ polaritesi doğrudaş noktaları noktadaş 
• 

doğnılara dönüştürür. 

o 4 5 

1 

Şekil 3.2. 

Sonlu mertebeden projektif düzlernin a polaritesinin 

her absolute doğrusu kesinlikle bir absolute nokta ihtiva 
eder. Dual olarak her absolute nokta bir absolute doğru 
üzerindedir. a , bir polarite /, bir absolute doğru olsun. 

Böylece a (l) noktası absolutedır. 1 nin iki ya da daha 
fazla absolute nokta ihtiva ettiğini kabul edelim. Böylece 
p,qE 1, a (!)E a (p) ve a (l) E (q) olur. Ayrıca 

pEa (p) ve qE a (q) dur. Böylece (J (p), l nin 
üstlinde her ikisini de ihtiva eder. Burada (J (l) noktası p 

\'e q olrnadığından CY (p )= a (p )= 1 elde ederiz. 1-1 
oluğundan p =q bir çelişki elde edildi. 

SonJu bir projektif düzlernin bir polaritesi dain1a 
absolute o lmayan noktalara sahiptir. 

Yardımcı Teorem 3.1.Sonlu mertebeden bir projektif 
düzlemde her absolute olmayan doğru, çift sayıda 
absolute olmayan nokta kapsar. 

Sonuç 3.2. Bir projektif düzlernin k ınertebesi çiftse her 

doğru tek sayıda absolute nokta kapsar. l absolute olsun. 
Bu takdirde üzerinde tek absolute nokta vardır. Doğru 
absolute değilse; bu takdirde absolute olmayan nokta 
sayısı çi fttir. 

Bir projektif düzlernin k mertebesi çiftse her doğru tek 
sayıda absolute nokta kapsar. i\bsolute bir doğrunun 
kesınlikle bir absolute noktası olduğunu belirtmiştik. 
Diğer taraftan eğer l absolute olmayan doğrusu ve kesin 
olarak bir absolutc noktası varsa yardımcı teorem 2.1. le 
çe lişkiyc düşer. 

Teorem 3.3. t, k. mertebeden projektif IT düzlemi 
üzerindeki a polaritelerinin toplan1 absolute noktalar 
sayısı olsun. O zamant k+ 1 (mod 2) ve eğer p herhangi 

bir tek asal sayı ve i Ez+ olnıak üzere; 

(t-k -1 )k (p'-ı h (k (p-ı)p' 12 -1) =O (mod piTı) 
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dır. 2. denklik, t için verilen bir k ya göre mümkün olan 
değerlerin sayısında büyük bir kısıtlama getirir. 

S, d-boyutlu bir projektif uzay olsun. S nin alt uzayı R 

tamamen isotropiktir denir; Eğer R:;t:0 için, a- (R) R = 

R ise.Eğer R=0 için a (R) R = R ise ,R alt uzayına 
isotrepik olmayan denir. Eğer d=3 ise o zaman toplam 
isotı·opik doğıular 1 için (J' (l)=l olan doğrudur. Biz 
bırrada tan1amen isotı·opik doğrutarla ilgileneceğiz. 

a- polaritesine sahip d-boyutlu (sonlu) bir projektif 

uzayda bir doğru sadece ve sadece, l üzerindeki herhangi 
bir p için tün1 l üzerindeki q lar için, pE a (q) 

isotropiktir. 

Yardııncı Teorenı 3.4. cr polaritesine sahip d-boyutlu 

(sonlu) bir projektif uzayda bir doğıu sadece ve sadece, l 
üzerindeki herhangi bir p için tüm l üzerindeki q lar için, 
pE CY (q) isotropıktir. 1 doğrusunun tamamen isotropik 

olduğunu farz edeliın. q da l nin herhangi bir noktası 
olsun. (Bu q p halini ihtiva eder) O zaman q E/, 
CJ (!)c a (q) taınan1en isotropik olarak verdiği zaman 

l ç cr (T) yi belirtir. Böylece pE 1 ç a (q) olur. l 

doğrusunun tamanıen isotropik olduğunu farz edelim. q 
da l nin herhangi bir noktası olsun. (Bu q p halini ihtiva 
eder) O zaman q E/, CJ (!) ç a (q) tamamen isotropik 

olarak verdiği zan1an 1 ç a (l) yi belirtir. Böylece 

pEle a(q)olur. 

Şiındi l üzerindekj tün1 p ve q lar için pE a (q) 

olduğıu1u var sa ya lun. O halde tüm q El için 1 c a (q) 

olur. Böylece tün1 q El için q E a (l) olur. Bu da, 

l ç a (l) dir. Sonuç olarakl taman,en isotropiktir 

Teoren1 3.5. S, a palaritel i sonlu -boyutlu projektif bir 

uzay olsun. O halde anın absolute noktalarının 

cüınlesi, a fornı1u bir polar uzayın tamamen izotrop�k 
doğruları ile ekipn1anlanır. 

l taınanıen isotropik bir doğru olsun, p de l üzerinde 
alınayan bir mutlak nokta olsun. x, l de herhangi bir 
nokta olsun. Böyle olunca xp doğrusu sadece ve sadece 
yarrluncı teorem 3. 7. ye göre x E a (p) olduğunda 

taına1nen isotropiktir. a (p) bir hiper düzlen1dir ve 1 ile 
tek bir nokta olarak çakışmalı ya da l de kendisiyle 
çakışn1alıdır. Sonuç olarak p, l nin bir noktasına ya da 
hepsine kon1şudur. 

Örnek 3.1. S, F konıpleks sayılarının üstünde üç boyutlu 
projektif uzay olsun. 
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3 

cr : p=[po,pı,p2,p3] IP 1 X i =O 
i=O 

3 
O zaman IPi2 =O 

i=O 
olduğunda p tamaınen () (p) nin içindedir. Eğer 
pE(}' (p) ve qE a (p), p:t=q ise pq nun herhangi 
a=(a0,aı,a2,a3] noktası a=Af?+ı.ıq dur.( A., JlEF) 

3 3 3 
Fakat Iaixi -A-.Ipixi + JL.Iqixi ==O, aE a (a) 

i=O i�O i=O 
açıklar. Buradan böyle bir d oğrunun her bir noktası 
absolute olur. Doğrularda bu dırrumda tamamen 
isotropiktir. 

IV. I{UADRİKLER 

kEZ+, her k elemanlı bir cisim bulunmayabilir. Fakat 
k=p" (p asal) biçinnnde ise bu durumda k elemanlı bir 
cisim kesinlikle vardır. p ye böyle bir cİsınin 
karakteristiği denir. 

k üzerine inşa edilen sonlu d-boyutlu S, polar uzayını 
alalım. p=[ xo,x ı, ... ,xd] 
S(x,x) aooxo 2+aoıXoX ı+ao2xox2+ . . . +add-JXdXd- ,+addxd 2=0 
biçimindeki denklemi sağlayan p noktasımn geometrik 
yerine 2. dereceden hiperyüzeyler veya kuadrikler 
denir.[3] 

d d d 
"'"a .. x.x.=O � a .. x.x.==O L...J � 1) 1 J ' L.J lJ ı J ' 
i=O J=O i ,j=O 

xixj=XjXi olduğundan aü +a_;i nin katsayıları bulmanın 
birkaç yolu vardır. 

Eğer c ismin karakteristikleri 2 o lnıasayd1, eşi olmayan 
simetrik matrise ihtiyaç duyardık . Bizim burada 
yapmaya çalıştığımız şey için bu çokta gerekli değildir . 

Herhangi bir durumda eğer x-=[x0,x1, . . . ,xd]ı lx(d+l) 
matris ise (bir vektör) 

• 

A=(aij), �d+t)xı matris, x in değiştitilmiş halidir ve A 
kuadriğinin denkleminin ku ts ayılarını temsil eden 

202 

Polar Uzayb· . -Y.Sarvan, M.Güzlek. I.Ozgıi· 

herhangi bir matristir. O zaman denklem xAxt=O ol?.:t. 
yazılabilir . 

Şimdi bir doğrunun bir kuadrikle ke sişme olasılıkları: 
inceleyelim. Q aşağı daki denklem] e ifade edilen ::! 
kuadrik olsun. 

l de p=[p0,pı, ... ,pd] ve q=[q0,qı, . . . ,qd] noktalarıyla ifaü: 
edilen bir doğıu olsun. Böylelikle l doğrusu p ve q !lllL 
lineer koınbinasyonlaıı olan noktalar ciimlesidir. !5_ 
sebeple 1 nin herhangi bir noktas1 için x=[Xo,Xı, ... ,�] dr 
Sahip olduğumuz xi=A.prı..Jlqi denklemleri için /..,!lE: 
d ir. Fakat her ikisi de sıfır değildir. Q ve l kesişmesiC 
üzerinde de olan bu x noktalarımn cümlesidir. 

Bu sebeple aşağıdaki sağlanmalı: 

d cl 

L L a u (!tp i + J..Lq j )(}ı-p j + f..lq j ) = o ya da 
i =0 J -0 

( 
+ .1p� � f (nu+ a !' )p,qJ 

(*) 

Örnek 4.1. Q kuadriğine bakalım: 
,22 ı3 ı o Xo + Xı + Xz = 

f:=GF( 5) cisnri üzerindeki 2 boyutlu 1 doğrusu üzerinC: 
p=[ 1 ,0, 1] ve q=[ 1 ,2, O] dır. Q ve l nin kesişmesindd. 
herhangi bir x nokTası 

x=A.[ l ,0, 1 J+ı.ı[1,2,0] 
ve ayrıca 

4A. 2·2A.f.1+41l2=0 
sağlar. Eğer �L=O ise o zaman Jı.=O dır. B(,ylece bun� 
şöyle tekrar yazabiliriz: 

veya 
2(A-f.l-ı)2+l.ı.ı-ı+2=0 

olur. G F(5) te ki tek çözüm A.==Jl dir. Bu :rüzden de 
x=[2,2, 1] dir. Aslında bir doğruyla kuadri�.r 
kesişnıesindeki nokt�lann sayısını yazabiliriz. 

Yardımcı 1,eorem 4.2. Q, F cisminde ve I doğnıs: 
üzerindeki projektif d-uzayında bir kua drik olsun. ( 
zan1an l Q =0, 1,2 ya da l Q =v(l) olur. 

İspa t. l Q >2 iken l ç Q olduğunu göstermiştik 
Bunları p ve q (*) denklemini sağlayan noktalar o)aPJ; 
varsayabiliriz. Böy1c alınca 'A2 ve Jl2 li terimler sıfırdır 
Eğer A.Jl nün k8tsayıları sıfırsa A. ve ll nün türr. 
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' e( enekleri tat:ınin edicidir. Böylelikle l nin tüın noktaları 

Q ·içındedir. Eğer 'A nın katsayılan sıfır değilse hem 'A 
hem f.l=O dır. Sıfır olmayan değişken "1" olarak 

, arsavılabilir. Buda p ve q nun tek çözüınü olması ile .; 
eelisk ı elde edilir. . . 

Öklid 3-uzaynıda,p noktasındaki tüm teğetleri alırsak 
buna tan_1ant düzlerni elde edilir: 
QP: Q ya p den teğet olan doğrular cünuesi olarak 
:ıJlandırı lır. 

Yardımci Teoreın 4.3. Eğer Q matris A=(aij) de F cisnıi 
üzerindeki projektif d-uzayında bir kuadıikse ve 

{-p=[p0,p1, ... ,pd]EQ ise Qp hiper düzleındir, ya da bütün 
bır uzaydır ı ve aşağıdaki denkleme sahiptir: 

t I ( ( a ,,.· + a ,, )p i )x i = O 
. :0 j=O 

ispat: q=Fp. QP nin herhangi bir noktası olsun. Böylece 
qp doğnısu p den q ya doğru tanjanttır. (*) ni kullanarak 
p:Q. � ' a .. p p . ==O ı belirtir. J.!=O, p çözümüne � � ij 1 1 . 

1 , 

karşılaştıkça �t;t:O farz ederek (*) dun1nıunda aşağıdaki 
dcnklenılere indirgenir. Bu aynı zamanda A.�-ı de lineer 
denklenıdir. 

/ 1 
i.J I I (au + a ;i )p ı Cf i + 1-1 

1 1 " 

\ 

LL aljqiqi ==o 
i ./ ) 

\C)'J 

).j, -·(LL (a,;+ a ji )P.rl; = LLa,iq,q, \ 1 1 1 J 

dır. Bu nu devarn ettirirsek hem F nin tüm elemanları 
(böylece pq Q-pq) sağlar. Hen1 de tamamen F nin bir 
elenıanı(böylecc pq Q={p}) sağlar. Böylecep doğrusu 

Q yu ancak ve ancak "" "'  (a .. + a .. 1 n .q. =O � .i...J u .11 rı .1 . . 
l 1 

olduğunda tanjanttır. Bu denklem 'li de homojen lineer 
bir denklcnıdir ve bu yüzden heın bir hiperdüzlemi henı 
de uza yı temsi 1 eder. 

Teorem 4.4. Q, F cisn}j üzerindeki projektif d-uzayında 
bir h.'Uadrik olsun. Böylece bulunduğu doğrularla Q nun 
noktalan polar bir uzay oluşturur. 

• ls pat. !. Q nun bir doğrusu ve p de 1 üzerinde 
bulunnıayan Q nun bir noktası olsun. Yardımc1 Teorem 
4.1 de Qp hem bir hiperdüzlem hem de bütün bir uzaydır. 
Ru olasılıklar p ye l nin bir ya da tüm noktalarına 
koınşul uk verir. 
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Q bir kuadrik için p, qE Q olsun. Eğer po lar uzay olarak 
"dejenere" ise pAq1 ya bağlı olarak A matrısi ile p ve q 
noktalanmn konjuge olduğu söylenir. Eğer A simetrik 
ise bu qApr=O dır. Q nun tün1 noktalarının birbirine 
konjuge olduğuna dikkat edilmelidir. 

Yardırncı Teorem 4.5. p ve q karakteristiği 2 olmayan 
bir cisin1 üzerindeki bir kuadrığin 2 ayrı noktası olsun. O 
zaman ancak ve ancak pq doğrusu Q içinde bulunursa p 
ve q konjugedir. 

• 

Ispat. r, pq doğrusunda herhangi bir doğnı olsun. r-p+q 
koordinatlarını seçebihriz. Daha sonra ; 
rArt=(p+q)A(p+qY pAp1 +pAqt +qAqt 
p ve q noktalan koniğin noktalan olduğundan 
pApt=-qAqt=O dır. Daha ötesi, qApr x ınatris 
olduğundan (bir cısırrı elemanı) ve böylece 
qAp1=(qApY pAqt sonuç olarak rArt =2pAqt. Eğer p ve 
q konjuge ise, pAr/-:=0 dn, ve rArt=O, rEQ yu ifade eder. 
Ters çevirirsek eğer tE Q, pAc/ =O ise p ve q konjuge 
olur. 

•• 

Ornek 4.2. F gerçek sayıların cisnli olsun. Q da 
aşağıdaki matrisle belirlensin. 

- ı o -1 
o o 1 
o 3 o 
ı o 1 

p=[l, 1/2,0,0 J noktası Q üstündedir. p ye konjuge olan Q 
nun tünı noktalarının 
[2x0,x0-x2,0,2x2] fornıuna sahip old�1ğunu görülmektedir. 
Bu x0 ve x2 nin tüın seçenekleri için her ikisi de sıfır 
olnıaınalıdır. 

GF(k) üzeıindeki 2d-boyutlu projektif uzay da bir düzgün 
kuadrik d- 1 doğrudan fazla fakat daha yiiksek olma�,.. '. 
boyutların projektif uzaylannın alt uzayların sahiptir. 
Tek boyutlu projektif uzaylarda 2d- 1 boyutu yerine ( d-1) 
boyutlu alt uzay ya da en yüksek boyut ol?rak (d-:L) 
boyutlu alt uzay olduğunu söyleyebiliriz., ilk duruında 
kuadrik hiperbalik veya kurallı , sonraki duıumda da 
elıptik veya k1.rralsız diye adlandırılır. 

GF(k) üzerinde bulunan projektif uzayların farklı alt 
uzaylannın sayısı aşağıda gösterildiği gibi düzgün 
kuadriklerde bulunabilirler: 
i) boyut 2d ve ın< d-1 ise alt uzay ların sayısı 

t11 k 2. (d - fil + l ) - ı ) 
n dır. 
1=0 k(mı-J-i)_l 
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ii) boyut 2d-l ve m< d-2 ise alt uzayların sayısı 

dır. 

m k(2cl-1-2m+2i) + k(d-m-ri-1) _ k(d-m+i) -l n k(m+l-i) -ı 
ı=O 

iii) boyut 2d-1 ve m� d-1 ise alt uzayların sayısı 

dır. 

nı k (ıd-l-2m-li) _ k  (d m"-i-1) + k  (cl-m-i)_] 

u k (m.ı-1)- J 

V.LL�EER ALT lJZAYLAR 

S yaklaşık lineer uzayı lineer olnıadığı halde lineer alt 
uzaya sahip olabilir. Burada polar uzayınlar da görülen 
özel alt k:ümelere yakından bakalım. Bunlar lineer uzay 
olan lineer alt uzaylar ya da S nin alt uzaylandır. S nin 
herhangi bir noktası ya da doğrusu S nin lineer alt 
uzayıdır, ve tabi ki S nin kendisi de bir lineer uzaydır. O 
halde her alt uzay lineerdir. 

Yaklaşık hneer uzayın noktalarının C alt cümlesi olsun, 
eğer C nin herhangi ikili noktası doğrudaş ise klik denir. 
S bir po lar uzay olsun. R de bir alt uzay olsun ki bir pE S 

noktası olsun. Rp:;t:R olsun. O zaman Rp, R nin projektif 
h iperdüzlen1idir. 

Yardımcı Teorem 5.1. S sJrurlı mertebeden bir non 
dejenere polar uzay olsun. S nin herhangi R lineer alt 
uzayı için R den nıaxinıal lineer alt uzayları vardır. 

Yardımcı Teorem 5.2. S bir non dejenere ve sonlu 
ınertebeden olsun ve R de S nin alt uzayı olsun. Böyle 
olunca R nin her non dejenere ınaximal lineer Q alt uzayı 
R nin projektif hiperdüzlemi olur. 
Yardımcı Teorem 5.3. L.1<L0<L1<L2< .... <Ln.ı, n sınırlı 
düzenin S polar uzayında lineer alt uzayların maximal 
zinciri olsun. Eğer S= EB Si ise her i için zincirin farklı 
elemanlan 
L� ı Si c Lo Si ç L1 Si ç L2 Si c . . . ç Ln-ı Si, Sı nin 
lineer alt uzaylarının maxsirnal zincirini oluşturur. 

Yardın1cı Teorenı 5.4. S= EB Sü S sonlu mertebeden bir 
po lar uzay olsun. Eğer Si nin tüm maximal zincirleri aynı 
miktarda elemanlara sahipse tüm maximal S zincirleri 
aynı nı.il.i.arda elementıere sahip olur. 
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VI.İNDİRGENEMEZLİK 

Bir polar uzay! en az iki boş oln1ayan polar uzayın diret; 
toplarm ise indirgenebilirdir denir. Aksi halde 
indirgenemezdir denir. 

Graf G nin tanıamlaytcısı, G nin G' alt uzayıdrr.(Örncğ:· 
eğer G yi yaklaşık lineer uzay alırsak aynı zanıandan :-_ 
alt uzaydır.) Öyle ki G' nün hiçbir noktası G G' IJLı 
herhangi bir noktasuıa koınşu olmaz. G' conrecteı. 
component olarak adlanduılır 

Yardımcı Teorenı 6.1 Her non dejenere polar uzay -. 

bağıntısıyla bağlanmış elemanların direkt toplamlandır 
Bu elenıanlar indirgenemezdir 

Sonuç 6.2. Bir non dej encre po lar uzay sadece ve sadeec 
- bağıntısının bir grafını bağlıyorsa indirgenemez olur. 

Yardımcı Teorem 6.3. I-ler hangi bir polar uzay :or. 
fazla, indjrgenenıez polar uzayların direkt toplamı olarak 
bir bileşene sahiptir. 

Vardınıcı Tcoı·cm 6.4. Her hangi bir p ve q 
alnıayan noktalı bir S po lar uzayında p q ıt, S 
uzayıdır.(aynJ zaınanda polar uzaydrr) 

komsu • 

nin a]: 

Yardın1cı Teocrem 6.5. Sımrlı bir düzende :. 
iı1dirgencn1ez bir polar uzay olsun. ır--q ve p--q de S ntı: 
noktaları olsun. Böyle olunca p' q' ve p' q' pol� 
uzayları izon1orfiktir. (p' q' p' q' olarak yazılar) 

Vli.PROJEKTİF UZAYLAR '-vE ALT PO LAR 

UZAYLAR 

Genelleşmiş bir projektif düzlem, PD 1 (Farklı iki doğ:-J 
kes1şir.) yi tatmjn eden aına n1ecburen PD2 (Uzayda en 
a7 bir dörtgen vardır) yi tatmin etmeyen bir linec� 
uzaydır. Genelleştirilmiş projektif düzlernin her düzlerni 
lineer uzay ise genelleşmiş projektif uzay denir. 

Yardımcı Teorem 7.1. S sınırlı düzenden non dejenere 
bir polar uzay olsun. M de S nin bir ınaximal lineer alt 
uzayı olsun. R de non dejenere bir M nin maximal lineer 
alt uzayı olsun. O halde p ve q ya komşu olmayan 
noktalar vardır.Öyle ki R c p q ve R, p q nİn 
n1axin1al lineer alt uzaydır. 

Yardımcı Teorem 7.2. n sınırlı düzende S, non dejenere 
bjr polar uzay olsun. O halde lineer alt uzaylarm her 
nıaxiınal zincirleri n+ l elemanianna sahiptir. 
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Yardınıcı Teoreın 7.3. S sonlu mertebeden non dejcnere 
polar uzayı olsun. Bu durumda S nin her lineer alt uzay1 
geneUeşmiş projektif alt uzayıdır. 

VIII.SONUÇ 

Bir S polar uzayı, ayn alt kürneleriyle bi�lik noktalar 
kümesıdir ve alt uzaylar olarak adlandırılır. Oy le ki; 

i) İçinde bulundurduğu alt uzaylarıyla b irlikte bir alt 
uzayı, baz1 indis n ler için (görünen en küçük n, S nin 
menebe olarak adlandırılır.) -1 <i n-1 ile i boyutlu 
projektifbir uzaydır. 
ii) İki alt uzayın kcsişinu yine bir alt uzaydır. 
iii) n- 1 buyutlu R alt uzayı alarak verilen ve bir pE S 
nok1asında M eş s ız b jr alt uzay vardır. Ve M, 
dirn(M R)=n-2 olarak p yi ihtiva eder. M, R nin tüm 
noktalanın ihtiva eder ve bunlar bazı 1 buyutlu alt 
uzayları ile p ye birleşirler. 
:"v) n-1 boyutun birleşmeyen alt uzaylan vardır. 

S, 3 ten büyük yada eşit bir polar uzay olsun. Öyleyse 
aşağıdakj durumdan bir yada sadece bir tanesi 
gercekleşır. 
i S. trace-değerli cr-hermityen biçiminde tarıırnlanan bir 
proJ ektif uzay içindekj bir polariteden doğan bir polar 
uzaydır. 
it. S projektif uzayında bir F' halkası üzerindeki yarı 
kuadrikten doğan bir polar uzaydır. F,  2 karakteristliği 
taşır ve eklenen anti otomorfizın cr, a2=1 ve 
: ı E F  fl=t} :t {u-� cr(u) 1 uEF} yi sağlar. 
iii. S, karakteristliği 2 olan cismin üzerinde projektif bir 
ttZayda boş polariteden doğmuş polar bir uzaydır. 
iı·. S n1axin1al alt uzaylan Moufang düzlemleri olan 3 .  
'iC\ i yede bir po1ar uzay dır. 
\'. S değişken olmayan bölüm halkası üzerinde 3 boyutlu 
uzayda karşılaştırılan 3 .  seviyede bir polar uzaydır. 

�. '\eviyedeki polar uzaylar kuadrikler olarak genellenir. 
lrnest Shult bağımsız olarak GF(2) cismi üzerindeki 
karekterizasyon problemini incelemiştir. Sonuçları graf 
teorik d ilinde çerçevelennıiştir ve teorem aşağıdaki 
gibidir. 

Bir Shult S uzayı bir kardinalitesi 2 den büyük yada eşit 
farklı alt kümeleri ile birlikte noktalar kümesidir ve 
doğru o larak adlandınlır. Öyle ki  S nin her l doğrusu için 
re p E  S iç in her p, 1 nin bir yada tüm noktalanna 
kon1sudtır . 

• 
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Bir Shult uzay, hiçbir nokta diğer noktaların hepsine 
komşu değilse non dejenercdir denir. 

B ir S, Shult uzayının R alt uzayı boş ohnayan çift yönlü 
komşu noktalar kümesidir. Öyle ki birden fazla noktada 
R ile kesişen herhangi bir doğru R içinde bulunur. Eğer 
bir indis n varsa S sonlu seviyededir öyle ki S nin farklı 
R 1 Ç R2 c . . .  c R, alt uzayının her zinciri en fazla n 

elemanlıdır. 

l,eorem 8.1 . S nin tüm doğnıları 3 e eşit yada büyük 
olan sınırlı seviyenin bir non dejenere Shult uzayı olsun. 
O halde S bir po lar uzaydır. 

'I'eorenı 8.2 .. Her polar uzay bir shult uzayıdır. 

Bu kounun, bundan sorrraki çalışmalara bir basaınak 
teşkil edebileceği gözlenmiştir. 
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