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POLAR UZAYLAR

Yilmaz Sarvan, Murat Giizlek, Ibrahim Ozgiir

Ozet — Bu calisma polar uzaylar hakkinda bilinen
calismalarin bir derlemesidir. Ozellikle polar uzay,
polar uzaylarin direkt toplaim, absolute noktalar,
isotropik, klik, genellesmis projektif diizlem ve
homojen koordinat tanimlan verildi. Polar uzay ve
polar uzaylarin direkt toplamlarindan bahsedilerek
absolute ve absolute olmayan noktalarin sayisi ile
ilgili kobinatoriyel 6zellikler incelendi. Bir dogru ile
bir kuadrik arasindaki iligkiler incelenerek buna
homojen koordinatlarda ornek verildi. Ayrica polar
uzay ve genellesmis projcktif alt uzaylar arasindaki
iligkiye deginildi.

Anahtar Kelimeler — Polar Uzay. Polar uzaylarin
Direkt Toplami, Dejenere Polar Uzay, Polarite,
Indirgenemezlik.

~bstract - In this paper, the known properties on
polar spaces, the definitions of direct sum of polar
spaces, absolute point, isotropic, clic, generelited
projective plane and homogen coordinate has been
given. We study combinatoric properties related to
absolute and non absolute points. The relations
between the line and the quadric have been
invertigated and we give the examples in homogen
coordinates. Further, we noted that polar spaces
related to generalited projective subspaces.

I.GIRIS

Bu calismada M. Lynn Batten’in “Combinatorics of
Finite Geometries” kitab1 esas almmugtir. Dezargsel
projektif uwzayindaki bir polaritenin non dejenere
absolute noktalarinin kiimesi, bir cisim iizerindeki
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projektif uzayda non dejenere kuadrnklerle bir ¢
ozellikler gosterir. Biitiin bu sistemleri icine alan b
yapinin var olabilecegini Veldkamp ortaya ¢ikaran
kimsedir. Tits ise bu sistemi gelistirmistir. Polar uzavl:
teorisi dezargsel projektif uzaylarda non dejene:
polaritelerinin absolute noktalarimin kiimesi ve cisimk
izerindek:  projektif uzaylardaki non = dejener
kuadriklerle ilgili olarak ortaya ¢ikmistir. Kullamila
“nokta” ve “dogru” kavramlari sonlu sayimdadir. Ayt
dogru tzerinde bulunan noktalara dogrudas noktala:
ayni noktadan gecen dogrulara noktadas dogrular olarz
adlandinyoruz. Uzay ise verilen aksiyomatik yapinu
ozelliklerim tasiyacagindan konuya gére degisiklikie
gosterir. Uzaylar nokta, dogru, diizlem ve birbirine gor:
dwrumlar1t  esas alinarak kurulur. Yaklasik lines:
uzaylarda bazi noktalarin dogrularin iizerinde olmas
sarti aranmazken iki noktadan en ¢ok bir dogru gecs:
ifadesi de kullamimustir. Tek basina bir nokta dogr
belirtmez. Uzaylarda cesitli kural koyarak yeni uzayla:
elde edilir. Bu kurallara gore elde edilen uzayla:
aksiyomlarla tutarlihk géstermelidir.

ILTEMEL KAVRAMLAR

P=1p),p2.ps....,Pi} noktalar kiimesi ve L={l,L.l5,...
dogrular kiimesi olsun. S=(P, L) ikilisine geometrik van:
denir. Verilen aksivom sisteminin timiini saglavan br-
geometrik yapr bulunabilirse bu aksiyom sisternin:
tutarl: aks1 halde tutarsizdir denir.

(x,y) oklit noktalarinin homojen koordinatlan; x=x,\x; vz
y=x;\x; olmak lizere x;, X;, X3 swrali say1 ii¢clii o'ur
(x1,X2,X3) biciminde yazilir.[3]

S=(P, L) uzay: asagidaki iki aksiyomu sagliyorsa uzay:
kismm diizlem veya vyaklasik lineer uzay denw
YL1) Bir dogru iizerinde en az iki nokta wvardr
Y1.2) Farkh 1ki noktay: birlestiren en ¢ok bir dog
vardir.

Yaklasik lineer uzayda boyut kavramuni verebilmek i
noktalar kiimesinin értiisiiniin tanimina ihtiyag¢ vardir.
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3=(P,L) bir yaklasik lineer uzay, X P olsun. Noktalar
kiimesini kapsayan en kiigiik yaklasik lineer uzaya X m
setitsii dentr. <X>, X in ortiisii seklinde gosterilir. X 1n
griiisii: X i kapsayan tiim yaklagik lineer uzaylarm
arakesitidir,

S=(P,L) nin bir bazi, ortiisii S olan bagimsiz bir nokta
kiimesidir.

En az sayidaki bazinin eleman sayisinin bir eksigine
uzaym boyutu denir.

bov S=min{ B :B, S icin bir bazdir.}-1
seklinde 1fade edilir.

S=(P,L) bir yaklasik lineer uzay i¢in, p;eP, fieL ve pol,
olsun (p; noktas1 / dogrusunun iizerinde olmasm), /;
dogrusundaki p; noktasi ile dogrudas olan noktalarin
sayisina bag sayis1 demr. Bag sayisy cy ile gosterilir.
ci<v; dir (v;, [; dogrusu tizerindeki toplam nokta sayisa).
Eger p noktasi dogru ilizerinde ise bag sayist 1 olarak
alinir,

pi

Sekal 2.1

Sekil 1.2 de ki p; noktas: ile /; dogrusu arasindaki bag
say1st c;=c(p;, /;)=3 diir.

S=(P,L), S'=(P',L") herhangi 1ki1 yaklasik lincer uzay i¢in,
P P've her /el i¢in f(/)eL' 6zeliginde 1se f ye S den
S' ye lineer fonksiyon denir. Bu fonksiyon kendi iizerine
1se otoniorfizm veya kolinasyon denir.

Asagidaki aksiyomlar saglaniyorsa S=(P,L) uzay: lineer
uzaydir.

L1) Bir dogru iizerinde en az 1k1 nokta vardir.
L2) Farkl1 iki nokta bir tek dogru belirtir.[1]

Lineer uzaylarda bag sayis1 dogru iizerindeki nokta
sayis1 kadardir. Ve dogrularin disinda kalan noktalar
dlmayacaktir (L2 aksiyomuna gore).

Bir S lineer uzay: i¢in , S nin maximal bir proper alt
lzayma bir hiperdiizlem denir. V; S nin bir hiper
llizlemi ise V. CS dir ancak V ve S arasinda baska alt
1zay yok ise. Buradan R* de R” hiperdiizlemdir. R* de R?
iperdiizlemdir. R de R hiperdiizlemdir. R de her bir
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nokta hiperdiizlemdir ve noktada nokta hiperdiizlemdir.
& nin hiperdiizlemi de & dir.

Asagidaki iki aksiyomu saglayan lineer uzaya projektif
diizlem denir:

PD1) Farkl: 1ki dogru kesisir.
PD2) Uzayda en az bir doértgen vardir.

* ¥

Buradan bir projektif diizlemin hiperdiizlemlerinin
kesinlikle dogrular oldugu kolayca goriilmektedir. [1]

P={p1,p2.P3.-...p;) noktalar kiimesi ve L={/,0,.h,... [}
dogrular kiimesi olsun. ¥ pe P ve YV /€L olmak iizere
p den I ye bag sayis: c(p,/) ve ! lizerindeki noktalarin
sayis1 v(/) ile gésterilsinn VpeP ve VIeL igin
S=(P, L) yaklasik lincer wuzayinda c(p,/)=1 veya
c(p,/)=v(/) 1se S ye bir polar uzay denir.

¥ @
& ®
Sekil 2.2 (a) Sekil 2.2 (b)

Dolayisiyla lineer uzaylar dejenere polar uzaylardir.

®-
Sekil 2.3
S polar uzaymin bir noktasi diger tiim mnoktalara

dogrudas ise uzaya dejenere polar uzay (Sekil 1.3.b)
diger duruinda dejenere olmayan polar uzay denir.

S nin baz1 p noktalar: icin, p den gegmeyen tim /5, /4,. ..
dogrular1 icin c(p,;;)=v(/) ise bu S=(P,L) uzayma
dejenere polar uzay denir. Diger durumdak: polar
uzaylara non dejenere polar uzay denir. Sekil 2.2 (a)
dejenere ve sekil 2.2 (b) non dejeneredir.

{S;}ie1; ikiser ikiser ayrik olarak polar uzaylarin kiimesi

iJIE]a

olsun.
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L={(p.g): PES,y ¢€S; i j}U {{S}is nin dogrular
kiimesi}

P'={S,;};c; min tiim noktalar kiimesi olsun.

S'=(P',L') olmak iizere,

S'= @ S; ifadesine ie] i¢in S; lerin direkt toplamu denir.

—
— - e e p
- - e ar o
“ ~_~.-.-

oun -
-

-
- - -

‘.‘*Oﬁ
-
\‘
oy

el S She cms TR CID CED QI G cEe GED GER CED GED oy @ que o= eEn o=

Sekil 1.5.

S nin direkt toplamumin yaklasik lineer uzay oldugu
kolaylikla goriilebilir. » herhangi bir nokta ve p€/ i¢in /
de S nin herhangi bir dogrusu olsun. Eger p ve / aym §;
de ise o zaman c(p,/)=1 ya da c(p,)=v(!/) oldugu
asikardir. Eger p€S;, [€S; ve 1 j igin c(p,/)=v(/) dur.
Eger p € S; ve / yeni bir 2 noktali dogru ise en azindan /
nin bir noktasina birlestirilmistir. Polar uzaylarinin bazi i
ler (i€l) i¢cin {S;} ailesinin dirckt toplam yine bir polar
uzay oldugu goriiliir.

S polar uzay olsun. S'C S alt uzay olsun. S' bir yaklasik
lineer uzay olsun. Alt uzay oldugundan S’ niin kapsadigi
her dogrunun S ye ait, S' tim noktalan S ye aittir.
Gosterelim ki S’ bir polar uzavdir. S polar uzay
oldugundan c¢(p,)=1 veya c(p,/)=v(/) dir. Buna gore S'
polar uzaydir. Bu ise bir polar uzayinin her alt uzayinn
da bir polar uzay oldugunu gosterir.

Yukaridaki iki ifadeden yararlanarak M, S=O® S; polar
uzayimn maxsimal alt uzayi ise, M;=M §; tim 1 ler i¢cin
S; de maximal oldugunu gosterebiliriz. M; nin bazi j ler
i¢in S; de maximal olmadigini kabul edelim. O zaman

M; & M i &S; dir. M= @ M; i¢in Mj=M S; oldugundan
asagidaki 1fadeyi yazabiliniz.
M=0M,z®M, ®M, z®S, =S

AL
Bu ifade M nin maximal olmasiyla gelisir. Buradan M;
nin, S; de maxsimal oldugu kolaylikla goriiliir.
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III.ABSOLUTE NOKTALAR

Bu boéliimde polaritenin tanim yapilarak absolute nok:
ve absolute dogrular hakkinda bilgiler verilerei
kombnatoriyel o6zellikler1 incelenecektir. Sonlu ¢
boyutlu S projektif uzayinda bir & korelasyonu, S ni:
alt uzaylar1 kiimesinde kendi 1{izerine bir 1.
ddniistimiidiir. Oyle ki bu doéniisiim biitiin R ve T :
uzaylart1 1cm, RCT 1ise, O (R)DOo(T)
boy 0 (R)=d-1-boy R dir. Bdéylece bir korelasyor
kapsamay tersine gevirir ve boy 0 (R) nin S ye uzakhg
ile R nin & ye uzakligi aym kalir. Ikinci mertebeden br

korelasyon, yani oc’=000 =1 i saglayan, O0zdeshik
doniisiimiine bir polarite denir. Eger & bir polarite ise |
Rc o (T)ise o (R)DT dir. Ozel olarak p, q noktalar
icin p€ 0(q) olmasi q€ O (p) olmasim gerektin:
O (p) ve 0 (q) S nin hiper diizlemler oldugu anlanmm:
gelir.

0 polantesinin bir O alt uzay1 R nin bir alt uzan
olsun. RC 0 (R) veya O (R)DR 1se R y
absolutetur denir. Buradan R absolute ise O (R) c:

absolutctur ve tersine O (R) absolute ise R e
absolutetur.

]

Sekil 3.1.

O polaritesimi asagidaki gib1 tammlayalim.
g:S > S

$ 045
| 235
2 124
3 156
4 026
5 013
6 346

Absolute(Mutlak) noktalarin 0,2 ve 6 oldugunu gérmek
cok basittir.

O (0)=045=0€ 045 absolute
o (1)=235=1& 235 absolute degil
O (2)=12d=2¢c 124 absolute
O (3)=156=3g 156 absolute degil
o (4)=026 =4 026 absolute degil
O (5)=013=5¢& 013 absolute degil
O (6)=346 = 6 € 346 absolute
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045. 124, 346} absolute dogrular, 0,2,6} absolute
noktalar. Dogrulan noktalara, noktalarn dogrulara
doniistiiren bu o polaritesi dogrudag noktalat1 noktadas

dogrulara doniistiiriir.

Sekil 3.2,

Sonlu mertebeden projektif diizlemin o polaritesinin
her absolute dogrusu kesinlikle bir absolute nokta ihtiva
eder. Dual olarak her absolute nokta bir absolute dogru
lizerindedir. T, bir polarite /, bir absolute dogru olsun.
Boylece O (/) noktas: absolutedir. / nin 1ki ya da daha
fazla absolute nokta ihtiva ettigini kabul edelim. Boylece
pgel, ocleo(p) ve o()e(g) olur. Ayrica
pec(p) ve g€ 0(q) dur. Boylece o (p), / nin
tstiinde her ikisini de ihtiva eder. Burada o (/) noktasi p
ve ¢ olmadigindan o (p)=0 (p)= ! elde ederiz. 1-1
olugundan p =g bir ¢eliski elde edildi.

Sonlu bir projektif diizlemin bir polaritesi daima
absolute olmayan noktalara sahiptir.

Yardimci Teorem 3.1.Sonlu mertebeden bir projektif
dizlemde her absolute olmayan dogru, c¢ift sayida
absolute olmayan nokta kapsar.

Sonu¢ 3.2. Bir projektif diizlemin k mertebesi ciftse her

dojiru tek sayida absolute nokta kapsar. / absolute olsun.
Bu takdirde iizerinde tek absolute nokta vardir. Dogru
absolute degilse; bu takdirde absolute olmayan nokta
sayisi gifttir.

Bir projektif diizlemin k mertebesi ciftse her dogru tek
sayida absolute nokta kapsar. Absolute bir dogrunun
kesinlikle bir absolute noktasi oldugunu belirtmistik.
Diger taraftan eger / absolute olmayan dogrusu ve kesin
olarak bir absolute noktas: varsa yardimc: teorem 2.1. le
celigkiye diiser.

Teorem 3.3. t, k. mertebeden projektif [T diizlemi
izerindeki O polaritelerinin toplam absolute noktalar
sayis1 olsun. O zaman t k+1(mod 2) ve eger p herhangi
bir tek asal say1 ve ieZ™ olmak iizere;

(t-k- l)k("i_l)’2 (k(‘”)"’” - 1)5 0 (modp'™)
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dir. 2. denklik, t icin verilen bir k ya gére miimkiin olan
degerlerin sayisinda biiyiik bir kisitlama getirir.

S, d-boyutlu bir projektif uzay olsun. S nin alt uzay: R
tamamen isotropiktir denir; Eger R#& icin, 0 (R) R =
R ise.Eger R=C icin 0 (R) R = R ise R alt uzayma
isotropik olmayan denir. Eger d=3 i1se 0 zaman toplam
isotropik dogrular / icin o (/)=/ olan dogrudur. Biz
burada tamamen isotropik dogrularla ilgilenecegiz.

o polaritesine sahip d-boyutlu (sonlu) bir projektif
uzayda bir dogru sadece ve sadece, / izerindeki herhangi
bir p i¢in tiim / lizerindeki g lar i¢in, pe€ o (q)
isotropiktir,

Yardimc: Teorem 3.4, ¢ polaritesine sahip d-boyutlu
(sonlu) bir projektif uzayda bir dogru sadece ve sadece, /
lizerindeki herhangi bir p i¢in tiim / {izerindeki ¢ lar igin,
p € 0 (gq) 1sotropiktir. / dogrusunun tamamen isotropik
oldugunu farz edelim. ¢ da / nin herhangi bir noktasi
olsun. (Bu ¢=p halini ihtiva eder) O zaman g€/,
o ()& 0 (g) tamamen isotropik olarak verdigi zaman
IC o () yi1 belirtir. Boylece pel/C o (g) olur. !/
dogrusunun tamamen isotropik oldugunu farz edelim. g
da / nin herhangi bir noktasi olsun. (Bu g=p halini ihtiva
eder) O zaman g€/, 0 (/)C 0 (g) tamamen isotropik
olarak verdifi zaman /C o (/) yi1 belirtir. Boylece
peE(C O (g)olur.

Simdi / tlizerindeki tim p ve g lar icin pe€ O (q)
oldugunu var sayalim. O halde tim g€/ icin IC 0 (q)
olur. Boylece tiim ¢e€/ icin g€ o (f) olur. Bu da,
[ o (/) dir. Sonuc olarak / taman.en isotropiktir

Teorem 3.5. S, O polariteli sonlu —boyutlu projektif bir
uzay olsun. O halde o© nin absolute noktalarinin
climlesi, 0 tformlu bir polar uzayin tamamen izotrop‘k
dogrulari ile ekipmanlanur.

[ tarnamen isotropik bir dogru olsun, p de [/ {izerinde
olmayan bir mutlak nokta olsun. x, / de herhangi bir
nokta olsun. Boyle olunca xp dogrusu sadece ve sadece
yardunc1 teorem 3.7. ye gore x€ O (p) oldugunda
tarnamen isotropiktir. @ (p) bir hiper diizlemdir ve / ile
tek bir nokta olarak ¢akismali ya da / de kendisiyle
¢akigmalidir. Sonuc olarak p, ! nin bir noktasina ya da
hepsine komsudur.

Ornek 3.1. S, F kompleks sayilarinin iistiinde ii¢ boyutlu
projektif uzay olsun.
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0. P=[PO>Plap29P3]

ipixi =0
i=0

3
O zaman Zpiz =0
i=0

oldugunda p tamamen O (p) nin icindedir. Eger
peo (p) ve qeO (p), p#¢ 1se pg nun herhangi
a=[ag,a,,a3,a; ] noktas1 a=Ap+uqg dur.( A, peF)

3 3 3
Fakat Zaixi =/7,.Zpixi 4—,11.21(.]1-)(i =0, ae 0 (a)
i=0 i=0 i=0

aciklar. Buradan boéyle bir dogrunun her bir noktasi
absolute olur. Dogrularda bu durumda tamamen
1sotropiktir,

IV. KUADRIKLER

keZ', her k elemanli bir cisim bulunmayabilir. Fakat
k=p" (p asal) bi¢iminde ise bu durumda k elemanl bir
cisim kesinlikle vardir. p ye boyle bir cismin
karakteristigi denir.

k {izerine insa edilen sonlu d-boyutlu S, polar uzayim
alalim, p= [xo,xl, +Xd]

S(X,X) A00Xo +a01XeX (03 XoX ot ... FAdg.  XgXg. 1 +agaXy =0
bicimindeki denklemi saglayan p noktasmin geometrik

yverine 2. dereceden hiperyiizeyler veya kuadrikler
denir.[3]

d d d

i=0 ;=0 f,i=0
X;X;=xjX; oldugundan a;ta; nin Kkatsayilarn bulmanin
birka¢ yolu vardir.

Eger cismun karakteristikleri 2 olmasaydi, esi olmayan
simetrik matrise 1htiyag duyardik. Bizim burada
yapmaya c¢ahstigimiz sey icin bu ¢okta gerekli degildir.
Herhangi bir durumda efer x=[xg,Xi,...,Xq],
matris ise (bir vektor)

I X,

| X,

1x(d+1)

X4

h— o

A=(a;j), A1), matris, x in deZistinlmis halidir ve A
kuadriginin denkleminin katsayilarimi  temsil eden
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herhangi bir matristir. O zaman denklem xAx'=0 ola:
yazilabilir.

Simdi bir dogrunun bir kuadrikle kesigsme olasiliklarr
inceleyelim. Q asagidaki denklemle 1fade edilen
kuadrik olsun.

[ de p=[po,pis---Pal ve q=[q0,q1,-..,94] Noktalariyla ifac:
edilen bir dogru olsun. Boylelikle / dogrusu p ve q o
lineer kombinasyonlar1 olan noktalar ciimlesidir. E
sebeple / nin herhangi bir noktasi igin x=[Xg,X,,...,X4] dr
Sahip oldugumuz x;=Ap;+pnq; denklemleri igin A, ue:
dir. Fakat her ikisi de s:ifir degildir. Q ve / kesismesi
tizerinde de olan bu x noktalarinin ciimlesidir.

Bu sebeple asagidaki saglanmal:

D > a,(Ap; + g, X Ap, + ng;)=0 yada

A:Eg‘z;n;pp] wZZ(«d w,f)p,q,]w (ZZ&M =
(*)

®rnck 4.1.Q kuaclug:me bakahm
Xo°+2x,+3x,°=0
F=GF(5) cisnn iizerindeki 2 boyutlu / dogrusu iizemnnd
p=[1,0,1] ve ¢=[1,2,0] dir. Q ve / nin kesigmesindel |
hcrhangl bir x noktasi l

—x'[ l ,Oa ] ]+l"‘[1 7230]

ve ayrica

40+ 2hp+4 =0
saglar. Eger =0 ise¢ o zaman A=0 dir. Biylece bum
soyle tekrar yazabiluriz;

40 200 +4=0
veyd
20007 ) A 42=0
olur. G F(5) te ki tek ¢oziim A=p dir. Bu -zden d
x=[2,2,1] dir. Aslinda bir dogruyla kuadng:
kesismesindeki noktalann sayisini yazabiliriz.

Yardimer Teorem 4.2. Q, F cisminde ve 1 dogrst

iizerindeki projektif d-uzayinda bir kuadrik olsun. 0
zaman [/ Q =0,1,2yada [/ Q =v(/)olur.

Ispat. 7 Q >2 iken /CQ oldugunu gostermitk
Bunlari p ve g (*) denklemini saglayan noktalar olara
varsayabiliriz. Béyle alinca A* ve p® li terimler sifirdy
Eger A niin Kkatsayilari sifirsa A ve u niin 0T
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secenekleri fatmin edicidur. Boylelikle | nin tiim noktalar

Q i¢indedir. Eger A min katsayilart sifir degilse hem A
hem p=0 dir. Stfir olmayan degigsken “I” olarak
varsayilabilir. Buda p ve ¢ nun tek ¢6ziimii olmast ile
celiski elde eduir.

Okxlid 3-uzayinda,p noktasindaki tiim tegetleri alirsak
buna tanjant diizlemi elde edihr:

Q,; Q ya p den teget olan dogrular ciimlesi olarak
adlandinlir,

Yardimcr Teoren 4.3. Eger Q matris A=(a;;) de F cismi
izerindeki projektif d-uzayinda bir kuadnkse ve
=p=[pa,p1,---P4l€Q i1se Q, hiper diizlemndir, ya da biitiin
bir uzayd:r, ve asagidaki denkleme sahiptir:

ii((aqf+a;:»iﬁjgo

[spat: g#p. Q, nin herhangi bir noktas: olsun. Boylece
gp dogrusu p den g ya dogru tanjanttir. (*) n1 kullanarak

p=Q. :): Zao'pzpj — (0 1 belirtir. u=0, p ¢o6ziimiine

karsilasttkca pz0 farz ederek (*) durumunda asagidaki

denklemlere indirgenir. Bu ayni zamanda Au™' de lineer
den}\]emdlr

|EZ@+0%M

veya

+H[ZZQ (m,

zf(fx N, - J (}:za,,qq,]

dir. Bunu devain ettirirsek hem F nin tiim elemanlarn
(boylece pg Q=pgq) saglar. Hem de tamamen F nin bir
elemani(boylece pg Q={p}) saglar. Boylece pq dogrusu

Q yu ancak ve ancak Zz(aii+a/'i piQ;’ =()
¢

oldugunda tanjanttir. Bu denklem q; de homojen lincer

bir denklemdir ve bu yilizden hem bir hiperdiizlemi hem
de uzay1 temsil eder.

Teorem 4.4. Q, F cismi lizerindek: projektif d-uzayinda

bir kuadrik olsun. Boylece bulundugu dogrularla Q nun
noktalan polar bir uzay olusturur.

Ispat. /. Q nun bir dogrusu ve p de [/ iizerinde
bulunmayan Q nun bir noktasi olsun. Yardimc: Teorem
+.2 de Q, hem bir hiperdiizlem hem de biitiin bir uzaydur.

Bu olasiliklar p ye / nin bir ya da tiim noktalarina
komsuluk verir.
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Q bir kuadrik 1¢in p,geQ olsun. Eger polar uzay olarak
“dejenere” ise pAq' ya bagli olarak A matrisi ile p ve q
noktalarimin konjuge oldugu sdylenir. Eger A simetrik

ise bu gAp'=0 dir. Q nun tiim noktalarmm birbirine
konjuge olduguna dikkat edilmelidir.

Yardimae Teorem 4.5. p ve q karakteristifi 2 olmayan
bir cisim iizerindeki bir kuadrigin 2 ayr1 noktasi olsun. O
zaman ancak ve ancak pg dogrusu Q i¢cinde bulunursa p
ve g konjugedir.

Ispat. r, pg dogrusunda herhangi bir dogru olsun. r=p+g¢
koordinatlanini segebiliriz. [Jaha sonra ;
rAr=(p+q)A(p+q)'=pAp' +pAq +gAq

p ve ¢ noktalar1 konigin noktalarn oldugundan
pAp'=gAg'=0 dir. Daha otesi, gAp' | x 1 matris
oldugundan (bir cisim elemam) ve bdylece

gApP'=(qAp)=pAq' sonuc olarak rAr' =2pAg'. Eger p ve
q konjuge ise, pAg'=0 di, ve rAr'=0, reQ yu ifade eder.
Ters cevirirsek eger reQ, pAg' =0 ise p ve ¢ konjuge
olur.

Ornek 4.2. F gercek sayilarin cismi olsun. Q da
asagidaki matrisle belirlensin.

(1 -1 0 -1

-1 0 0 1
A =

0 0 3 0

=t | O 1

p=(1,1/2,0,0| nektas: Q iistiindedir. p ye konjuge olan Q
nun tim noktalarmm
[2X0,%0-X2,0,2X,] formuna sahip oldgunu goériilmektedir.

Bu x¢ ve x, nin tiim secgeneklen i¢in her ikisi de sifir
olmamalidir.

GF(k) lizennindeki 2d-boyutlu projektif uzayda bir diizgiin
kuadrik d—1 dogrudan fazla fakat daha yiiksek olmav- !
boyutlarin projektif uzaylarimn alt uzaylarin sahiptir.
Tek boyutlu projektif uzaylarda 2d-1 boyutu yerine (d-1)
boyutlu alt uzay ya da en yiiksek boyut olarak (d-2)
boyutlu alt uzay oldugunu séyleyebiliriz., i1lk duruinda
kuadrik hiperbohik veya kuralli , sonraki durumda da
eliptik veya kuralsiz diye adlandirilir.

GF(k) tlzerinde bulunan projektif uzaylarin farkh alt
uzaylarmin sayisi1 asagida gosterildigi gibi diizgiin
kuadriklerde bulunabilirler:

i) boyut 2d ve m=d-1 ise alt uzaylarin sayis:

- (kz(d m+:)_1)

(1

dir.
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11) boyut 2d-1 ve m<d-2 ise alt uzaylarin sayisi
m k(Zd——l—Zm#-Zr') f k(d—m-rt'—]) N k (dd =m+i) ~1

k (:n+l—i) . 1

1=0
dur.
ii1) boyut 2d-1ve m<d-1 ise alt uzaylarin sayisi
mo g (@d-t=2m=20) g (d-meis) g (demei)

11

e k(:rt-r-l-hf')_ l

diz.

V.LINEER ALT UZAYLAR

S yaklasik lineer uzayi lineer olmadig: halde lineer alt
uzaya sahip olabilir. Burada polar uzayinlar da gériilen
ozel alt kiimelere yakindan bakalim. Bunlar lineer uzay
olan lineer alt uzaylar ya da S nin alt uzaylandir. S nin
herhangi bir noktast ya da dogrusu S nin lineer alt
uzayidir, ve tabi ki S nin kendisi de bir lineer uzaydir. O
halde her alt uzay lineerdir.

Yaklasik lineer uzayin noktalarinin C alt climlesi olsun,
eger C nin herhangi ikili noktasy dogrudas ise klik denir.

S bir polar uzay olsun.R de bir alt uzay olsun ki bir peS

noktasi olsun. R,#R olsun. O zaman R, R nin projektif
hiperdiizlenudir.

Yardimer Teorem S5.1. S simirli mertebeden bir non
dejenere polar uzay olsun. S nin herhangi R lineer alt
uzayi icin R den maximal lineer alt uzaylari vardir.

Yardimcs Teorem 5.2. S bir non dejenere ve sonlu
mertebeden olsun ve R de S nin alt uzay: olsun. Béyle
olunca R nin her non dejenere inaximal lineer Q alt uzayi
R nin projektif hiperdiizlemi olur.

Yardimcel Teorem 5.3. L.,<L,<L,<L,<....<L,.;. n sirl
diizenin S polar uzayinda lineer alt uzaylarin maximal
zinciri olsun. Eger S=@® S; ise her i icin zincirin farkls
elemanlari

L, §Ccly, §5,CL, §;CL, §5,C...CL,.; Si S; nin
lineer alt uzaylarinin maxsimal zincirini olusturur.

Yardimer Teorem S5.4. S=@ S;, S sonlu mertebeden bir
polar uzay olsun. Eger S; nin tiim maximal zincirleri ayni
miktarda elemanlara sahipse tiim maximal S zincirleri
aym miktarda elementlere sahip olur.
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VLINDIRGENEMEZLIK

Bir polar uzay, en az iki bos olmayan polar uzayin dire:
toplamu ise indirgenebilirdir denir. Aksi halde
indirgenemezdir denir.

Graf G nin tamamlayicisi, G nin G' alt uzayidir.(Ome:
eger G yi yaklasik lineer uzay alirsak ayni zamandan *.
alt uzaydir) Oyle ki G' niin hi¢bir noktast G'\G' nu
herhangi bir noktasma komsu olmaz. G' conrecie
component olarak adlandirilir

Yardimc: Teorem 6.1 Her non dejenere polar uzayv -
bagintisiyla baglanmis elemanlarin direkt toplamilandrr
Bu eleman!ar indirgenemezdir

Sonuc¢ 6.2. Bir non dejencre polar uzay sadece ve sadecs
~ bagintisinin bir grafini bagliyorsa indirgenemez olur.

Yardimcr Teorem 6.3. Her hangi bir polar uzay er
fazla, indirgenemez polar uzaylarin direkt toplami olarak
bir bilesene sahiptir.

Yardimer Teorem 6.4. Her hangi bir p ve q komst
olmayan noktali bir S polar uzayinda p q, S nin al
uzayidir.(ayn1 zamanda polar uzaydir)

Yardimci Teocrem 6.5. Simirhh bir diizende =
indirgencmez bir polar uzay olsun. p~q ve p~q de S nic
noktalar1 olsun. BOyle olunca p' q' ve p' q' polx
uzaylari izomorfiktir. (p' q" p' q' olarak yazilar)

VIL.LPROJEKTIF UZAYLAR vE ALT POLAR
UZAYLAR

Genellesmms bir projektf diizlem, PD1 (Farkl ikm dogru
kesisir.) y1 tatmin eden ama mecburen PD2 (Uzayda e~
az bir dortgen vardir) yi tatmin etmeyen bir linec:
uzaydir. Genellestirilmis projektif diizlemin her diizlenu
lineer uzay ise genellesmis projektif uzay denir.

Yardnnc: Teorem 7.1. S sinirlt diizenden non dejenere
bir polar uzay olsun. M de S nin bir maximal lineer alt
uzayi olsun. R de non dejenere bir M nin maximal lineer
alt uzayt olsun. O halde p ve q ya komsu olmayan
noktalar vardirOyle ki RCp q ve R, p q mmn

maximal lineer alt uzaydair.

Yardimci Teorem 7.2, n sinirli diizende S, non dejenere
bir polar uzay olsun. O halde lineer alt uzaylann her
maximal zincirleri n+1 elemanlarina sahiptir.
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Y ardimci Teorem 7.3. S sonlu mertebeden non de jenere
polar uzzy1 olsun. Bu durumda S nin her lineer alt uzay:
geneliesmis projektif alt uzayidir.

VIILSONUC

Bir S polar uzay, ayn alt kiimeleriyle birlik noktalar
kimesidir ve alt uzaylar olarak adlandirilir. Oyle ki;

i) Icinde bulundurdugu alt uzaylariyla birlikte bir alt
uzayl, bazi indis n ler i¢in (goriinen en kiiciik n, S nin
mertebe olarak adlandinlir) -1<1i n-1 ile 1 boyutlu
projektif bir uzaydir.

i7) Iki alr uzaym kesisimi yine bir alt uzaydar.

i) n-1 buyutlu R alt uzay: alarak verilen ve bir peS
noktasinda M essiz bir alt uzay vardir. Ve M,
dim(M R)=n-2 olarak p y1 ithtiva eder. M, R nin tilm
noktalarimi 1htiva eder ve bunlar bazi / buyutlu alt
uzaylari ile p ye birlesirler.

iv) n-1 boyutun birlesmeyen alt uzaylar vardir.

S. 3 ten biiyiik yada esit bir polar uzay olsun. Oyleyse
asagilaky  durumdan bir yada sadece bir tanesi
gerceklesir.

.. S, trace-degerli o-hermityen bigiminde tariumlanan bir
projektif uzay icindeki bir polariteden dogan bir polar
uzaydir.

. S projektif uzayinda bir F' halkasi lizerindeki yar
kuadrikten dogan bir polar uzaydw. F, 2 karakteristlig:
lasr  ve eklenen anti otomorfizm o, o =lve
ek t'=t}z{ut o(u)l uek} yisaglar.

ii. S, karakteristligi 2 olan cismun iizerinde projektif bir
uzayda bos polariteden dogmus polar bir uzaydir.

v. S niaximal alt uzaylann Moufang diizlemleri olan 3.
scvivede bir polar uzaydir.

v. S degisken olmayan boliim halkas iizerinde 3 boyutlu
uzavda karsilastirilan 3. seviyede bir polar uzaydir.

2. seviyedeki polar uzaylar kuadrikler olarak genellenir.
Ernest Shult bagimsiz olarak GF(2) cismi uzerindeki
karekterizasyon problemini incelemistir. Sonuclart graf
teortk dilinde g¢ercevelennustir ve teorem asagidaki
pibidir.

Bir Shult S uzay: bir kardinalitesi 2 den biiylik yada esit
farkh alt kimeler1 ile birlikte noktalar kiimesidir ve
dogru olarak adlandirilir. Oyle ki S nin her / dogrusu igin
ve peS i¢in her p, / nin obir yada tiim noktalarina
komsudur.

Polar Uzaylar
Y.Sarvan, M.Giizlek, 1.Qzgiir

Bir Shult uzay, l¢bhir nokta diger noktalarin hepsine
komsu degilse non dejeneredir denir.

Bir S, Shult uzayinin R alt uzay1 bos olinayan ¢ift yonli
komsu noktalar kiimesidir. Oyle ki birden fazla noktada
R 1le kesisen herhangi bir dogru R i1¢inde bulunur. Eger
bir indis n varsa S sonlu seviyededir dyle ka S nin farkls
R;CR,C...CR, alt uzaymmn her zinciri en fazla n
elemanhdir.

Teorem 8.1. S nin tiim dogrulan 3 e esit yada biiyiik
olan si1irli seviyenin bir non dejenere Shult uzayr olsun.
O halde S bir polar uzaydir.

Teorem 8.2. Her polar uzay bir shult uzayidir.

Bu kounun, bundan sonraki calismalara bir basamak
teskil edebileceg1 gozlenmistir.
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