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Ozet: Bu calismada reel kuaternionlarin genel tanimi yapildiktan sonra reel kuaternionlarla Serret-Frenet formiilleri arasindaki
bagmtilar incelenmistir. Reel kuaternionlarin dort baz eleman: ile temsil edilebilmesine karsin, kompleks nitelikte olan ii¢ baz
eleman1 kullanilarak da vektorler kolaylikla ifade edilebilmektedir. Diger yandan, kuaternion ¢arpiminin ¢ok iyi bilinen vektor
carpimlarindan farkli olmasi Serret-Frenet formiillerinin reel kuaternionlarla elde edilmesi i¢in bir engel degildir. Bu ¢alismada
Serret-Frenet formiillerinin temsili i¢in alternatif bir yontem gelistirilmistir.

Anahtar Kelimeler: Reel kuaternion, Koordinat sistemi, Serret-Frenet formiilleri.

Serret-Frenet Formulas By Real Quaternions

Abstract: In this paper; after general definition of quaternions, relations between real quaternions and Serret-Frenet formulas have
been investigated. Although real quaternions are represented by four basis elements, vectors can also be expressed by using their
three basis elements that have complex nature. On the other hand, the difference of quaternion product than well-known the vector
product is not an obstacle to obtain Serret-Frenet formulas by real quaternions. In this study, an alternative formulation has been

developed for the representation of Serret-Frenet formulas.

Keywords: Real quaternion, Coordinate system, Serret-Frenet formulas.

Giris

Kuaternionlar, 1843 yilinda Irlandali matematikgi
William Rowan Hamilton’un kompleks sayilar1 3-boyutlu
uzaya genellestirmek amaciyla yaptigi ¢alismalar
sirasinda  bulunmustur [1]. Klasik Newton mekaniginden
kuantum fizigine, robotik uygulamalardan astrofizige
kadar kendisine uygulama alani bulan kuaternionlar,
zaman igerisinde hem tanimlar1t hem de cebirsel
Ozellikleri bakimindan gelistirilmigtir. Bugiin reel,
kompleks ve dual kuaternion olmak tizere ti¢ farkli tipte
kuaternion tanimi1 mevcuttur.

Reel kuaternionlar yapi bakimindan en basittir ve diger
kuaternion tiirlerinin tanimlanmasinda temel rol oynarlar.
Bu tiir kuaternionlar, iki kompleks saymnin bir gesit
genellestirilmis bi¢imi olduklarindan  4-boyuta kadar
fiziksel nicelikleri basar1 ile ifade edebilecek
ozelliktedirler. Reel kuaternionlar, bir skalar ile imajiner
baz elemanlarina sahip bir vektérden olusan 6zgiin bir
yapi olarak diisiiniilebilir. Bu nedenle skalar ve vektorlere
iligkin &zelliklerinin nerede ise tamami kuaternionlar
tarafindan saglanir. Kuaternionlar vektorlerin kullanildigi
fiziksel niceliklerin temsilinde O6nemli derede rol
oynamaktadirlar. Ayrica, 6zgiin yapilart ve islevsellikleri
nedeniyle donme ve Oteleme hareketinin temsilinde de
oldukca kullanishidirlar. Ozellikle dénme hareketi ile
iligkili olan agisal yerdegistirme, agisal hiz, agisal ivime ve
momentum niceliklerinin tiiretilmesi konususunda Chou
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tarafindan yapilan ¢alisma oldukca dikkat cekicidir [2].
Ote yandan Euler parametrelerinin birim kuaternion
olarak ele alinmasi durumunda bir koordinat sisteminin
yonelimini belirlemede dogrultman kosiniisleri gibi klasik
yontemlere gore onemli derecede avantajlara sahip oldugu
Chou ve Wehage tarafindan yapilan calismalarda da
belirtilmektedir [2-3]. Bu nedenle kuaternionlarla donme
hareketinin temsili bir ¢ok arastirmaci tarafindan
incelenmistir [4-8].

Diger kuaternion tipleri ise iki reel kuaternionun gesitli
kombinasyonlar1 ile tanimlanirlar. Adindan anlasilacagi
iizere iki reel kuaternionun kompleks bir kombinasyonu
olan kompleks kuaternionlardan fizik yasalarinin daha
kisa ve 6z bicimde ifade edilmesinde yararlanilmaktadir
[9]. Lorentz doniistimleri, rolativistik mekanik ve
elektromanyetizma bu tiir kuaternionlar yardimiyla daha
kolay bir sekilde incelenebilmektedir [10-12]. Ayrica
sekiz bilesene sahip olmalar1 nedeniyle
elektromanyetizma ic¢in temel yapi tas1 olan Maxwell
denklemlerinin tek bir esitlik ile temsil edilebilmesine
olanak da saglamaktirlar [13].

Diger bir kuaternion tiirii olan dual kuaternionlar, donme
ve Oteleme hareketinin yer aldigi tiim sistemlerde basari
ile kullanilmaktadir. Reel kuaternionlar uzaydaki bir
noktanm konumunu ii¢ baz elemant ile belirleyebilirken,
bir dual kuaternion alt1 bileseni yardimiyla bir dogruyu
tamimlayabilir.  Ote  yandan  dénme  hareketinin
geometrisinin dual kuaternionlar kullanilarak kolaylikla



ifade edilebilmesi nedeniyle bu kuaternion tipi robotik
uygulamalarda kullanilan kinematik ve dinamik ifadelerin
elde edilmesinde yaygin olarak kullanilmaktadir [14-20].
Ayrica dual kuaternionlar kullanilarak elektromanyetik
teorinin de incelenmesi miimkiindiir [21].

Bu calismanin amaci; klasik mekanik agisindan ¢ok iyi
bilinen Serret-Frenet formiillerinin reel kuaternionlarla da
cok kolay bir bicimde ifade edilebilecegini gostermektir.
Bilimsel literatiirde  kuaternionlarla  Serret-Frenet
formiilleri ilk olarak Bharathi ve Nagaraj tarafindan
incelenmistir [22]. Bununla birlikte daha sonra bu
formiillerin Gilines ve Sivridag tarafindan dual
kuaternionlar kullanilarak elde edildigi goriilmektedir
[23]. Tuna ve Coken tarafindan da
ds’ =—dx’ —dy’ +dz’ +dw’ metrikli E;  yan-Oklid
uzayindaki kuaternionik egriler icin  Serret-Frenet
formiilleri elde edilmistir [24]. Bu c¢alismada ise reel
kuaternionlar kullanilarak alternatif bir temsil ydntemi
gelistirilmigtir. Kuaternionlarin ileri cebirsel yapilari,
basitlikleri ve en Onemlisi matrislerle izomorfluklar
nedeniyle bu temsillerin matematiksel acidan oldukca

faydali olacag: diisiiniilmektedir.

Reel Kuaternionlar

4.-4,-9,>q, reel sayilar ve e =1 ve e,,e,,e, imajiner

taban elemanlar1 olmak iizere q reel kuaternionu;

@.1)

ve imajiner baz elemanlar

4=q,¢, 19,8 1q,€, Tq,8

seklinde tanimlanir. e,

e,, ,, e, asagidaki carpim kurallarina uyarlar:

er=1, e’ =el=¢e=-1, (2.2)
ee,=e, ee =e, ee =e,, (2.3)
e,e, =—e,, €e,=-6€, €€, =-¢,. 2.4)

q reel kuaternionuna taban elemanlar1 e e,,e, ve e,
olan 4-boyutlu uzaydaki bir vektdr goziiyle bakilabilir.
4,-4,-9, ve ¢, reel saylarina q kuaternionunun
bilesenleri denir. €,,e,,€e, imajiner taban elemanlari, 3-

boyutlu kartezyen koordinat sisteminin baz vektorleri
olarak da alnabilir. Boylece q reel kuaternionu; g,

skalar1 ile vektorel kismi temsil eden
q=gq,e *q,e, t+q,€, tn lineer bir kombinasyonu olarak,

q9=q,6,1tq (2.5)

bi¢iminde de ifade edilebilir. q kuaternionu; skalar

kismin yoklugu halinde vektdr kuaternion (q=0),

vektorel kisminin  olmamasi durumunda da skalar
kuaternion olarak isimlendirilir.
Reel kuaternionlar1 matris seklinde ifade etmek
miimkiindiir. Bu amagla
I, = Lo (2.6)
o 1 '

birim matrisi ile

S.DEMIR, K.OZDAS

2.7)

0 —i
G:
li0

Pauli spin matrisi kullanilarak 4-Boyutlu uzayda
kuaternionlarmn  taban elemanlarina karsilik  gelen
matrisler,
1 000
I, 0 0100
Q- = (2.8)
0 I, 0 010
0 0 01
010 o0
ic, 0 -1 0 0 O
Q, - s = 2.9
0 -—io, 0 0 -1
01 0
0 0 10
0 I, 0 0 0 1
Q, = = (2.10)
-1, 0 -1 0 0 0
0 -1 00
0 0 0 1
0 o, 0 0 -1 0
Q= = (2.11)
“lie, 0 0 1 0 O
-1 0 0 O

bi¢iminde tanimlanir. q reel kuaternionu ise 4x4 matris

formunda,
Q= Qnﬂo + qlﬂl + quz + q393
q, q, q, 9,

_ — 49, 9, —4; q, (212)
-4, q; 9, —4,
-4, —d4q, q, q,
seklinde temsil edilir,. Q,,Q ,Q,,Q, matrisleri,

kuaternion baz elemanlar1 i¢in tanimlanan (2.2)-(2.4)
esitliklerine benzer ¢carpim bagintilarini saglarlar [13]:

Q=-=Q, Q=0-0=--0 (2.13)

0°
00 -0, Q0 -0, Q0 -0, (214
Q0 =-0Q, QQ =-Q, Q0 =-Q,(2.15)

Ote yandan q kuaternionunu,

q,

Q=bw%4p%r=bde=Z‘ (2.16)

2
4,
bigcimindeki 4 x1 matris ile de temsil etmek miimkiindiir.

Bir p kuaternionunun eslenigi, imajiner kisminin diger
bir deyisle vektorel kisminin isaretinin degistirilmesi ile
elde edilir ve p”ile gosterilir. Eslenik,
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p*=p0e0—p=poeo—plel—p2e2—p3e3. (217)

seklinde tanimlanir. Bu islem, p kuaternionunu temsil
eden matrisin transpozesi alinarak,

P =P"
=p,2,-pQ -p,Q,-pQ, (2.18)
Py =P —DP, —Ds
|\p P P -Ds
|\p.o-p o |
ps P, —DP P
bigiminde de gergeklestirilebilir.
Kuaternion ¢arpimi  vektorlerin  ¢arpimindan  daha

farklidir. Alisilagelen vektdr g¢arpimindan daha fazla
nicelik icerirler. p ve q kuaternionlarinin ¢arpimi;

pa=(p,+P)(g,+q)
:poqo+poq+qop_ pq+ pxq

(2.19)

seklinde tamimlanir. Gorildiigii gibi kuaternion g¢arpimi
iki skalarin ¢arpimi, skalarin vektorle ¢arpimi, skalar ve
vektorel carpim gibi vektdr cebrinin tiim g¢arpimlarini
igerir. Burada “ . ” ve “x ” ii¢ boyutlu vektor uzayinda
skalar ve vektorel ¢arpimlart gostermektedir. Kuaternion
carpimini matris ifadeleri ile de elde etmek miimkiindiir.
Bu carpim,

PQ: pg -p N:||:q0:|
P pL+P]LQ
_po P —P, —Ps||4 (220)
_ b, by —P; P, || 4
p, b, by =Dl 49
_ps - P, P, Po q,
veya
PQ= qz -q ~:||:p0:|
_q qols —-q p
_qo -4, —49, —4;|| P (221)
_ q, q, q; —4, b
9, —4; 9, q, p,
_Q3 9, —4, 49, || Ps
seklinde tamimlanir. Yukanidaki ifadelerde I,, 3x3
birim matris olup P ve § matrisleri ise
[ 0 - ps D,
ﬁ = b, 0 - b, (222)
L~ p, b, 0
i 0 - UB q,
a = q, 0 - q, (223)
L~ q, q, 0

seklinde tanimlanan antisimetrik matrislerdir.Kuaternion
carpimi degisme Ozelligine sahip degildir. Fakat (2.20) ve
(2.21) esitlikleri igin

p :{pi P N} (2.24)
P pli+p
Ve
Q= {qi - N} (2.25)
q q013 -q
matrisleri tanimlandigi taktirde bu ifadeleri,
PQ=PQ (2.26)
ve
PQ=QP (2.27)

seklindeki kompakt formda yeniden yazmak miimkiin
olacaktir. Boylece degisme Ozelligi matrisler yardimryla
kolaylikla elde edilebilir [2]:

PQ=QP. (2.28)
Ote yandan fiziksel uygulamalarda kullanilmak {izere
kuaternion c¢arpimi  skalar ve vektdrel carpimla

iligkilendirilebilir. p ve q kuaternionlar1 p=p ve q=q
ile verilen vektor kuaternionlar olarak tanimlansin. Bu
takdirde pq ve qp ¢arpimlari;

Pq =-p.q+pxq (2.29)
qp =-9.p+qxp (2.30)
olacaktir. p.g=0.p ve pxg=-Qgx p oldugundan;

qp =—4.p— pxq (2.31)
seklinde yazilabilir. Bu iki esitlikten yararlanarak pq ile
qp ’nin toplamu i¢in,

Pq+qp=-20.p (2.32)

yazilabilir. Elde edilen nicelik skalar kuaterniondur. Daha
acik bir ifade ile skalar ¢arpim-kuaternion ¢arpimu iligkisi,

- 1 .
Pa=pq=-7(q+(Pe) (2.33)
seklinde olmalidir. pq ile qp ’nin farki ise;
Pq-qp=2pxq (2.34)

ile verilen vektor kuaterniondur. Benzer sekilde vektorel
carpim-kuaternion ¢arpimu iligkisi i¢in de;

_o 1 1 .
pxquxq=5(pq—qp)=5(pq—(pq)) (2.35)

esitligi yazilabilir [26].
Bir q reel kuaternionun normu kendisi ile esleniginin

carpimina esittir ve N(q) ile gosterilir. Norm,

N@Q)=qq =q'q=¢,+q,+q.+q, (2.36)



seklinde tanimlanir. Normu bir olan kuaterniona ise birim
kuaternion denir. Matrislerle ifade edildiginde q

kuaternionun normunu,
QQ =QQ=N(q)Q,

bigiminde veya “7Tr” matrisin izini gostermek {izere

(2.37)

1 .
N(q) =ZTr(QQ ) (2.38)
seklinde de elde etmek mimkiindiir. Norm tanimi
kuaternionlar1 alternatif bi¢imde ifade etme olanag da
sunar. Her kuaternionu polar formda yazmak miimkiindiir.
u birim kuaternion olmak iizere q reel kuaternionu,

q =/ N(q)(cos 8+ usin0) (2.39)
seklinde ifade edilir. Burada;
cosf = 2o (2.40)
N(q)
ve
2 + 2 + 2
sinp=YI T o (2.41)

VN(q)

olmak iizere, —1<cos0<+1, —1<sinf < +1 araliginda

degisirler ve cos’0 +sin’ 0 =1 kosulunu saglarlar.

q=gq,¢,tq,¢€ tq,e, +g,e, reel kuaternionu,

q=+/N(q)e".

bi¢imindeki eksponansiyel ifade ile de temsil etmek
miimkiindiir. Bu ifadede U’ =—1 olmak iizere,

(2.42)

e =cos0+Usin® (2.43)

ile verilir.

3-Boyutlu uzayin vektorleri iizerine bolme islemi tanimli
degildir. Diger bir deyisle iki vektoriin boliimiinden
bahsedilemez. Vektorlerin tersine, kuaternionlar bolim
cebiri olusturduklar i¢in bir kuaternionun tersi tanimlidir.
q sifir kuaternion olmamak sartiyla;

1 1

qq =q q=1 (2.44)

kosulunu saglayan q' kuaternionuna ¢ kuaternionunun
tersi denir. Ote yandan N(q)=qq =q’q ile verildigine
gore;

*

Qq_ _,
N(q)

bagntisi yazilabilir. Bundan dolay1 ile q kuaternionunun
tersi;

(2.45)

4 q
qQ =——
N(q)

olmalidir.

(2.46)
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Dogal Koordinat Sisteminin (Serret-Frenet
Ugyiizliisii) Reel Kuaternionlarla Temsili

Sekil 3.1°de goriildiigi gibi siirekli bir (C) egrisi ilizerinde
hareket eden bir pargacik ele alinsin.

v

F(t+dt)

F(

(©

> X

0

Sekil 3.1 Egri iizerinde hareket

Pargacigin 7 konum vektdrii zamanin fonksiyonu olarak
kuaternion formunda,

r=x()e +y(e, +z(¢)e, 3.1
seklinde gosterilir ve (2.12) tanimi geregince,
R=x(#)Q, +y0)Q, +z(1)Q,
0 x(n y@» =z
_| @) 0 —z@) ¥ (3.2)
-y z(t) 0 —x()
—z() -y  x@) 0

matrisi ile temsil edilir. r kuaternionu egri iizerinde
alman bir baslangictan itibaren Olciilen (s) yay
uzunlugunun fonksiyonu olarak yazilip zamana gore
tiirevi alinabilir. Bu durumda

v=dr
- [%eo} [x(s)e] + y(s)e, +z(s)e3] (3.3)

_ dx(s) e, + dy(s) e, + dz(s) e.
dt dt dt

vektor kuaternionu elde edilir. e ,e,e, imajiner baz
elemanlariin zamana gore tiirevleri sifir olduguna gore

artik bunlar1 kartezyen koordinat sisteminin baz vektorleri

i ,]A’,Ié ile eslestirmek miimkiindiir. Ote yandan
yukaridaki ifade tekrar diizenlenirse,
° : y (3.4)

_ [ﬁ eo}{dx(s) e+ dy(s) - dz(s) es}
dt ds ds ds

bigimini alacaktir. (3.3) esitligi aslinda iki kuaternionun

d . .
carpimindan olusmaktadir. d—seO skalar kuaternionu ile
t

dx(s) e+ dy(s) e, + dz(s) e
ds ds ds
carpimi ile v kuaternionu elde edilmektedir. Burada;

vektor kuaternionlarinin
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{= dx(s) e, + dy(s) e, + dz(s) e.
ds ds ds
=t e +r,e,+t e,

3.5)

tanim1 yapilsin ve t kuaternionu (2.12) ifadesinden
yararlanilarak,

T=1Q +r0 410 = 0+ O7h b (3.6)
-4 1 2 2 3 3 _tz [3 O _tl .
—-t, —t t 0

3

matrisi ile temsil edilsin. Bu taktirde (3.4) esitligini,

ds
v=|—eg, |t 3.7
EN o
seklinde yazmak miimkiin olacaktir. t  vektor
kuaternionunun normu;
N)=tt" =t"t=—f.(~1)+1 x(~1)
2 2 2
_ dx(s) N dy(s) N dz(s) (3.8)
ds ds ds

=1
olduguna gore t kuaternionu birim kuaterniondur.

v reel vektor kuaternionunun normu;

N(V)=vVv =V Vv N[dteojN(t) [dtj 3.9

ise (3.4) ifadesi,

v=,N(V)t

seklinde yeniden yazilabilir. v kuaternionu pargacigin
hizina karsi gelen vektorii temsil ederken, t birim

(3.10)

kuaternionu da yoriingeye teget birim vektore karsilik
gelir.

Parcacigin P noktasindaki ivmesi ise vV kuaternionuna
tiirev operatoriiniin uygulanmasi ile elde edilir. Buna goére
a, pargacigin ivme vektoriine karst gelen kuaternion
olmak iizere;

o g 2]

_ { d’s eo}{dx(s) - dy(s) - dz(s) e}}

dt’ ds ds ds
+ éeo ieo dx(s) e + dy(s) e, + dz(s) e,
dt dt ds ds ds
ve
2
a= d_2se0 dx(s) e + dy(s) e, + dz(s) e,
dt ds ds ds
2 2 2
{geo} Ix0), NS dH5) {@e}
dt ds’ ds’ ds’ ]l dt

ile verilmelidir. Yukaridaki esitlik yeniden diizenlenirse;

(3.11)

a=|L3e |1+ ﬁj e It
dt dr ) | ds

elde edilir. Ote yandan t birim vektér kuaternionunun
normunun N(t) = tt" yay uzunluguna gére tiirevi igin;

oo =] ([

d’x(s) | d’y() d’ z(s) .
0 ={ —e + —e, + —e, |t
ds ds ds

2 2 2
+{ Ixls) 4N, _d Z(f)es}
ds ds ds

bagintisi elde edilir. Yukaridaki ifadede;

2 2 2
[d x(zs) e, . d y(zs)e2+d Z(zs)ez}=k”=i” (3.12)
ds ds ds P

vektor kuaternionu tanimi yapilirsa bu esitlik,

O=knt +tkn (3.13)

seklindeki kisa forma indirgenir. t" =-t oldugundan
kuaternion ¢arpimlarini igeren bu ifade daha agik formda
tekrar yazilirsa,

O=—kﬁ:(:f)+kﬁx(—f)-f.(—kﬁ)+fx(-kﬁ) (3.14)
=2kn.t

bagintist elde edilir. Skalar carpimin dzellikleri dikkate
almarak (3.14) esitligi ile elde edilen sonug, n
kuaternionu ile temsil edilen 7 vektorii ile t kuaternionu
ile temsil edilen 7 vektoriiniin arasindaki a¢mnin 90°,
diger bir ifade ile bu iki vektoriin birbirlerine dik
oldugunu gostermektedir:

nlr. (3.15)
P noktasinda t kuaternionuna karsi gelen vektore dik
birim vektér n birim kuaternionu ile temsil edilirse (3.11)
ile verilen ivme ifadesi;

2 2
a= d—feo t+ ds kn
dt dt
seklini alir. & ya (C) egrisinin P noktasindaki egriligi
denir [27].

(3.16)

t wvektdr kuaternionu ile n vektdr kuaternionunun
carpimi yine bir vektdr kuaternion olacagina gore, bu
islem sonucunda elde edilecek reel kuaternion b ile
gosterilsin. Bu ¢arpim agikca yazilirsa,

b=tn=-t.n+fxn (3.17)
ifadesine ulagilir. Bu bagmti (2.20) ve (2.21) tanimlar1
geregince,

~ 0 —t{|0
B=TN=| . _
t ot n
(3.18)
=NT=

o ol



matris esitligi ile de kolayca temsil edilebilir. (3.17)
ifadesinde t ve n reel kuaternionlarinin temsil ettigi
vektorlerin hem skalar ¢arpimi hem de vektdrel carpimi
oldugu goriilmektedir. Ote yandan (3.15) ifadesi ile
vurgulandig1 tizere t ve n reel kuaternionlarinin temsil
ettikleri vektorler birbirlerine diktir. Bu nedenle (3.17)
esitligindeki skalar ¢arpim sifirdir. Dolayist ile bu esitlik,

b=tn=7xi (3.19)

seklinde ifade edilmelidir. Bu gosterimden anlasilacagi
tizere b reel kuaternionunun temsil ettigi vektor hem

{ >ye hem de 7 ’ye diktir. b vektor kuaternionu,

b= l(ieonj + Lt

3.20
T\ ds pT (320)

seklinde tanimlansin. 7 ’ya burulma ve p ’ya ise burulma
yarigapi denir [27].

b ile t arasindaki iliski (3.19) denklemi ile belirlenmisti.
Benzer sekilde b, t ve n kuaternionlar1 arasindaki

diklik bagmtilar1 (2.33) esitliginden yararlanarak elde

edilebilir. 5 ve 7 vektorleri arasindaki skalar garpim
bagmtisi kuaternion formunda,
Eﬁ:%bn+nﬂzl§£ﬁ+—Lﬁﬁ

3.21
T ds ols (3-21)

ile verilir. (2.26) ve (2.27) esitlikleri geregince bu ifadeyi
matris formunda,

{quémN+Nm

3.22
0 (3.22)

seklinde temsil etmek miimkiindiir. Bununla birlikte
(2.28) tanimu kullanilarak,

BN =NB (3.23)
ifadesi yazilabilir. Boylece (3.22) esitligi,
T
0 =BN=NB (3.24)

ile verilen basit bir ifadeye déniisiir. Ote yandan n
kuaternionunun normu,

N(n)=nn"=n"n=1 (3.25)
olduguna gore,
d d d .
—e, |[N(n)=| |—e, |n{n +n| |—e, | N
[]u([d}] ([d} j
dn dn
=|—|(-nN)+n|-—
&%)
= —( [@} n+n [@} j (3.26)
s ds
dn . dn . _dn _ dn
=—n—-——Xn+n—-nX—
ds ds ds ds
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skalar carpim bagmtis1 yazilabilir. Bu takdirde (3.21)
esitligindeki ilk terim sifirdir. Ayni esitlikteki ikinci terim

daha once elde edilen (3.19) ifadesi geregi sifir
olacagindan,

bii=0 (3.27)
ifadesi yazilabilir. Diger bir gosterimle,

BN=NB=0 (3.28)

olmalidir. Ayni1 yol b ve { vektdrleri icin de izlenirse,

iz%[butb]:ld_ﬁ.miz.z

3.29
T ds yois ( )

elde edilir. Yine kuaternionik matrisler kullanilarak,

rﬁ}:%$T+Tm:ET:TB (3.30)
bagintisna ulasilir. Ote yandan (2.33) ve (3.14)
esitliklerinden yararlanarak,

d 1 din - _.df
Ze,|=[nt+tn]|="F=.7 +7.—
ds "\ 2 d ds

di 1 (3.31)
0=2L74—
ds Yol
ve
dnz__1 (3.32)
ds Yol
ifadesine ulagilir. Bu takdirde (3.29) ifadesi,
bi=Llot+tb]=———+L ¢ (3.33)
2 pT  prT
olur. Diger bir gosterimle,

BT=TB=0 (3.34)
matris esitligi yazilabilir. t,n ve b birim kuaternionlar
dogal olarak

Nn=bt=-b.f+bxf=bxt (3.35)
ve

t=nb=-i.b+iixb=rixb (3.36)
bagintilart ile

_ [0 -b]fo
N=BT-= ~
0" b Lt (3.37)
_[o —t]fo '
=TB= ~
[t T ][b
_ [0 -n]fo
T=NB=|  _
in" n||b (3.38)
_ [0 -b]fo '
=BN=| | -~
|b" —b||n

matris ifadelerini saglarlar. (3.20) esitligi ile tanimlanan
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b kuaternionunun yay uzunluguna gore tlirevi alinirsa,

S

dt _ dt _ -dn - dn
=t — XA~ ——+ X—
ds s ds ds
= —i+i(ﬁ>< ﬁ)—(—ij+fx(rl;——tJ
P P P P
db
—=-1N 3.39
s (3.39)
elde edilir. Diger bir ifadeyle,
d . T
—B=7N =N (3.40)
ds
matris bagntist  yazilabilir. Bu sonuglar, klasik

yontemlerle edilen sonuglarla uyum igerisindedir.

Tartisma ve Sonug¢

Bu caligmada klasik mekanik agisindan ¢ok iyi bilinen
Serret-Frenet formiillerinin reel kuaternionlarla temsili
amaclanmigtir. Reel kuaternionlarin komplek sayilardan
yola cikilarak kesfedildigi diisiiniildiigiinde, ortaya
konulan formiilasyonun hem klasik vektor cebirinin
ozelliklerinden hem de kompleks sayilarin 6zelliklerinden
yararlanmaya imkan verdigi goriilmektedir. Nitekim,
(2.33) ve (2.35) esitliklerinde tanimladigi izere
vektorlerin  skalar ve vektdrel carpim bagmtilar
kuaternionlarla da ¢ok kolay bir sekilde ifade
edilebilmektedir. Kuaternion c¢arpiminin alisilagelen
vektdr ¢arpimlarindan farkli olarak hem skalar hem de
vektorel carpimi igermesi Serret-Frenet formiillerinin reel
kuaternionlarla temsili agisindan bir sorun teskil etmedigi
actkca ortaya konmustur. Ote yandan Serret-Frenet
formiillerinin  kuaternion formunda elde edilen
bi¢imlerini; polar formu, eksponansiyel formu gibi farkli
ifadelerle de yazmanin miimkiin oldugu goriilmektedir.
Boylece kompleks sayilarin sahip oldugu avantajlardan
da yararlanabilme olanagi da dogmaktadir. Benzer
sekilde bu calismada Serret-Frenet formiillerinin 4 x1,
4x4 matrislerle temsili ve bunlar arasindaki matris
bagntilar1 da ayrintili olarak tanimlanmistir. Dolayisi ile
reel kuaternionlarin kullanimi formiilasyon agisindan
diger yontemler gore daha yaratict Ozelliklerin ortaya
cikmasina olanak vermektedir. Kuaternionlarmn yaygin
olarak kullanildig1 alanlardan birisi de donme ve 6teleme
hareketinin tanimlandig1 sistemlerdir. Bu o6zellikleri
nedeniyle robotik uygulamalarin yaninda animasyonlarda
ve bilgisayar diinyasinda popiiler olarak oynanan
oyunlarda kuaternionlardan yararlanildigi bilinmektedir
[20,  28-29].  Serret-Frenet  formiillerinin  reel
kuaternionlarla  temsili, bu koordinat sisteminin
kullanilabilecegi olast alanlar i¢in de alternatif bir bakis
acis1  getirebilir. Reel kuaternionlarm hem 2x2
kompleks matrislerle hem de 4x1 ve 4x4 reel
matrislerle temsili miimkiindiir. Kuaternionlarin gelismis
cebir yapilari, basitlikleri ve en Onemlisi matrislerle
izomorfluklar1 nedeniyle Serret-Frenet formiilleri igin
elde edilen temsillerin matematiksel agidan oldukga
faydali olacag diisiiniilmektedir.
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