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Ozet: Sirekli-Ortam Hasar Mekanigi; Mikro-catlak olusumunun veya mikro bosluklarin biiyiimesinin bir sonucu olarak, yapisal
zayiflamaya ugrayan miihendislik malzemeleri ile ilgilenir. Bu ¢alismada, elastik dielektrik hasarli malzemelerin biinye
denklemlerine ait genel ifadeler siirekli ortam hasar mekaniginin temel yasalarindan tiiretilmistir. Bu matematiksel model, mekanik
bir yiikiin etkisi altinda kalan ve mikro bosluklar igeren elastik dielektrik ortamlar i¢in gelistirilmistir. Malzeme normalde izotrop bir
ortam olup sirf mikro-bosluk dagilimi nedeniyle gii¢lii bir anizotropi gostermektedir. Bu baglamda cisim davranis olarak kendisini
gerilme, elektriksel polarizasyon ve gerinme-enerjisi yogunlugunun degisim hiz1 tarzinda ifade edecektir. Sonug olarak, gerilme,
polarizasyon ve gerinme-enerjisi yogunlugunun degisim hizina ait biinye denklemleri maddesel koordinat sisteminde elde edilmistir.

Anahtar Kelimeler: Sirekli-Ortam Hasar Mekanigi, Serbest Enerji, Gerilme, Polarizasyon, Gerinme-Enerjisi-Yogunlugu Degisim
Hizi, Biinye Denklemleri.

Continuum Damage Mechanics for Elastic Dielectric Materials

Abstract: Continuum Damage Mechanics (CDM) deals with engineering materials which undergo structural weakining as a result of
micro-crack formation or void growth. The general expressions of constitutive equations for isotropic elastic dielectric damaged
materials were derived from the basic laws of continuum damage mechanics. This mathematical model represents an elastic dielectric
media which has micro-voids and subjected to a mechanical loading. Due to micro-void distribution, overall structure attains a strong
anisotropy, despite the fact that the material is otherwise isotropic. In this context the body will respond by means of stress, electric
polarization and strain-energy density release rate. In the conclusion, constitutive response functions for the stress, polarization and
strain-energy density release rate have been obtained in material coordinates.

Keywords: Continuum Damage Mechanics, Free Energy, Stress, Polarization, Strain-Energy Density Release Rate, Constitutive
Equations.

Giris

Bilindigi gibi genel anlamda “Hasar” terimi
malzemelerin bozulmasi, kirilmasi, kopmasi ve ise

seklinde iletilmektedir. Her bir atom, bu toplulugun diger
atomlar1 ile etkilesim halindedir. Kuantum Mekanigi

yaramamas1 anlaminda kullanilmaktadir. Oksitlenme,
korozyon, diflizyon, mekanik yiikler ve yaslanmadan
dolay1 zayiflama veya -elektromanyetik yiiklerden
dolayr malzemenin yapisal bitinliigiiniin bozulmast,
hasar1 baglatip devam ettirebilecek nedenlerden
bazilaridir. Hasar mekanigi; diizensiz sekil, 6l¢ii ve
yonelimlerde rasgele dagilmis olan birgok mikro-catlak
tarafindan zayiflatilmis malzemelerin davranigint ve
mukavemetini  arastiran  glincel bir  konudur.
Malzemenin hasar gérme mekanizmalari oldukea farkli
Olceklerde incelenebilir Bu 6lceklendirmeler atomik
6l¢cek, mikro dlgek, mezo Olgek (siirekli ortam Slgegi)
ve makro Ol¢ek seklinde gz Oniine almabilir. Farkli
Olgeklerde ortaya ¢ikan hasar mekanizmalarinin
durumu asagida kisaca  Ozetlenmistir.  Uygun
homojenlestirme teknikleri ile bu olgekler arasinda
gecisler saglanabilmektedir[1-3].

Atomik olcekte bir malzeme, adyabatik ve rijit
duvarlarla evrenin geri kalan kismindan ayrilmis ve
birbirleri ile etkilesen N tane atomdan meydana gelen
bir sistem olarak goz oniine alinmaktadir. Cevrenin bu
sistem {izerindeki etkisi, sistemin dis ylizeylerini
olusturan atomlara gerilme kuvvetleri ve sicaklik

teorilerine gore, yogunlasmig fazlardaki atomlar belirli
denge pozisyonlarimi igsgal eder ve atomlar arasi enerjinin
sinirlt bir aralifinda titresimlerini siirdiiriirler. Disaridan
sisteme bir is uygulandigi zaman atomlar kendilerine ait
denge pozisyonlarindan ayrilirlar ve bdylece sistemin
potansiyel enerjisi degistirilmis olur. Ortaya ¢ikan
deformasyon elastik ise, sistemin potansiyel enerjisi tersinir
bir tarzda depolanir, dis yiikler kaldirildiginda atomlar denge
pozisyonlarma geri doner ve sistemin potansiyel
enerjisindeki artma azalir. Bu tersinir prosesin zamana
bagimli ve termal olarak aktive edilmis durumu tersinmez
bir proses olarak diisiiniilebilir. Bu durumda, atomlar daha
onceki baglarin kirilmasi sonucunda kendi enerji engellerini
asar ve baglarin yeni konfigiirasyonlarini olusturarak serbest
enerjinin yeni bir denge araligina hareket ederler. Diger bir
deyisle, tersinmez bir yapisal degisim veya hasar olusur.
Dolayist ile, kristal yapili malzemelerde ve polimerlerde
hasar prosesi kimyasal bir reaksiyon olarak g6z oniine
alinabilmektedir. Bu kimyasal olaylar esnasinda malzemenin
temel kompozisyonu sabit kalmakla birlikte atomlarin bag
yapilart degisir. Bu durum malzeme igerisinde mikro-
bosluklar ve siireksizlik yiizeyleri meydana getirebilir.
Yukarida bahsedilen yaklasim kapsaminda hasarin aslinda
reolojik bir yapiya sahip oldugu ve deformasyondan g¢ok
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farklt bir proses oldugu sdylenebilir. Bir i¢ degisken
olarak hasar parametresi D rasyonel bir sekilde
belirlendigi siirece hasar prosesini tanimlamak i¢in
tersinmez proseslerin termodinamik teorisi uygun bir
yaklagim tarzi olarak goziikmektedir [4,5].

Mikro-olgekte bir malzeme, degisik olgili, sekil ve
yonelimlere sahip ¢ok sayida rasgele dagilmis mikro-
catlak iceren ve genellikle izotrop yapida olan bir
matristen ibaretmis gibi diigiiniilmektedir. Matrisin
efektif 6zellikleri atomik 6lcek modellerini (molekuler
dinamik)  kullanarak  tanimlanmaktadir. Tane
siirlarinda yer alanlar da dahil olmak Uzere biitiin
atomik kusurlar matrisin efektif 6zellikleri icerisinde
modele dahil edilmislerdir. Mikro-mekanik modeller
ve bu olgekler cercevesinde, mikro-catlaklar ve diger
mikro-6lgekli kusurlar en fazla tanelerin, agregalarmn
veya ara yerlere girmis farkli mikro yapilarin yiizeyleri
kadar biiyuk olabilir. Bu durumda mikro-6lcekte hasar,
kusurlarin veya ara yiizeylerin yakin civarinda
dislokasyonlarin ve mikro-gerilmelerin birikmesi ve
baglarin kopmasidir. Eger random mikro- yapili bir
maddesel hacim istatistiksel olarak homojen ise, efektif
katilk ve esneklik tansorleri heterojenliklerin,
kusurlarin ve dalgalanmalarin ger¢ek konumlarindan
ve bu alanlarin etkilesimlerinden bagimsizdir.
Homojenlestirme isleminin sonucunda, bir ¢ok mikro
Olcekli  kusurla  yarilmig  olan  malzemenin
homojenlestirilmis matris formuna ait temsili hacim
elemaninin (THE) efektif momentum iletme &zellikleri
belirlenmeye ¢alisilir. Istatistiksel olarak homojen
kabul edilen THE® m igin kusurlarin ve
heterojenliklerin sayis1 bilyliik olmali, onlarn yeri
rasgele olmali ve olgiileri de kiigiik olmalidir. Mikro-
Olcekte hasar parametresinin secgilmesi ile ilgili olarak
oncelikle cevaplanmasi gereken soru, farkli mertebeden
bir tansorle tahmin edilmis olan mikro-¢atlak
dagilimmin  geometrisi ile secilmis  hasar
parametresinin kullaniminin ne kadar dogru oldugudur
[6,71.

Siirekli Ortam 6lgegi (mezo dlgek) kapsaminda yapilan
incelemelerde ise, g6z Oniine alinan tipik bir
malzemenin isgal ettigi uzay1r bosluksuz bir sekilde
doldurdugu ve bu anlamda siirekli oldugu
disiiniilmektedir. Siirekli ortam modellerinde mikro-
Ol¢ek kusurlarinin etkisi mikro-mekanik modellerle
tutarli olan matematiksel bir yapiyla tanimlanmalidir.
Diger bir deyisle, siirekli ortamin bir maddesel
noktasindaki efektif bir ozellik, buna karsilik gelen

mikro-olgekteki THE’ nin  aym1  Ozelliginden
belirlenebilmelidir. Olabildigince basit olan bu
yaklasim hasar parametresinin secimi ile ilgili

karisikliga da bir ¢6ziim olarak goriilmektedir. Makro-
catlaklarin baglamasindan 6nce, malzemelerin mekanik
Ozelliklerinde yaygin sekilde gbzlenen kademeli veya
stirekli gerilemeyi tanimlamak igin siirekli ortam hasar
mekanigi olduk¢a Onemli bir rol oynamaktadir.
Kachanov, siirlinme hasarini incelerken, malzemelerin
mikro-yapisindaki kademeli gerilemeyi karakterize
etmek icin “sureklilik parametresi, ¥ ” ve “efektif
gerilme” kavramini tanimlayan ilk aragtirmacidir [1, 3].
Biiyiik plastik gerinmeler olmaksizin mezo-0lcekte bir
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catlak basladigt zaman “gevrek hasar” durumu s6z
konusudur. Belirli bir esik degerden daha biiyiik plastik
deformasyonla es zamanli olarak baglayan hasar ise “siinek
hasar” olarak tanimlanmaktadir. Siirekli ortam hasar
mekanigi kapsaminda yapilan modellemelerde iki temel
asama vardir. Birinci asamada bUtlin malzemeler igin ortak
olarak gegerli olan ilkeler (balans denklemleri) belirlenir.
Ikinci asamada ise idealize edilmis malzemeleri tanmimlayan
biinye denklemleri olugturulur.

Makro olcekli seviyede ise catlaklarin ve bosluklarin
biiylimesi s6z konusu olup kirilma mekaniginin temel
yaklagimlart dikkate almmalidir. Bu kapsamda hasar
(damage) mekanigi, biiyiik Olcekli catlaklarin (fracture)
baslamasina kadar olan mekanizmay1 incelemektedir.

Bu ¢alismada, siirekli ortam hasar mekanigi kapsaminda ele
alinan elastik dielektrik (yalitkan) ortamlara ait matematiksel
bir model olusturularak gerekli biinye denklemleri elde
edilmigtir. Elastik dielektrik ortamlar ve makro olgekte bu
ortamlarin catlak mekanigi bir ¢ok arastirmaci tarafindan
incelenmis ve ¢ok sayida temel arastirmanin konusu
olmugtur [8-11]. Kullanim maksatlart bakimindan ikiye
ayrilan dielektrik malzemelerden aktif dielektrik malzemeler
maddenin polarize olma yetenegini kullanir.
Kondansatorlerde kapasite degerini yiikseltmek icin
kullanilan kondansator yalitkanlari, kaset ve video bantlari
ile bilgisayar hafizalarinda kullanilan kalic1 polarizasyonlu
ferro-elektrik malzemeler, ultrason dalgalar Ureten kuartz
kristalleri gibi mekanik uyarilari elektriksel sinyallere (veya
tersine) ceviren piezoelektrik malzemeler &nemli aktif
dielektrik yapilardir. Pasif dielektrik malzemeler ise, elektrik
akimmi iletmede kullanilan iletkenleri birbirinden ve
cevreden yalitmaya yarayan malzemelerdir. Piezoelektrik ve
Ferroelektrik malzemeler seramiklerin 6nemli bir smifini
olusturmaktadir (BaTiO3, PbZrO3, PbTiO3). Genellikle ¢cok

kristalli  seramikler  halinde  Uretilen  Ferroelektrik
malzemelerin  neredeyse tiimii piezoelektrik  Gzellige
sahiptirler. Piezoelektrik malzemeler 0zellikle akill

sistemlerin tasariminda algilayici ve harekete gegirici olarak
da  kullanilmaktadirlar.  Dielektriklerin ~ dayanabilecegi
elektrik alan siddeti smirlidir. Eger uygulanan gerilim kritik
bir degeri asarsa yalitkanda, 6zellikle kusurlu bolgelerde
mevcut elektronlar enerji araligini atlayarak serbest hale
gecebilir, bunlarda diger elektronlara c¢arparak bir elektron
seli olusturur ve ortaya ¢ikan akim yalitkani delip geger.
Bunun sonucu olarak malzemenin yalitkanlik 6zelligi
kaybolur. Buna elektriksel go¢cme denir. Her yalitkan bu
gdemeye karsi belirli bir dielektrik dirence sahiptir. I¢ yap1
kusurlari, kimyasal bozulma, ¢atlaklar, bosluklar ve yiiksek
sicaklik bu direnci azaltir. Bu ve benzeri sebeplerden dolayi
seramikler gibi orta duzeyde koheziv mukavemete sahip
malzemelerin  davraniglarmin ~ siirekli  ortamlar  hasar
mekanigi ile incelenmesi 6nem arz etmektedir [11,12].

Ferroelektrik malzemelerde hasarin  belirlenmesi i¢in
fenomenolojik bir model Bassiouny [13] tarafindan
olusturulmus ve hasar Uzerinde polarizasyonun etkisi
incelenmistir. Bu ¢alismada, efektif biytklikler gz 6niine
ahnarak elektro-mekanik kapling etkiler arastirilmustir.
Bassiouny v.d., daha Onceki c¢alismalarinda kapil
elektromekanik histerisis etkiler icin termodinamik bir
formiilasyon gelistirmiglerdir [14-17].
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Bu arastirmanm  teorik  temellerini  olusturan
calismalarda fiber takviyeli elastik dielektrik ortamlarin
elektro-termomekanik davranisina ait matematiksel bir
model olusturulmus ve elektrostatik alanlarla mekanik
alanlarin nonlineer etkilesimleri ele almmnmustir[18,19].
Bir diger ¢alismada, mikro-bosluklu elastik ortamlar
icin biinye denklemlerinin olusturulmasma  ait
matematiksel bir formulasyon surekli ortam hasar
mekanigi kapsaminda geligtirilmistir. Hasarin mekanik
temsili ve bir i¢ durum degiskeni olarak hasar
tansorliniin g6z Oniine alinigt daha detayli olarak
verilmekle birlikte sadece mekanik buylklukler géz
Oniine alinmus, elektrostatik kaynakli kuvvet ve kuvvet-
cifti ifadelerine yer verilmemistir [20].

Bu ¢aligmada ise elektrostatik alanlar i¢in gegerli olan
Maxwell denklemleri daha baslangicta dikkate alinmis
ve mikro-bosluklu elastik dielektrik malzemeler igin
siirekli ortamlar mekanigi g¢ergevesinde matematiksel
bir model kurulmustur.

Hasarin Mekanik Temsili:

Sekil 1 de goriilen temsili hacim elemani, (F =n F)
seklinde bir kuvvetle yiiklendiginde bilinen tek eksenli
gerilme o=F/Solur. Malzeme icerisinde yer alan

mikro bosluklarin  disaridan uygulanan ¢ekme
kuvvetine kars1t herhangi bir direng gostermedigi
dolayist ile yiik tasimadigi distiniiliirse, efektif olarak
yik tagiyan yizeyin dik kesit alanindan mikro
bosluklarin alanini ¢ikararak elde edilen yiizey (S-Sp)
olur. Dolayisiyla da efektif gerilme

F

o= 1
s @)
seklinde yazilabilir.
Hasar parametresini mikro bosluklarin toplam
alaninin toplam kesit alanina orani
So
="b 2
s )
olarak tanimlayabiliriz [21-23]. Kachanov [1],

malzeme icerisindeki belli bir kesit boyunca streklilik
parametresini hasar parametresi ile iliskilendirmis ve
streklilik parametresini ¥=1-D seklinde

tanimlamigtir. Bu durumda (1) ve (2) ifadelerini
dikkate alarak,

F FIS o o
S;) 1-D 1-D ¥ ®)
s (1_7Dj
S
yazabiliriz. Yukarida verilen ifadeleri g6z oniine alarak

asagidaki siirlamalari yazilabilir;

o=

0<D<1 4)
D=0 (baglangigtaki  hasarsiz ~ durum, ¥ =1)
D=1 (malzemenin kopma veya kirllma durumu,
¥ =0)

Sekil 1. Tek eksenli ¢ekme altindaki bir ¢ubukta hasar
parametresinin tanimi

Lemaitre ve ayni sekilde Simo ve Ju, efektif gerilme ilkesine
benzer sekilde efektif gerinme iginde uygun tanimlar
kullanarak izotropik hasar durumu i¢in esdeger gerinmeyi
£=(1-D)e seklinde ifade etmislerdir. Bu asamada
gerinme egdegerligi ve gerilme egdegerligi hipotezlerini
vermek agiklayici olacaktir[24, 25] :

Gerinme esdegerligi hipotezi: Hasarli bir malzemenin
gerinme davranisi orijinal veya hasarsiz malzemenin biinye
denklemi ile temsil edilebilir, ancak hasarsiz malzemenin
biinye denkleminde ortaya ¢itkan gerilme yerine efektif
gerilme kullanilmalhidir. Baska bir ifadeyle, uygulanan
gerilme altinda malzemenin hasarli durumu ile ilgili
gerinme, efektif gerilme altinda malzemenin hasarsiz
durumu ile ilgili gerinmeye es degerdir. Efektif gerilme
kavrami ve gerinme esdegerligi hipotezi dogal olarak biinye
denklemlerinin  gerinme-tabanli  formiilasyonlar1  i¢in
kullanilabilir.

Gerilme esdegerligi hipotezi: Uygulanan gerinme altinda
hasarli durumla ilgili gerilme, efektif gerinme altinda
malzemenin orijinal (hasarsiz) durumu ile ilgili gerilmeye
esdegerdir.

Efektif gerilme ilkesini kullanarak hasarli bir malzeme ile
hasarsiz bir malzemenin elastisite modiilii arasindaki iligki
asagidaki gibi verilebilir:

o o o _ =
S EDE E" E=E(-D) ()

Burada, D E hasar nedeniyle elastisite modilinde meydana

gelen azalmayi, Eise hasarli malzemenin elastisite

modulini géstermektedir.

Simdi, gercek hasarli duruma mekanik olarak esdeger olan
$*=S-DS seklinde
tanimlanan bir kesit alanma sahip hayali bir elemani goz
Oniline alabilir ve bu durumu hasarsiz bir durum olarak
adlandrrabiliriz. Eger mekanik olarak esdeger olan bu iki
durumdaki Sve S* alanlann arasindaki iliski bir sekilde
belirlenebilirse hasar degiskeni D’ de belirlenmis olur.
Efektif gerilme o , cekmeye zorlanan malzeme durumunda

ve F yikiiniin etkisi altinda,
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gecerlidir. Malzemenin basinca zorlanmasi halinde bazi
mikro-bosluklar kapanacagindan (malzemedeki hasar
durumu muhtemelen degismeden kalacak) yiike
direnen alan (S-Sp) den daha biiyiik olacaktir. Bu
durumda efektif gerilme ile bilinen gerilme arasindaki
fark ihmal edilebilir. “Efektif” kavrami, ¢ekme veya
kayma gerilmeleri ile zorlanan malzemedeki, mikro
bosluklarin (veya kusurlarin) birbirleri ile olan
kargilikli  etkilesimlerinin ~ ve  mikro  gerilme
konsantrasyonlarinin ~ dikkate alinmasi sonucunda
ortaya  ¢ikan  “toplam = mukavemet”  olarak
anlagilmalidir. Aslinda “efektif gerilme” kavramina
kesin bir yaklasim, deneysel sonuglar1 ve istatistiksel
yontemleri  kullanan  mikro-mekanik bilim dal
kapsaminda yapilabilir. Ancak bu ¢alismada Sirekli
Ortamlar Mekanigi kapsamimnda (mezo oOlgekte)
malzemenin global davranigini dikkate alarak biinye
denklemleri tizerinde durulmustur.

Bazi aragtirmalarda, hasar degiskenlerini
belirleyebilmek i¢in K sayida mikro c¢atlak igceren bir
temsili hacim eleman1 (THE) g6z Oniline alinmustir.
Herhangi bir k-mc1 mikro ¢atlagin agik veya aktif
kismi A® ile bu mikro ¢atlagim kapali veya pasif
yiizeyi de A" ile gosterilmistir. Bir catlaga ait aktif
veya pasif yiizeyler gerilme, sicaklik ve nem oranina
gore kendi aralarinda yer degistirebilir. Buna ragmen
Weitsman bu agik ve kapali yiizeylerin belli bir zaman
araliginda malzemenin durumunu karakterize eden
bagimsiz degiskenler olarak secilebilecegini ifade
etmektedir [26,27].

Ox

N
~— Y
/

a) b)
Sekil 2. a) K sayida mikro ¢atlak igeren temsili hacim
elemanmmin diizlemsel gortintiisii (27), b) Bir mikro
catlagin agik ve kapali yiizeyleri.

Makro seviyede gerilmeler ve gerinmeler THE’ nin
hacmi iizerinde ortalama biiyiikliiklerdir. Infinitesimal
deformasyonlar1 da bu makro biiyiikliikler arasinda
sayabiliriz. THE nin davranigini tam anlamiyla dikkate
almak icin A® ve A" (k=1,...,K) yiizeylerini temsil
eden 2K sayida c¢atlak parametresini dikkate almak
gerekir. Bu yiizeylerin gercek sekli mezo dlgekte tam
olarak bilinmediginden, Weitsman bunlart esdeger

diizlemsel yiizeyler olarak diisinerek A®) = A®) ()
ve A" = AT0) 0 () yektorleri ile temsil etmistir, (k =

1, ..,K). Burada n®, bir mikro catlak diizlemine ait
birim normal vektorii gostermektedir [26]. Cismin
icerisinde bir maddesel nokta civarinda konveksiteleri
farkli olan iki mikro ¢atlak g6z Oniine alalim.
Malzeme, iizerine gelen yiikleme durumuna gore, farkli
konveksitelere sahip catlak ylizeylerinden dolay1 farkli
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davranislar gosterebilir. Egrilik yaricaplar1 ¢ok biiyiik olan
farkli infinitesimal catlak ylizeyleri topolojik ve mekanik
acidan es deger kabul edilebilir. Bu durumda c¢atlak
yuzeyinin topolojik temsili catlak yizeyinin yodniinden
bagimsiz olarak ifade edilebilir. Matematiksel olarak bu
temsili, iki vektoriin diyadik ¢arpimi ile olusturulan bir
simetrik tansor kullanarak gosterebiliriz. Bu durumda, her
bir mikro c¢atlagi asagidaki gibi simetrik diyadlarla
tanimlayabiliriz.

H(k) = A(k)® A(k) ve H*(k) = A*(k)® A*(k)
Hi(ljf) = Aﬁ(k) Alﬁk) (6)

A® ve A0 yiizeylerinin 6lgiisii ve yeri hakkinda detayl
bilgiler ancak istatistiksel olarak mikro &lgekte mevcut
oldugundan, Siirekli-Ortamlar Mekaniginin kullanildig1
mezo Olcekte (6) ifadesi ile verilen tansorel ifadelerin
birlesik etkilerini asagidaki diyadik carpimlarin toplamlar
ile gosterebiliriz. Bu iglem, mikro o6l¢ekten mezo Olcege
gecerken  yapilan  homojenlestirme  seklinde  de
yorumlanabilir.

H=Y AW® A® H =3 AW A"

- ™
k2 P

Boylece hasarin etkisi mezo oOlgekte iki adet i¢ durum
degiskeni ile ifade edilebilmektedir. Bu iki durum degiskeni
de tanimlar1 geregince ikinci dereceden simetrik tansorel
karakter tasir. Infinitesimal deformasyonlarm goz oniine
alinmasi, hasar1 temsil eden tansorlerin de ayni infinitesimal
karakterde olmasi anlamima gelmez [27]. Dolayisiyla bir
kuvvet serisi temsili gerinmeler i¢in kullanilirken, hasar
tansorleri icin uygun olmayabilir. Bu c¢alisgmada biinye
degiskeni olarak, sadece agik mikro yiizeylerin etkisini
dikkate alan bir tek hasar tansérii g6z 6nline alinmis ve bu
tansor bir i¢ durum degiskeni olarak kullanilmustir. Agik
mikro-gatlak yiizeylerinin temsili hacim elemant igerisindeki
ortalama degerlerini A(X,t) vektori ile, bu vektérin
zamanla degisimini A(X,t) ile gosterebiliriz. Bu vektorlerin,
temsili hacim elemanma ait herhangi bir karakteristik
yilizeyin alanina bdlerek boyutsuzlastirildigini  diisiinmek
formiilasyonun genel yapisini etkilemez. Diger taraftan,
malzeme mikro-catlak yuzeylerinin pozitif ve negatif
taraflarin1  fark edemeyecegi i¢in, matematiksel olarak
A(X,t) ve A(X,t) vektdrlerine olan bagmliligi (7);
ifadesini de géz 6nine alarak,
H=A®A = H=A®A+AQ®A
formundaki tansorel carpimlarla ifade edebiliriz. Bu
tansorler ileride verilecek olan gerilme potansiyelinin
arglimanlari arasinda yer alacaktir.

(7)2

Balans Denklemleri
Elektrostatik balans denklemleri

Go6z Online aldigimiz ve t aninda V(t) hacmini kaplayan
ortamin cevresi ile olan etkilesiminde mekanik olmayan
kuvvetlerin tabi oldugu quazi-statik elektrik alani yoneten
integral denklemler “Genellestirilmis” Gauss ve Stokes
teoremleri  kullanilarak  yerellestirildiginde  asagidaki
diferansiyel ifadeler elde edilmis olur [28, 29]:
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Gauss Yasasi:

0-D=0 V(t) icinde (8)

Faraday yasasi:

IxE=0 = E=-[1¢% V(1) iginde 9)

D=&,E+P veya D, =¢FE, +P, (10)

Burada, D elektrik yer-degistirme vektorii, E elektrik
alan vektorii, ¢° elektrostatik potansiyel, &, boslugun

elektriksel — permitivitesi, P  polarizasyon alan
vektorinl gostermektedir.

Termomekanik Denge Denklemleri

Benzer sekilde global balans denklemleri ( kiitle, lineer
momentum, agisal momentum, enerji, ve entropi

iretimi)  yerellestirildigi  takdirde elde edilen
diferansiyel ifadeler su sekilleri alir:
Katlenin Korunumu
p+pVv,;=0 V() icinde (11)
Maddesel goésterimde kiitlenin korunumu:

Po (X)

b)) === 12
P(X ) J (X,t) (12)
Lineer Momentumun Dengesi
pVvi=t, +pf + F® V() iginde (13)
Acisal Momentumun Dengesi
Enrp(tiy + RE)=0 =

- - V(t) icinde (14)
gnrp trp =0= trp:tpr
tp=tp = P E, (15)

Enerji Korunumu:
pE=tV;;—0q;+ph+ph®+CFw; V(i) icinde (16)

Clausius-Duhem Esitsizligi (Termodinamigin Ikinci
Kanunu)
V(t) icinde:

. h 1 1
PU—P—+—qi,i_?%3iEp7/20 (17)

6 0
Burada, V siirekli ortamin hizi, u sireksizlik yiizeyinin
hizi, p, deformasyondan onceki kiitle yogunlugu, p
deformasyondan sonraki kiitle yogunlugu, J jakobiyen,

v ivme, t;; gerilme tansord, f; birim kitle basina
mekanik hacimsel kuvvet, Ff birim hacim basmna

elektrostatik govde kuvveti, t;; simetrik gerilme

tansord, CiE birim hacim basina elektrostatik kuvvet ¢ifti, &

birim kitle basina ig-enerji yogunlugu, g; 1s1 akisi vektorii
(birim zamanda ve birim ylizey alanindan sisteme giren 1s1
miktar1 olup bu vektor daima yiizey disina dogru yonlenmis
olarak sec¢ilmektedir ve bu durum, enerji denklemi yazilirken
dikkate almmustir), h birim kiitle basma 1s1 kaynagi, h®

elektrostatik enerji kaynagi, W; agcisal hiz, # birim kiitle
bagina entropi yogunlugu, H(X,t) bir t aninda mutlak
sicaklik dagilimi, py birim kitle basina entropi iiretimi
olup ¢,,, permiitasyon tansoriinu gostermektedir.

Denge denklemlerinde gecen elektrostatik kaynakli kuvvet
ve kuvvet-cifti ve enerji kaynak ifadeleri

FE=P.LE U FF=PE, (18)
CE=PxE [ Cf=¢g;,PE, (19)
ph® =E-P+tF:d [ ph® =E P+t d;; (20)

seklinde olup burada, (20) ifadesindeki (* ) isareti asagidaki
anlamda kullanilmistir.

P=P-P Vv +Pv,, (21)
Burada sembol (zerindeki nokta da maddesel tlrevi
gostermektedir.  Antisimetrik  bir  tansér olan  t%,
polarizasyon gerilme tansoru olarak bilinir ve

t°=P®E U tj=RE, (22)

seklinde tanimlanmaktadir [28, 30]. Burada &, tansorel
carpimi gostermektedir. dkl ise,

1
dijEV(i,j)EE(Vi,j+Vj,i)zdji (23)

seklinde tamimlanan deformasyon hizlart  tansdriinii

gostermekte ve v(; ;) hiz gradyan: tansoriiniin simetrik

kismu olarak tanimlanmakta; bu tansériin antisimetrik kismi
da spin tansori olarak

1
Wi = [i,j]EE(Vi,j - Vj,i):_Wji (24)
seklinde tanimlanmaktadir. Bu ayrigim
L=d+w veya v;;=d;; +W;; (25)

seklinde de gosterilmekte olup kinematik olarak birinci
terim bir maddesel noktanin maruz kaldigr deformasyon
hizlarini, ikincisi de rijid donme hizlarimi temsil etmektedir.

Yukarida verilen (12) ifadesinin diverjansi almip ve (18)
ifadesi ile birlikte (13) denkleminde yerlerine yazilirsa

PV, =pf, +trpr =P E, (26)
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seklinde lineer momentum denklemimiz simetrik bir
gerilme tansori cinsinden yazilmis olur.

Diger taraftan (21), (22) ve (23) ifadelerini (20) de
yerine yazip, acisal hizi spin tansoriiniin diialinden

W:%va seklinde c¢ekerek ve (19) da verilen

CFnin tanmum géz oniine alrsak, yerel enerji
denklemi olan (16) ifadesinin son iki terimi
phf + CE.w=pE-N (27)

seklinde elde edilir. (27) ifadesi (16) da yerine
yazildiginda enerji korunumu igin
pé‘ztijvjyi—qi‘i+ph+pE-fI (28)

seklinde yerel denklem ortaya ¢ikmis olur. Burada
birim kiitle basina polarizasyon vektorii,

n=" (29)
P
seklinde tanimlanmigtir. Yukarida verilen balans

denklemleri bir siireksizlik yiizeyini de igerecek sekilde
daha 6nceki ¢alismalarimizda verilmistir [31, 32].

Termodinamik Kisitlar

Enerji denklemi ile entropi esitsizligi uygun sekilde
birlestirilir ve serbest enerji i¢in asagidaki sekilde bir
Legendre transformasyonu kullanarak,

w=e-0n-E-M=c-0n-p'EP (30)

Entropi esitsizligi maddesel formda asagidaki gibi elde
edilir.

) N 1— 1 .
—(2+P0 779)+ETM nCun _5 Oy Qu -1y Ey 20 (31)

elde edilmis olur. Burada gegen yeni biiytikliiklerle
ilgili terimler agagida verilmektedir:

=p,w (2:gerilme potansiyeli) (32)
CMszdmnXm,MXn,N =

1 .
dmn:ECMNXM,mXN,n (33)
-FMNEJXM,mXN,nt_mn =
fmn:‘]ilxm,M Xn,N-FMN (34)
QM E‘]XM,QO =
On=J"X, w Qu (35)
M, =J Xy . P, =
P =J" X w Iy (36)
Ey =Xum En =
E.= XM,m = (37)
QM :Xm,MH,m =
g,m:xM,me,M' (38)

M. R. USAL

(31) esitsizligi, quazi-elektrostatik bir alanin etkisinde
bulunan termomekanik ortamlar igin entropi Uretiminin
genel bir ifadesidir.

Mekanik bir yuklemeye maruz, mikro-gatlaklar igeren ve bu
catlaklarin zamanla sekillerinin degistigi diisiiniilen elastik
bir ortamin gerilme potansiyeli X nimn argiimanlar Siirekli-
Ortamlar Mekaniginin aksiyomlarina
gore (CMN s Hun Hune Ew o g) olarak belirlenmistir. Bu

durumda gerilme potansiyelini

S(X,1)=2[Cyrs Hunr Huns Enr 0] (39)
seklinde bir fonksiyon olarak vyazabiliriz. Blnye
aksiyomlarimi  kullanarak  gerilme  potansiyelindeki

argiimanlarin belirlenmesi daha onceki ¢alismalarimizda
kapsamli bir sekilde verildigi i¢in burada fazla detaya
girilmemigtir. Bu fonksiyonun zamana godre maddesel
tirevini alirsak

I= o= 'MN+6—ZHMN+
0Cun OHun
% Fiyyy + -2

OHwn

ifadesini elde ederiz.

oy (40)
Ey +—¢6
O0Ey 06

(40) ifadesi (31) esitsizliginde yerine yazilir, ortak terimlerin
parantezleri alinirsa agagidaki esitsizlige ulasiriz.

1, = 0% : 0r
—(Tun -2 ) Cun ——Hun -
2 0Cun OHyn
0% 0x (“41)
——Hun Iy +—) Ey -
OHyn OEy,
102, , 1
- +——)0 —= Oy 20
po( 7 0y 00 ) 9 Qum M

(41) esitsizliginin keyfi her bagimsiz termodinamik proseste
saglanabilmesi icin gerilme potansiyelinin argiimanlari

icinde bulunmayan C,, , Hun, Ew., @, ve 0,
terimlerin katsayilarmin sifira esit olmasi gerekir. Hyy, =
nin argiimanlart igerisinde yer aldigindan bu esitsizlikteki
Hyn Nin Katsayist sifira esitlenemez (5, 20). H, nin
katsayisina, gerinme-enerjisi yogunlugunun degisim hizi
olarak adlandirilan ve Y,,, ile tanimlanan bir atama

yapilirsa
- 0%

MN=_6HMN

(42)

yazilabilir. Ayrica pozitif bir biiylikliikle ugrasmak icin;
Yun=-Yyy tanimlamasi kullanilarak, gerinme enerjisi

yogunlugunun degisim hiz1 asagidaki gibi ifade edilebilir.

0

_ 43
OHun (“43)

M N
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(41) esitsizligindeki Cyy,Hyy Eu, @, Ve 6,, nn

katsayilar1 sifira esitlenerek asagidaki ifadeler elde
edilir:

Fum2lE 5
0Cun OHun
o 1 0
M = ’ = ’ QM 01 (44)
OEy, Py 00
Yun Hun 20, =Yy Hun 20 = Yy Hyy <0
Yukarida verilen (44) ifadelerinde, baslangicta

belirttigimiz gibi ortamda 1s1 iletiminin olmadig1 ve
serbest enerji yogunlugunun da hasarin maddesel
degisim hizina bagli olmadig1 goriilmektedir.

Acisal momentum balansmin ve elektrostatik kaynakli
kuvvet-giftinin bir sonucu olarak gerilme tansorl
asimetrik bir karakterle ortaya ¢ikmisti (15). Asimetrik
formda ortaya ¢ikan toplam gerilmenin maddesel
koordinatlardaki ifadesi siirekli ortamlar mekaniginin
rutin hesaplamalar ile asagidaki gibi bulunmustur:

TPQ:-ITPQ_HP Xm.n Xq.n Em (45)
=Tpo—ITp Ey Cyl

Burada, C,%\ =Xy Xy, Piola sekil degistirme

tansorii olarak bilinir. Diger taraftan, serbest enerji
yogunlugunun bagl oldugu argiimanlar ve i¢ enerji
asagidaki gibi yazilabilir.

EZZ[CMN’HMN’ EM,H] (46)
g=i(2+p0¢977 )+p’1F’i E =

1 " 0 0x 1)
—(2-20-—"F,)

Lo 00 OEy

(44), ifadesini, (34), ifadesine goturirsek, simetrik
gerilme tansori igin,

_ p OZX
tm nT

Po 0%
ifadesi elde edilir. Ortam sikismaz oldugu takdirde,
J?=detC=1 veya IIl =1 sarti saglanmalidir [32] .

Buna gore (48) denkleminde X yerine kendisine
esdeger olan ve fakat sozii edilen kisitlamayi igeren
asagidaki fonksiyon alinabilir.

Xn, m (48)

s—p(x,t)(3-1) (49)

Burada p, bir Lagrange g¢arpamidir. Bu ifadedeki

fonksiyonun X, | ye gore tirevi almip (48)

denkleminde yerine yazilirsa,
0

t =—pO, 42X, Xy ———
mn p mn m,M n,NaCNIN

(50)

elde edilir. Bu ifadenin maddesel koordinatlardaki formu ise

= _ o0x

TMN:_pCM1N+28CMN (51)

Olur [31]. Gerinme enerjisi yogunlugu degisim hizi,

bilindigi gibi daha oOnce Yy = ox seklinde
OHMm N

tanmimlanmisti. Bu ifadede X’ min deformasyon gradyanina
gore tiirevi yer almadigi i¢in Lagrange ¢arpani sifir olur. Bu
durumda elde etmemiz gereken biinye denklemleri, yapilan
kabullere bagl olarak T, ITy, Ve Yy dir ve bunlarin

serbest enerji fonksiyonu X’ ya bagl oldugu (43) ve (44)
denklemlerinden agikca goziikmektedir. O halde yapilacak
ilk is X’ nin agik formunu ortaya koymak olacaktir.

Hasarli Elastik Dielektrik Ortamlar
Denklemleri

Icin Biinye

Bu c¢aligmada, mekanik yiiklemeye maruz mikro-bosluklu
dielektrik bir ortamin izotrop oldugu kabul edilmistir. Bu
durumda X’ ya ait arglimanlarin somut olarak belirlenmesi
icin invaryantlar teorisine ait sonuglar kullanilmistir.
Ortamin anizotropisi sadece mikro-bogluklardan
kaynaklanmaktadir. Bu yaklasima goére X gerilme
potansiyelinin formu maddesel koordinat sisteminin ful-
ortogonal transformasyon grubu altinda invaryant kalmalidir
[33]. Matematiksel olarak ifade edilecek olursa, X asagidaki
kisitlamay1 saglamalidir:

3(C,H,E,0)=2(MCM",MHM",ME 0 (52)
Burada M, maddesel koordinat sistemlerinin ful ortogonal
transformasyonlarini  gosterdiginden ortogonal bir matris
olup, M ~t=MT sartin1 saglamaktadir. invaryantlar teorisine
gore, bu argiimanlarin skaler bir fonksiyonu olan X’ nin, bu
argimanlara miisterek invaryantlari vasitasi ile bagli olmasi
gerekir. Bu durumda, C, H simetrik matrisleri ile E
vektoriiniin ~ birbirinden bagimsiz 16 adet miisterek
invaryantlar1 agagidaki gibi belirlenmistir:

b=Cun:+12=Cnym Cun 15=Cym Cu Cin i =Hyn s
Is=Hym Huno ls=Hym Huo Hins I =Ey Ey

lg=En CamEm s lo=En Cym Cu ELy lio=Eny Hym Ew
lp=Ey Hym Hui ELi lia =By Cyw Hu ELs

l13=Cym Hun o 1a=Cym Cu Hin i lis=Cym Hu Hin s
l6=Cnm Cui Hir Hen (53)

H hasar tansori, A vektériinin kendi kendisi ile tansorel
carpimu (7), olarak segildiginden I, =1,-1,, , l,5=1,-1;5Vve

lig =1, 1, yazilabilecegi goriilmektedir. Bu sebepten I,

Iisve lqg invaryantlar listesinden ¢ikarilabilir.

Invaryantlarin kendisini olusturan birimlerin simetrik bir
fonksiyonu olmasi1 geregine dayanarak, yukarida hasar
tansorii icin yaptigimiz bu kabul teorinin genel sistematigini
bozmaz. Bu durumda serbest enerji fonksiyonumuz yukarida
verilen argiimanlarin fonksiyonu olarak asagidaki sekilde
yazilabilir:
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2=2(1y, 1, 150 1yy) (54)
Ikinci dereceden bir tansér olan Green deformasyon
tansoriiniin asal invaryantlarinin

|=|1,||=%(|f—|2),

(55)
|||=%(|1373|1|2+2|3)
seklinde oldugu dikkate alinarak (53) ifadesindeki (I,
I, I3) invaryantlart yerine, (55) ifadeleri ile verilen asal
invaryantlar kullanilabilir. Ortam sikismaz kabul
edildiginden III=1 olur. Bu durumda = nin bagh
oldugu invaryantlar, (53) ve (55) ifadeleri yardimiyla
asagidaki gibi verilebilir.

=3 (1,010,015, 1g, .0y (56)

oy 11z ligs Tua )
Ortam sikismaz oldugundan gerilmenin,
polarizasyonun ve gerinme enerjisi yogunlugu degisim
hizinin biinye denklemlerini ((51), (44); ve (43))
asagidaki gibi bir arada yazmak islemleri takip etmeyi

kolaylastiracaktir.
= 1 0
TPQ =-p CF’Q +2m (57)
o
I, =— 58
=7 58)
0X
Yo, =— 59
=i 59)
(57) — (59) ifadelerindeki kismi tiirevler (56) ifadesini
dikkate alarak asagidaki gibi yazilabilir.
[0)> or ol or oll 0X Olg
=— +— +— +
0Cpg 0l 0Cpq 0l 0Cpq  0lg 0Ceq ©0)
0% 3l 0% al, 0% aly 0% dly
21 0Cpq o, 9Cpg Ol 9Cpq 0y 0Cpg
0T 8x dl, 0% aly 0% ol
=— +— +——+
0B, 0l, 0Ey 0ly 0E; 0l, 0E, (61)
0T dly, 0% aly,
ol, 0B, 0l 0E,
oL 9T al, _o% als
0Hpg 0l 0Hpg  0ls OHpg
0r a1y 8% dly 0% oly (62)
Olg OHpg 0Ol 0Hpg 01y, OHpg
0r aly | 0T ol
Ol 0Hpg Ol OHpg

(53) ve (55) ifadeleri ile verilen invaryantlarin sirasiyla
Cpq, Er Ve Hpq Yagore tirevleri (60), (61) ve (62)

denklemlerinde yerine yazilir ve elde edilen ifadeler
(57), (58) ve (59) denklemlerine taginirsa; mekanik bir
yiklemeye maruz, mikro-bosluklu ve sikismaz olarak
kabul edilen elastik bir dielektrik ortamdaki simetrik
gerilme, polarizasyon ve gerinme-enerjisi-yogunlugu
degisim hizina ait nonlineer bilnye denklemleri
asagidaki gibi elde edilmis olur.

M. R. USAL

-FPQ=—pCP_(1g+2[ Z_?(gPQ) gﬁ (CRR5PQ CPQ)

62( 0%
Olg

o
oly,
0x

Oly

(CPR Ex Eq+Cor Ex Ep J+
%(H PQ)+

(CPRHRQ+HPRCRQ)]

Ep Eo)
(63)
<= (& Hor Er )

Mg =— | ZEER+2§|2 (CaLEL I+
0x (CRM Cy L EL ) 2662 (

2 He B 1

)3

Y (CRLHLM En +En CMLHLR)]
12

(64)

[5)>

)3
YPQ :E

(5PQ )+ ZE o

al, (HPRHRQ)

(Hpo Jr3 57

ox ox
22 (EpEq)+ —(ER Cp Eq I+ (65)
aIlO 12

0%
al_ls(

0

PQ) oly, (CPRCRQ)

(63), (64) ve (65) denklemlerinin matris formdaki ifadeleri
de asagidaki gibi yazilabilir.

—pcii2 —I+§—|Z(trCI—C)

5 L)

[5)3
ol

9> (CEET +EETC)+ (66)
a1,

8ZH 0

i
(HEE )+a - -

(CH+HC)

m=—[ 202 g 90X cp 0 0%
ol, ol ol,
0% e, 0%
6'10 12

C%E+
(67)

2 (cHE+ETCH) |

O P2 3 02 g2, 02
dly,

o1, ol al6
[0)> 0% (2
a1y 37,

Y EET +
(68)

%(CEET%

(63) denkleminde goziiken Lagrange carpani p, hidrostatik
basing olarak bilinir ve alan denklemleri ve sinir sartlart ile
belirlenebilir. (66), (67) ve (68) denklemlerinin daha somut
seklini elde etmek igin bu denklemlerdeki X’ nimn
invaryantlarina gore tiirevlerinin degerlendirilmesi gerekir.
T’ nin bagh oldugu inavryantlar daha 6nce (56) ifadesi ile
verilmig ancak bu invaryantlara nasil bagl oldugu heniiz
belirlenmemistir. Degisik malzemelerde bu bagimlilik farkli
sekillerdedir (6rnegin Money-Rivlin malzemeleri). =, bu
invaryantlarin analitik bir fonksiyonu ise, ilk akla gelen
yaklasim bu fonksiyonun bir kuvvet serisi ile temsil
edilebilecegidir. Bu kuvvet serisinin kaginci mertebeden
olacagi ve kag teriminin alinacagi, yani £’ nm kagmel
mertebeden bir polinomla temsil edilecegi deformasyon
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biiytikliikklerinin olaydaki etkilesim paylarima kisacasi
nonlineerlik mertebelerine baghidir [31-33].

Diger taraftan, i¢ enerji pozitif tanimli oldugundan bu
polinomun pozitif tanimli olmasi gerekir. Ayrica
invaryantlarin sirasinin £’ y1 etkilememesi i¢in bu
polinomun simetrik katsayili olmasi, yani kuadratik bir
form seklinde olmasi gerekir. Serbest enerji yogunlugu
fonksiyonu igin mevcut invaryantlar cinsinden bir

polinom segilmesi durumunda asagidaki ifade
yazilabilir.
(69)

=211, a;=a;

i
(i,j=1,2,4,56,7,8,9,1012,1314),
Bu ifadedeki @; ; katsayilarinin hepsi, X parcacigina ve
ortamin @ sicakligina baghdir. (66), (67) ve (68)
ifadelerinde yer alan =’ nm invaryantlara gore
tirevleri (69) polinom acilimindan faydalanarak
bulunabilir. Bu tiirevlerin alinis1 tiim detaylari ile daha
onceki  g¢alismalarda  yer  aldigindan  burada
verilmemistir [5, 18, 20]. (69) ifadesinin ihtiva ettigi
invaryantlara gére =’ nin kismi tiirevleri alinarak (63),
(64) ve (65) denkleminde yerine yazildiktan sonra
deformasyon tansorii C’ nin birinci dereceden, elektrik

alan vektori E ve hasar tansorii H’ 1n ikinci dereceye
kadar olan terimleri dikkate alinirsa,

Toq == PCpg +2[ 28y Crg Spo + 2835 Hgp Spq +

2a5 Hg H rOpq + 2817EgERdpqg +28;5ERCr E| Opg +
2210 Eg Hr E| Spg + 281, Eg Cr Hiy Ey Spg +
22,13 Cq Hig Opq + 28,4, H | Crr pg +

22,5 Hy Hiy Crropg + 28,7 Ey Ey Crr Opg +

28, 10Em Hy LELCRrr Gpq + 2854 Hrr Cpg —

225 Hp H g Cpg — 28,7 ERER Cpg —

2a, 19 Eg Hg E{ Cpq_ 28553 Crg Ep Eq +

23513 Cr H g Ep Eq + 28,1, Crgr Ep Hoy Ey +

221513 Cr Hir Ep Hon En + 28133 Crg Hpg +

22,5313Cr Hir Hpg ] (70)
-z =4a;; Cyn Eg+487,3Cy Hony Eg +
43, Cyn Hrp Ep +4a85153Cy  Hin Hep Ep (71)

Ypq =284 Crp Opq +28,4 Hrp Gpq +

28,5 Hy Hyy Opq +28y7 Eg Eg dpq +

28,8 Eq Cr B\ Opg +28,30 EgHp EL dpg +

22,1, ERCr Him By Opg + 28413Cr H g Opg +

4a,5 Crp Hpq +4a57 Eg Eg Hpg +4a55 Eg CrLEL Hpg +
4a510 Eg Hp B Hpg +4857, Eg Cp Hiy Hpg +
4a5,3Cp Hi g Hpg + 6256 Cyy Hpr Hpo +

6ag; Ey Ey Hpg Hgo +6ag Eg Cr EL Hpg Hpg +
2,19 Crp Ep Eq +2845,3 Cp H g Ep Eg (72)
denklemleri bulunur.

Yukarida verilen (70), (71) ve (72) denklemindeki
katsayilar1 asagidaki gibi tanimlayacak olursak,

oy =4a,,a,=4a, a;,=4a;,a,=4a;, a; =4a,,
ag=4a, 19, 0; =48, 1,, Qg = 48y 13, Ay =48,,, 0y = 48y,

oy, =48y, 0y, =48, 1y, 03 =485 15, 0y =48y, 15,

Q5 E4""‘13,13 Br=da, b E4a7,13 ' B E4a1,10 )

B E4‘3‘10,13v/11523-44 Ay =285, A3 =287, 4,=28y4,
As=28,10,A6=28, 15, 4,528, 3, Ay =485, , Ag =48,
}“10546‘5,10l/11154a5,12v/11254a5,13v/11356aie!

A14=6a5,, A;5=6a4 (73)

Simetrik gerilme tansori, polarizasyon ve gerinme enerjisi
yogunlugunun degisim hizina ait biinye denklemleri
maddesel koordinatlarda asagidaki gibi ifade edilebilir:

-FPQ:_ pCF:é+a1CRR§PQ+ ap Hgg Opg +

azHrL HLr Opg + 24 Er ER5PQ+ a5 Eg Cp EL dpg +

28,30 Eg Hp EL Spg + 2815, Eg Cp Him Ey dpg +

agCr Hig dpq+ HLLCRR5PQ+

aoHy Hiy CRR5PQ+ a;, Ey Ey CRR5PQ+

a1, EyHy LB CrpSpq + @g Hpp Cog — 3o Hp Hir Cpg —

a;; EgEg CPQ — a;, Eg Hpy ELCPQ— asCrr Ep EQ+

a;3Cq H g Ep EQ+a7CRR Ep HQN Ey+

a4 G Hig BEp Hon En+ @ Crp Hpg + 45 G Hig Hpg ]
(74)

—g=p,Cyn Er+ B, Cy L Hin Er+

B:Cyn Hepp Ep+ 8, Cy  Hiy Hep Ep (75)

YPQ:%HZCRRéPQ"’ﬁ'lHRRé‘PQ+ﬁ'2HNLHLN Opq +

A3ErEgdpq+ A4 EgCp B Opg + A4 EgHp B Fpq +

A5 ErCri Him By Fpq+ 4, Cr Hig Gpq +

a3 CrpHpo + Ag ER Eg Hpo + A Eg Cp B Hpp +

Ao BEg He Bt Hpg + 45 Eg G Hiy Hpg +

A12CrL Hr Hpg + 213Cnn Hpr Hro +

A14 En ENn Hpr Hro + 45 ER CrL EL Hpr Hro +

1

1
Eae}CRREP EQ+Eﬂ4 CrL Hir Ep Eq (76)

(45) denklemi dikkate ahndigi zaman asimetrik toplam
gerilme tansorl de asagidaki gibi ifade edilebilir.

Tog=- pCthlg +a1Crrlpg+ @ Hrrdpg +az Hp H gpg +
ayEgERdpg + a5 ERCRLEL§PQ + 28y ErHRrLE Opq+
221, EgCr H M EnSpg + @gCr HrOpq+ agH [ Crripg +
apHy L HimCrrOpo + @11En EnCrrIpg +

a1, B Hy LEL Crrdpg + @gHrrCpq — @10HRrLH rRCpq -
allERERCPQ oY) ERHRLELCPQ— ‘ZSCRREPEQ"‘
a13Cr H rEpEq + a7 CrrEpHonEy +

a1,Cr  H REpHoNEN+ a5 CrrHpg + a;5Cp Hi g HPQ ]
+[ BCunEp+ B, Cy HNEp +

ﬂ3CNNHPRER+ﬂ4CNLHLNHPR ER ]EMCIQIIQ (77)
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Sonugclar

Mekanik bir yuklemeye maruz, mikro-bosluklu elastik
bir dielektrik ortamim nonlineer davranisi modern
siirekli ortamlar mekanigi kapsaminda ele almmustir.
Matematiksel model olusturulurken, Termodinamigin
birinci yasast ve ikinci yasasi (Clausius-Duhem
esitsizligi), biinye aksiyomlarindan 6zellikle objektivite
ve maddesel simetri aksiyomlari ile malzemenin
simetri grubuna iligkin kavramlar, biinye
fonksiyonelinin bulunmasi ve argiimanlarinin somut bir
sekilde tayin edilmesi icin invaryantlar teorisine ait
bulgular kullanilmustir.

Bunye fonksiyonelinin arglimanlari Green
deformasyon tansérii, hasar tansori ve elektrik alan
vektorii olarak belirlenmisgtir. Bagimsiz  biinye
degiskenleri arasinda deformasyon tansoriiniin yer
almasi, gerinme tabanli bir yaklasimin esas alindigini
gOstermektedir. Bu biinye fonksiyoneli vasitasi ile
malzemede ortaya cikan gerilme, polarizasyon ve
gerinme-enerjisi yogunlugunun degisim hizina ait
binye  denklemleri  maddesel  koordinatlardaki
bilesenleri cinsinden elde edilmistir. Incelenen
malzeme esas yapisi itibart ile izotrop olup, mikro-
bosluklarin varligi nedeniyle yani hasardan dolay1
anizotrop bir form kazanmistir. Bu nedenle matris
malzeme izotrop alinarak, simetrik  gerilme,
polarizasyon ve gerinme-enerjisi  yogunlugunun
degisim hizina ait biinye denklemleri invaryantlar
teorisine ait bulgular kullanilarak (66), (67) ve (68)
denklemleri ile nonlineer bir formda ortaya konmustur.
Bu biinye denklemlerinin daha somut bir sekilde elde
edilmesi i¢in, X’ nin bagli oldugu invaryantlarina gére
tirevlerinin  bilinmesi gerekmektedir. Bu nedenle
gerilme potansiyeli X, ikinci dereceden bir polinomla
temsil edilerek invaryantlarma gore tiirevleri
hesaplanmigtir. Nonlineer davranigin derecesini tespit
etmek agisindan, deformasyon tansérii C’ nin birinci
dereceden, hasar tansorii H ve elektrik alan vektori E’
nin ikinci dereceye kadar olan etkileri dikkate
alinmustir. C” nin birinci dereceden etkilerinin dikkate
alinma sebebi, seramik malzemelerde ortaya ¢ikan
deformasyonlarim infinitesimal olmasidir. infinitesimal
bir deformasyonun karesi ihmal edilebilir bir etki
olarak disiintilmiistiir. Boyle bir kabul hiperelastik
veya viskoelastik malzemeler icin gecerli degildir.

Bu durumda simetrik gerilmenin, polarizasyonun ve
gerinme enerjisi-yogunlugu degisim hizinin biinye
denklemleri, maddesel koordinatlardaki bilesenleri
cinsinden (74), (75) ve (76) denklemleri ile verilmistir.
Son olarak, (45) ifadesi dikkate alindiginda asimetrik
bir formda ortaya ¢ikan toplam gerilme (77) denklemi
ile ifade edilmistir. Bu blnye denklemleri uygun
lineerlestirme islemleri ile daha basit formlara da
doniistirilebilir.

Yukarida elde ettigimiz (74)-(77) bunye denklemleri
iizerinde yorumlanmasi gereken o&zellikler vardir.
Simetrik gerilme biinye denklemi (74)’ de yer alan
terimlere  baktigimizda; ilk terim  sikismazlik
kabuliinden  kaynaklanmaktadir. Ikinci  terim
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deformasyon tansoriintin lineer etkisinden, Gclncu terim
hasar tansoriiniin lineer etkisinden, 4. terim hasar tanséruniin
nonlineer etkisinden kaynaklanmaktadir. 5. terim elektrik
alanmin karesini icermekte olup bu etki elektrostriksiyon
adin1 alir. Elektrostriksiyon karesel(ikinci mertebeden) bir
etki oldugundan elektrik alanmin yoniine bagl degildir.
Lineer etkilesimler dikkate alindiginda bu etki gézlenmez.
Elektrik alan siddetinin ¢ok kii¢iikk oldugu durumlarda ise
ihmal edilebilir. 6. terim ve ondan sonraki terimler kapil
(birlesik) etkilesimleri gostermektedir. 6, 12, 16 ve 18.
terimler elektrik alaninin nonlineer deformasyon tansgriniin
lineer etkilesimlerinden, 7. terim elektrik alaninin nonlineer
hasar tansoriiniin lineer etkilesimlerinden, 8,13, 17,19 ve 20.
terimler elektrik alaninin nonlineer hasar ve deformasyon
tansoriiniin ise lineer etkilesiminden kaynaklanmakta olup
uglii etkilesimleri ifade eder. 9, 10,14 ve 22. terimler
deformasyon ve hasar tansorlerinin lineer etkilesiminden,
11, 13 ve 25. terimler ise deformasyon tansorinin lineer
hasar  tansdriinlin  ise  nonlineer  etkilesimlerinden
kaynaklanan terimlerdir. 21. terim hasar tansoruniin ve
elektrik alan vektorinin nonlineer deformasyon tansériniin
lineer etkilesimlerinden kaynaklanan bir terim olup {iglii
etkilesimlere ilging bir drnektir.

Polarizasyon denklemine (75) baktigimiz zaman ise biitiin
terimlerde elektrik alan vektori birinci dereceden yer
almakta olup elektrostriksiyon etkinin polarizasyona katkisi
g6zukmemektedir. Birinci terim deformasyon tansorii ve
elektrik alan vektoriiniin lineer etkilesiminden, ikinci ve
iiclincii terim Tglii etkilesimlerden olup deformasyon ve
hasar tansori ile elektrik alan wvektdriniin lineer
etkilesiminden, son terim ise hasar tansoriiniin nonlineer
deformasyon tanséruniin lineer elektrik alan vektdrinin
lineer etkilesiminden kaynaklanmaktadir.

Gerinme enerjisi-yogunlugu degisim hizinin biinye denklemi
(76)’ da ilk terim deformasyon tansoriniin lineer etkisinden,
ikinci terim hasar tansoriiniin lineer etkisinden, Ugunct terim
ise hasar tansoruniin nonlineer etkisinden
kaynaklanmaktadir. 4. terim elektrostriksiyonun katkisini
gostermektedir. 5 ve 18. terimler elektrik alaninin nonlineer
deformasyon tansoriiniin lineer etkilesiminden, 6 ve 10.
terimler elektrik alaninin nonlineer hasar tansoriiniin lineer
etkilesimlerinden, 7, 11 ve 19. terimler elektrik alan
vektdruniln lineer hasar ve deformasyon tansorlerinin lineer
etkilesimlerinden kaynaklanan terimleri ifade eder. 8 ve 9.
terimler hasar ve deformasyon tansorlerinin lineer
etkilesimlerini, 12 ve 16. terimler elektrik alan vektori ve
hasar tansoriiniin nonlineer etkilegimlerini, 14 ve 15.
terimler deformasyon tansoriniin lineer hasar tansériiniin
nonlineer etkilesimlerini gosterir. 13. terim elektrik alan
vektoriniin - ve deformasyon tansoruniin lineer hasar
tansoriiniin - nonlineer etkilesimini ve 17. terim ise
deformasyon tansoriiniin lineer elektrik alan vektori ve
hasar tansoriiniin nonlineer etkilesimini temsil etmektedir.
Benzer milahazalar toplam gerilme tansori (77) icin de
yapilabilir. Blinye denklemlerinde ortaya ¢ikan katsayilarin
belirlenmesi, gelistirilen analitik modellerin dogrulugunun
onaylanmas1 ve eksikliklerin giderilmesi igin kapsamli
deneysel caligmalara ihtiya¢ vardir. Dogrulugu onaylanmis
deneysel parametreler elde edildikten sonra, sonlu elemanlar
gibi sayisal yontemler yardimiyla bu konu daha detayl
olarak incelenebilir.
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