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Ozet-Bu galismada, elastik zemin {izerinde bulunan her iki ucu ankastre mesnetli rastgele ve siirekli homojen
olmayan kirisin serbest titresimi incelenmistir. ilk olarak elastik zemin {izerinde bulunan homojen olmayan
kirisin serbest titresim denklemleri tiiretilmistir. Elastik zemin modeli olarak Winkler zemin modeli dikkate
almmustir. Galerkin ve Monte Carlo yontemleri uygulanarak, elastik zemin iizerinde bulunan veya bulunmayan
homojen olmayan kirisler icin temel denklemler elde edilmistir. Sonu¢ olarak degisim katsayilarinin ve zemin
parametresinin serbest titresim frekanslari lizerine etkisi incelenmistir

Anahtar kelimeler- Titresim, homojen olmama, kiris, elastik zemin

Free Vibration of Randomly and Continuously Non-
Homogenous Beams with Clamped Edges Resting
On Elastic Foundation

Abstract-In this paper, free vibration of beams made of random and continuously non-homogenous materials
with clamped edges and resting on an elastic foundation are investigated. First, the vibration equation of non-
homogenous beams on the elastic foundation has been derived. Winkler type foundation model is used for
foundation model. Applying Galerkin and Monte Carlo methods, some formulas have been obtained for the
frequency of non-homogenous beams with and without elastic foundation. Consequently, the effects of non-
homogenity and elastic foundation on free vibration frequency is investigated

Keywords- Vibration, non-homogeneity, beams, elastic foundation

Son yillarda homojen olmayan yap: elemanlarinin
stabilitesi ile ilgili 6nemli ¢aligmalar yapilmistir [3-4].

Cagdas teknolojide homojen olmayan malzemelerden
olusan yap1 elemanlar1 genis uygulama alanina sahiptir.
Ormnegin homojen olmayan malzemelerden olusan kirisler,
havacilik endiistrisinde, gemi ve trenlerin yapiminda ve
insaat yapilarinda degisik amagclar i¢in
kullanilmaktadirlar. Malzemelerin homojen olmamasi
iretim tekniklerinden; ylizey ve termal cilalama
yontemleri, 1s1 ve radyasyon etkileri vs.den ileri
gelmektedir.  Bu  etkiler malzeme  6zelliklerinin
koordinatlarim1  rastgele, siirekli ve pargali siirekli
fonksiyon olarak noktadan noktaya degigmesine neden
olmaktadir [1-2].

Elastik zemin iizerinde bulunan homojen olmayan
yapilarla bircok miihendislik uygulamasinda
karsilasiimaktadir. Ornegin; demiryolu hatlari, geoteknik
alanlar, otoyollar, insaat yapilari, agik deniz yapilari,
nakliye kuleleri ve enine mesnetlenmis boru hatlar1 gibi.
Buda birgok aragtirmaciyi elastik zemin iizerinde bulunan
homojen olmayan yapilarin davranisini incelemeye
yoneltmistir. [5-11]. Bu c¢aligmalardan en dikkat
¢ekilerinden  birisi  olan  Gorbunov—Possadov  [5]
monografisinde, yapilarin elastik zemin {izerindeki
tasarimt sunulmaktadir.
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Literatiirde elastik zemin iizerinde bulunan veya
bulunmayan siirekli homojen olmayan yapilarin dinamik
davranis1 ile ilgili bir¢ok sayida calisma yer almasina
ragmen, rastgele malzeme oOzelliklerine sahip homojen
olmayan yapilarin titresim analizi ile ilgili sinirli sayida
calisma yer almaktadir [12—19].

Yapilan kapsamli literatlir arastirmasinin sonucunda
elastik zemin iizerinde bulunan her iki ucu ankastre
mesnetli, uzunluk koordinatina rastgele bagli ve kalinlik
dogrultusunda siirekli homojen olmayan elastik kirigin
serbest titresim analizinin heniiz ele alinmadig
goriilmiistiir. Sunulan calismada literatiirde yer alan s6z
konusu eksiklik giderilmeye calisilacaktir.

2. TEMEL BAGINTI VE DENKLEMLER

Uzunlugu L, eni b, kalinligr h ve en kesit alan1 S olan
elastik zemin tizerinde bulunan homojen olmayan kiris
icin kartezyen koordinat sistemi asagidaki gibi secilmistir:
Koordinat orijin kirigin orta diizleminin merkezinde, x
ekseni kirisin uzunlugu, y ekseni eni ve z ekseni kalinlik
dogrultusunda yoOnelmektedir. Kirisin her iki tarafi

ankastre mesnetlidir. (Sekil 1). Burada K, (N/ m3)
elastik zeminin rijitlik katsayisidir.
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Sekil 1. Elastik zemin tiizerinde bulunan her iki tarafi
ankastre mesnetli kiris

uzunluk
uzunluk

Kirisin  elastisite  modiili  kalinlikk  ve
koordinatinin,  yogunlugu ise  sadece
koordinatinin fonksiyonlari olsun: [2-8, 17]

E(x,21)=E;(x))f(z),

)
p=p(x,), x; =x/L,z,=z/h

Burada x; ve z, swrastyla, kirisin boyutsuz uzunluk ve
kalinlik

malzemenin elastisite modiilii ve yogunlugunun x,

koordinatlari, E,(x;) ve p(x,)sirasiyla,

koordinatina rastgele bagli bilesenidir. Kirisin elastisite
modiiliiniin ikinci bileseni f(z,), kalinlik koordinatina gore
kuvvet ve {iistel fonksiyon olarak siirekli degismekte ve
asagidaki bagintilar1 saglamaktadir:

f(z)=1+pz];n=12,.. 2)

f(z)) =1+pe"™ ™) (3)
Burada p , kalinlik koordinatina gore elastisite modiilii
0<u<I.

homojen malzemenin elastisite modiilii birinci bilesen
icersinde yer almaktadir.

degisim katsayist olup, Bununla birlikte

Winkler zemin fizerinde bulunan homojen olmayan
elastik kirigin serbest titresiminin diferansiyel denklemi
asagidaki sekilde elde edilir:
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Burada t, zaman olup asagidaki tanimlar gegerlidir [7]:

172

K,=K,/A, S=S/A,, A=bh j'sz(zl)dz1 5)
-1/2

(4) denkleminin ¢6ziimii agagidaki sekilde aranir:

w(x,,t)= W(x;)e"" (6)

Burada, W(x,) genlik ve o titresim frekansidir.

(6) ifadesi (4) denkleminde yerine yazilip bazi
matematiksel islemlerden sonra Winkler zemin {izerinde

bulunan homojen olmayan elastik kirigin serbest
titresiminin  diferansiyel denklemi asagidaki sekle
doniigiir:

0? *W(x,)

ax—lz}—L“[kp(xl)—KZ]W(xwo (7

—|Eix))
aXIZI: 1\A]
Burada su tanim gegerlidir:
2
oS
adiad 8
A (®)

x; =0 ve x; =1 oldugunda kirisin her iki ucu ankastre

k

mesnetlidir. Sinir kosullart su denklemi saglamaktadir:

OW(x,) _

X1

W(x,) =0, 0

©)

Burada W(x,), denklem (9) ile verilen sinir kosullarini
saglayan bir polinomal fonksiyon olup asagidaki sekilde
secilmistir:

Wx;)=w, (x] 2] +x})

(10)
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Burada, w,; bilinmeyen bir katsayr ve parantez

icerisindeki ifade {iniform konsol kirisin sabit yiikleme
altindaki statik yer degistirmesi ile orantilidir [2].
Malzemenin yogunlugunun p(x;) sabit, elastisite modiilii

bileseni E,(x,) rastgele fonksiyon olup, asagidaki
sekilde ifade edildigini varsayalim:
p(x;)=po

an

E,(x;)=bg +b;x, +b,yx3 +bsx3 +b,x}
Burada, p, ve b; (i=1-4) rastgele katsayilardir.

(10) ve (11) ifadeleri (7) denkleminde yerine yazildiginda
bazi islemlerden sonra asagidaki denklem elde edilir:

(2b, +6byx, +12b,x2 J12x2 —12x, +2) +

+ (b + 20,5, + 3byx2 + 4bycd Jx (48x, —24) +

12)
+24(by + by, + byx{ +byx] +byx)) -
—KL'p(x)(x? =2x; +x) + KoL (xF —2x] +x1) =0
(12) denklemi x; degiskeninin mertebesine gore

diizenlenip katsayilar1 esitligi yazildiginda asagidaki
cebirsel denklemler elde edilir:

6by +b, —6b, =0 (13)
6b, +by —6b, =0 (14)
144b, +24b, —144b, —kL*p, +K,L* =0 (15)
120b; —120b, + kL*p, K, L* =0 (16)
360b, —kL*p, + K,L* =0 (17)
(15)-(17) denklemlerinden Kk icin asagidaki ifadeler
bulunur:
L 1440, —:)3)+24b4+& (1)
L'py Po
120(b, —b;) K
k= 1200bs=by) Ko (19)
L'py Po
k=a0p, K2 (20)
L'py Po

Bagdasabilirlik gereksinimini saglamak icin, k igin tiim
ifadelerin birbirine esit olmast gerekmektedir. Malzeme
yogunlugu sabit oldugu i¢in, problem b; katsayilarinin
belirlenmesine  indirgenir. Bu nedenle (18)-(20)
denklemleri bagdasabilirdir.

b, acik sekilde belirtildiginde elastik zemin iizerinde
bulunan kirigin dogal frekans katsayisi k icin kesin ifade

(20) olur ve (13)-(19) denklemleri diger b,
parametrelerinin bulunmasimu saglar. b; (i=0, 1, 2, 3)

parametrelerinin bulunmast i¢in Monte Carlo ydntemi
kullanilir. Monte Carlo ydntemi ve bazi matematiksel

islemler uygulandiktan sonra b; (=0, 1, 2, 3)
parametreleri b, ile asagidaki sekilde ifade edilir:
b 2 11
by =—2by;b, =—2; b, ==b,; by =—b 21
3 402 =7 17304 D0 77004 2D

(21) ifadeleri (18)-(20) denklemlerinde yerine yazilip bazi
matematiksel islemlerden sonra elastik zemin f{izerinde
bulunan homojen olmayan kirisin temel dogal frekansi
icin Ui¢ degisik ifade elde edilmistir:

Q- \/24xAM+Km )
Po
Q, =\/12OxAb4 mLE +K,, (23)
Po
Q; =,/360x Ab, /p, + Ky, (24)
Burada asagidaki tanimlar gegerlidir:
» [S KoL* .
Q=022 Ky =—2—,i=123 (25)
I pol

Burada I atalet momentidir.

p=0 oldugunda, yani elastisite modiili kalinlik

koordinatina bagli olmadiginda dogal titresim frekansi
icin asagidaki ifade elde edilir (Elishakoff and Candan
[15]):

[, b
Qg = [360—2%
Po

(26)
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3. SAYISAL HESAPLAR

Cizelge 1’de elastik zemin etkisi dikkate alinmadiginda
(Ko =0), kirisin elastisite modiili bileseni uzunluk
koordinatina rastgele, kalinlik koordinatina gore kuvvet

ve iistel fonksiyonlar seklinde degistiginde ve p =1

oldugunda Monte-Carlo simiilasyon yontemi uygulanarak
(22)-(24) ifadeleri iizerine hesaplar yapilmis ve dogal
titresim frekansinin dagilimi sunulmaktadir.

Ug ifade birbirinden farkli olsa da dogal titresim frekansi
icin ayni degerler elde edilmistir. Kalinlik koordinatina

gdre homojen olmamanin etkisi f(z,) homojen olmama

fonksiyonunun se¢imine bagli olarak degismektedir.
Ornegin, homojen durumla kiyaslama yapildiginda, en
fazla etki -%18.15 ile homojen olmama fonksiyonunun
ustel olarak degistiginde, en az etki ise %0.005 ile
homojen olmama fonksiyonu lineer degistigi durumda
elde edilmigtir. Bununla birlikte, homojen olmama
fonksiyonu kuadratik oldugunda homojen olmamanin

etkisi % -7.24°tir.

Burada etki ylizdesi asagidaki ifade kullanilarak
yapilmistir:

h _nh

2 00%

i

Cizelge 1. Kirisin elastisite modiili bileseni uzunluk
koordinatina rastgele, kalinlik koordinatina gore kuvvet

ve listel fonksiyonlar seklinde degistiginde dogal titresim
frekansinin dagilimi (K, =0; p=1)

f(z)) Zy Z12 ezl nu=0
Q, 18973 20347  22.417
Q, 18973 20347 22417 18974
Q, 18973 20347 22417

Cizelge 2 ve Sekil 2’ de degisik yatak katsayilar1 dikkate
almarak kirigin elastisite modiilii bileseni uzunluk
koordinatina rastgele, kalinlik koordinatina gére kuvvet

ve tstel fonksiyonlar seklinde degistiginde ve p=1

oldugunda Monte Carlo simiilasyon yontemi uygulanarak
(22)-(24) ifadeleri iizerine hesap yapilarak dogal titresim
frekansinin dagilimi sunulmaktadir.

Goriildiigi gibi elastik zemin etkisi dikkate alindiginda,
dogal frekansin degeri zemin etkisinin dikkate alinmadigi
durumlarla kiyaslandiginda artmaktadir. Yatak katsayisi
degeri artiginda, bu etki daha da biiyiimektedir. Ornegin
f(z,) homojen olmama fonksiyonu iistel sekilde

degistiginde ve elastik zemin rijitlik katsayisi(K,;) 200,

400 ve 600 oldugunda, dogal frekans degerinin degisimi
sirastyla %-15.42;%-25.38; %-48.12 seklindedir.

Elastik zemin etkisi dikkate alindiginda, dogal frekansa
homojen olmamanin etkisi azalmaktadir. Ornegin,

f(z,)homojen olmama fonksiyonu kuadratik sekilde

degistiginde elastik zemin etkisi dikkate alinmadiginda
(K¢; =0) homojen olmamanin etkisi %-7.24 iken, zemin

rijitlik katsayis1 (K,;) 200, 400 ve 600 oldugunda bu etki

sirastyla  %-4.72;%-3.49; %-2.77 seklindedir. Benzer
sekilde, f(z,) homojen olmama fonksiyonu iistel sekilde

degistiginde elastik zemin etkisi dikkate alinmadiginda

(Ky; =0) homojen olmamanin etkisi %-18.15 iken,
zemin rijitlik katsayis1 (K,;) 200, 400 ve 600 oldugunda
bu etki sirastyla %-12.01;%-8.97;%-7.16 seklindedir.

Buradan asagidaki sonuclar ¢ikarilmaktadir:

a) Elastik zeminin rijitlik katsayis1 arttiginda
kalinlik koordinatina bagli elastisite modiilii
degisiminin titresim frekansina etkisi
azalmaktadir.

b) f(z,) homojen olmama fonksiyonu iistel sekilde

degistiginde homojen olmamanin titresim
frekansina etkisi, kuadratik sekildeki etkisinden
¢ok  olmaktadir.f(z,)  homojen  olmama

fonksiyonu kuadratik degistiginde ve elastik
zeminin rijitlik katsayisi yeteri kadar biiyiik
oldugunda, homojen olmamanin etkisi dikkate
alinmayabilir.

c) Ayrica elastik zeminin rijitlik katsayis1 arttiginda
titresim frekansinin degerleri ona bagl olarak
artmaktadir.

Ayrica, elastik zemin etkisi dikkate alindiginda da dogal
titresim frekanst i¢in bulunan her i¢ ifade birbirinden
farkli olmalarina ragmen deger olarak aynidir.
Dolayisiyla, hesaplar igin {i¢ ifadeden her hangi biri
kullanilabilir
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Cizelge 2. FElastik zemin etkisi dikkate alindiginda
homojen olmayan kirisin dogal titresim frekansinin
dagilmi (p=1)

Ko 0 200 400 600
Homojen (n=0)
Q, 18.974 23.664 27.568 30.984
Q, 18.974 23.664 27.568 30.984
Q, 18.974 23.664 27.568 30.984
f(zl) = 212
Q, 20.347 24.780 28.531 31.843
Q, 20.347 24.780 28.531 31.843
Q, 20.347 24.780 28.531 31.843
f‘(Z1) =D
Q, 22.417 26.505 30.042 33.204
Q, 22.417 26.505 30.042 33.204
Q, 22.417 26.505 30.042 33.204
35
32
29
d~26
23 —.—Homojer}
- --B8- - - Kuadratik
20 —a&— Ustel
17 - \ \ 1
0 200 400 600

Kot

Sekil 2. Elastik zemin etkisi dikkate alindiginda homojen
olmayan kirisin dogal titresim frekansinin dagilimi

(p=1).
4. SONUCLAR

Bu calismada, elastik zemin iizerinde bulunan her iki ucu
ankastre mesnetli rastgele ve siirekli homojen olmayan
kirisin serbest titresimi incelenmistir. ilk olarak elastik
zemin iizerinde bulunan homojen olmayan kirigin serbest
titresim denklemleri tiiretilmistir. Kirisin yogunlugu sabit,
elastisite modiilii bilesenleri uzunluk koordinatina bagh
olarak rastgele ve kalinlik koordinatina bagl olarak
kuvvet ve tistel fonksiyonlar seklinde degistiginde, elastik
zemin Kkatsayisinin degisik degerleri dikkate alinarak
serbest titresim frekansi i¢in sayisal hesaplar yapilmaistir.

Sayisal hesaplarda, Monte Carlo yontemi uygulanarak
elastisite modiiliiniin uzunluk bilesenine rastgele degerler
verilerek dogal titresim frekansi i¢in bulunan her iig
ifadede kalinlik koordinatina gére homojen durumda
(veya homojen olmayan durumda) serbest titresim
frekans1 degerlerinin deterministik ve esit oldugu
saptanmistir.  Kalmmlik koordinatina gdére homojen
olmamanin serbest titresim frekansina etkisi homojen
duruma kiyasla 6nemli oldugu goriilmiistiir. Elastik zemin
etkisi dikkate alindiginda dogal frekansin degerleri zemin
etkisinin dikkate alinmadigi durumlarla kiyaslandiginda
artmakta ve yatak katsayis1 degeri artiginda bu etki daha
da biiyiimekte oldugu goriilmiistiir.
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