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Özet-Bu çalışmada, elastik zemin üzerinde bulunan her iki ucu ankastre mesnetli rastgele ve sürekli homojen 
olmayan kirişin serbest titreşimi incelenmiştir. Đlk olarak elastik zemin üzerinde bulunan homojen olmayan 
kirişin serbest titreşim denklemleri türetilmiştir. Elastik zemin modeli olarak Winkler zemin modeli dikkate 
alınmıştır. Galerkin ve Monte Carlo yöntemleri uygulanarak, elastik zemin üzerinde bulunan veya bulunmayan 
homojen olmayan kirişler için temel denklemler elde edilmiştir. Sonuç olarak değişim katsayılarının ve zemin 
parametresinin serbest titreşim frekansları üzerine etkisi incelenmiştir   
  
Anahtar kelimeler- Titreşim, homojen olmama, kiriş, elastik zemin 

 
 

Free Vibration of Randomly and Continuously Non-
Homogenous Beams with Clamped Edges Resting 

On Elastic Foundation 
 

 
Abstract-In this paper, free vibration of beams made of random and continuously non-homogenous materials 
with clamped edges and resting on an elastic foundation are investigated. First, the vibration equation of non-
homogenous beams on the elastic foundation has been derived. Winkler type foundation model is used for 
foundation model. Applying Galerkin and Monte Carlo methods, some formulas have been obtained for the 
frequency of non-homogenous beams with and without elastic foundation. Consequently, the effects of non-
homogenity and elastic foundation on free vibration frequency is investigated 
  
Keywords- Vibration, non-homogeneity, beams, elastic foundation 
 
 

1. GĐRĐŞ 
 
Çağdaş teknolojide homojen olmayan malzemelerden 
oluşan yapı elemanları geniş uygulama alanına sahiptir. 
Örneğin homojen olmayan malzemelerden oluşan kirişler, 
havacılık endüstrisinde, gemi ve trenlerin yapımında ve 
inşaat yapılarında değişik amaçlar için 
kullanılmaktadırlar. Malzemelerin homojen olmaması 
üretim tekniklerinden; yüzey ve termal cilalama 
yöntemleri, ısı ve radyasyon etkileri vs.den ileri 
gelmektedir. Bu etkiler malzeme özelliklerinin 
koordinatlarını rastgele, sürekli ve parçalı sürekli 
fonksiyon olarak noktadan noktaya değişmesine neden 
olmaktadır [1-2]. 

Son yıllarda homojen olmayan yapı elemanlarının 
stabilitesi ile ilgili önemli çalışmalar yapılmıştır [3-4].  
 
Elastik zemin üzerinde bulunan homojen olmayan 
yapılarla birçok mühendislik uygulamasında 
karşılaşılmaktadır. Örneğin; demiryolu hatları, geoteknik 
alanlar, otoyollar, inşaat yapıları, açık deniz yapıları, 
nakliye kuleleri ve enine mesnetlenmiş boru hatları gibi. 
Buda birçok araştırmacıyı elastik zemin üzerinde bulunan 
homojen olmayan yapıların davranışını incelemeye 
yöneltmiştir. [5-11]. Bu çalışmalardan en dikkat 
çekilerinden birisi olan Gorbunov–Possadov [5] 
monografisinde, yapıların elastik zemin üzerindeki 
tasarımı  sunulmaktadır. 
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Literatürde elastik zemin üzerinde bulunan veya 
bulunmayan sürekli homojen olmayan yapıların dinamik 
davranışı ile ilgili birçok sayıda çalışma yer almasına 
rağmen, rastgele malzeme özelliklerine sahip homojen 
olmayan yapıların titreşim analizi ile ilgili sınırlı sayıda 
çalışma yer almaktadır [12–19]. 
 
Yapılan kapsamlı literatür araştırmasının sonucunda 
elastik zemin üzerinde bulunan her iki ucu ankastre 
mesnetli, uzunluk koordinatına rastgele bağlı ve kalınlık 
doğrultusunda sürekli homojen olmayan elastik kirişin 
serbest titreşim analizinin henüz ele alınmadığı 
görülmüştür. Sunulan çalışmada literatürde yer alan söz 
konusu eksiklik giderilmeye çalışılacaktır.   
 
 
2. TEMEL BAĞINTI VE DENKLEMLER 
 
Uzunluğu L, eni b, kalınlığı h ve en kesit alanı S olan 
elastik zemin üzerinde bulunan homojen olmayan kiriş 
için kartezyen koordinat sistemi aşağıdaki gibi seçilmiştir: 
Koordinat orijin kirişin orta düzleminin merkezinde, x 
ekseni kirişin uzunluğu, y ekseni eni ve z ekseni kalınlık 
doğrultusunda yönelmektedir. Kirişin her iki tarafı 

ankastre mesnetlidir. (Şekil 1). Burada )m/N(K 3
0

 

elastik zeminin rijitlik katsayısıdır.  

 
 

Şekil 1. Elastik zemin üzerinde bulunan her iki tarafı 
ankastre mesnetli kiriş  
 
 
Kirişin elastisite modülü kalınlık ve uzunluk 
koordinatının, yoğunluğu ise sadece uzunluk 
koordinatının fonksiyonları olsun: [2-8, 17]  
 

h/zz,L/xx),x(

),z(f)x(E)z,x(E

111

11111

==ρ=ρ

=

                                    (1) 

 
Burada 1x  ve 1z  sırasıyla, kirişin boyutsuz uzunluk ve 

kalınlık koordinatları, )x(ve)x(E 111 ρ sırasıyla, 

malzemenin elastisite modülü ve yoğunluğunun 1x  

koordinatına rastgele bağlı bileşenidir. Kirişin elastisite 
modülünün ikinci bileşeni f(z1), kalınlık koordinatına göre 
kuvvet ve üstel fonksiyon olarak sürekli değişmekte ve 
aşağıdaki bağıntıları sağlamaktadır:  

,...2,1n;z1)z(f n
11 =µ+=                                             (2) 
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Burada  µ , kalınlık koordinatına göre elastisite modülü 

değişim katsayısı olup, 10 ≤µ≤ . Bununla birlikte 

homojen malzemenin elastisite modülü birinci bileşen 
içersinde yer almaktadır.  
 
Winkler zemin üzerinde bulunan homojen olmayan 
elastik kirişin serbest titreşiminin diferansiyel denklemi 
aşağıdaki şekilde elde edilir:   
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Burada t,  zaman olup aşağıdaki tanımlar geçerlidir [7]: 
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(4) denkleminin çözümü aşağıdaki şekilde aranır: 
 

( ) ti
11 e)x(Wt,xw ω=                                                       (6) 

 
Burada, )x(W 1  genlik ve ω  titreşim frekansıdır. 

 
(6) ifadesi (4) denkleminde yerine yazılıp bazı 
matematiksel işlemlerden sonra Winkler zemin üzerinde 
bulunan homojen olmayan elastik kirişin serbest 
titreşiminin diferansiyel denklemi aşağıdaki şekle 
dönüşür:  
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Burada şu tanım geçerlidir:  

A

S
k

2ω
=                                                                        (8) 

0x1 =  ve 1x1 =  olduğunda kirişin her iki ucu ankastre 

mesnetlidir. Sınır koşulları şu denklemi sağlamaktadır:  
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Burada )x(W 1 , denklem (9) ile verilen sınır koşullarını 

sağlayan bir polinomal fonksiyon olup aşağıdaki şekilde 
seçilmiştir:   

)xx2x(w)x(W 4
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Burada, 1w  bilinmeyen bir katsayı ve parantez 

içerisindeki ifade üniform konsol kirişin sabit yükleme 
altındaki statik yer değiştirmesi ile orantılıdır [2].  
Malzemenin yoğunluğunun )x( 1ρ  sabit, elastisite modülü 

bileşeni )x(E 11  rastgele fonksiyon olup, aşağıdaki 

şekilde ifade edildiğini varsayalım:  
 

4
44

3
33

2
2211011

01

xbxbxbxbb)x(E

)x(

++++=

ρ=ρ

                 (11)  

 
Burada, 0ρ  ve bi  (i=1-4) rastgele katsayılardır.  

 
(10) ve (11) ifadeleri (7) denkleminde yerine yazıldığında 
bazı işlemlerden sonra aşağıdaki denklem elde edilir: 
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(12) denklemi 1x  değişkeninin mertebesine göre 

düzenlenip katsayıları eşitliği yazıldığında aşağıdaki 
cebirsel denklemler elde edilir:  
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(15)-(17) denklemlerinden k  için aşağıdaki ifadeler 
bulunur: 
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Bağdaşabilirlik gereksinimini sağlamak için, k için tüm 
ifadelerin birbirine eşit olması gerekmektedir. Malzeme 
yoğunluğu sabit olduğu için, problem ib  katsayılarının  

belirlenmesine indirgenir. Bu nedenle (18)-(20) 
denklemleri bağdaşabilirdir.  

4b  açık şekilde belirtildiğinde elastik zemin üzerinde 

bulunan kirişin doğal frekans katsayısı k için kesin ifade 
(20) olur ve (13)-(19) denklemleri diğer ib  

parametrelerinin bulunmasını sağlar. ib  (i=0, 1, 2, 3) 

parametrelerinin bulunması için Monte Carlo yöntemi 
kullanılır. Monte Carlo yöntemi ve bazı matematiksel 
işlemler uygulandıktan sonra ib  (i=0, 1, 2, 3) 

parametreleri 4b  ile aşağıdaki şekilde ifade edilir: 
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(21) ifadeleri (18)-(20) denklemlerinde yerine yazılıp bazı 
matematiksel işlemlerden sonra elastik zemin üzerinde 
bulunan homojen olmayan kirişin temel doğal frekansı 
için üç değişik ifade elde edilmiştir: 
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Burada aşağıdaki tanımlar geçerlidir: 
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Burada I atalet momentidir. 
 

0=µ  olduğunda, yani elastisite modülü kalınlık 

koordinatına bağlı olmadığında doğal titreşim frekansı 
için aşağıdaki ifade elde edilir (Elishakoff and Candan 
[15]): 
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3. SAYISAL HESAPLAR 
 
Çizelge 1’de elastik zemin etkisi dikkate alınmadığında 
( 0K 01 = ), kirişin elastisite modülü bileşeni uzunluk 

koordinatına rastgele, kalınlık koordinatına göre kuvvet 
ve üstel fonksiyonlar şeklinde değiştiğinde ve 1=µ   

olduğunda Monte-Carlo simülasyon yöntemi uygulanarak 
(22)-(24) ifadeleri üzerine hesaplar yapılmış ve doğal 
titreşim frekansının dağılımı sunulmaktadır.  
 
 
Üç ifade birbirinden farklı olsa da doğal titreşim frekansı 
için aynı değerler elde edilmiştir. Kalınlık koordinatına 

göre homojen olmamanın etkisi )z(f 1  homojen olmama 

fonksiyonunun seçimine bağlı olarak değişmektedir. 
Örneğin, homojen durumla kıyaslama yapıldığında, en 
fazla etki -%18.15 ile homojen olmama fonksiyonunun 
üstel olarak değiştiğinde, en az etki ise %0.005 ile 
homojen olmama fonksiyonu lineer değiştiği durumda 
elde edilmiştir. Bununla birlikte, homojen olmama 
fonksiyonu kuadratik olduğunda homojen olmamanın 
etkisi % -7.24’tür.  
 
Burada etki yüzdesi aşağıdaki ifade kullanılarak 
yapılmıştır: 
 

%100
h
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nh
i

h
i ×
Ω

Ω−Ω
 

 
Çizelge 1. Kirişin elastisite modülü bileşeni uzunluk 
koordinatına rastgele, kalınlık koordinatına göre kuvvet 
ve üstel fonksiyonlar şeklinde değiştiğinde doğal titreşim 
frekansının dağılımı ( 1;0K 01 =µ= ) 

 

)z(f 1  1z  2
1z  1z1e −  0=µ  

1Ω  18.973 20.347 22.417  
18.974 

2Ω  18.973 20.347 22.417 

3Ω  18.973 20.347 22.417 

 
 
Çizelge 2 ve Şekil 2’ de değişik yatak katsayıları dikkate 
alınarak kirişin elastisite modülü bileşeni uzunluk 
koordinatına rastgele, kalınlık koordinatına göre kuvvet 
ve üstel fonksiyonlar şeklinde değiştiğinde ve 1=µ  

olduğunda Monte Carlo simülasyon yöntemi uygulanarak 
(22)-(24) ifadeleri üzerine hesap yapılarak doğal titreşim 
frekansının dağılımı sunulmaktadır.  
 
Görüldüğü gibi elastik zemin etkisi dikkate alındığında, 
doğal frekansın değeri zemin etkisinin dikkate alınmadığı 
durumlarla kıyaslandığında artmaktadır. Yatak katsayısı 
değeri artığında, bu etki daha da büyümektedir. Örneğin 

)z(f 1  homojen olmama fonksiyonu üstel şekilde 

değiştiğinde ve elastik zemin rijitlik katsayısı )K( 01  200, 

400 ve 600 olduğunda, doğal frekans değerinin değişimi 
sırasıyla %-15.42;%-25.38; %-48.12 şeklindedir.  
 
Elastik zemin etkisi dikkate alındığında, doğal frekansa 
homojen olmamanın etkisi azalmaktadır. Örneğin, 

)z(f 1 homojen olmama fonksiyonu kuadratik şekilde 

değiştiğinde elastik zemin etkisi dikkate alınmadığında 
)0K( 01 =  homojen olmamanın etkisi %-7.24 iken, zemin 

rijitlik katsayısı )K( 01  200, 400 ve 600 olduğunda bu etki 

sırasıyla %-4.72;%-3.49; %-2.77 şeklindedir. Benzer 

şekilde, )z(f 1  homojen olmama fonksiyonu üstel şekilde 

değiştiğinde elastik zemin etkisi dikkate alınmadığında  
 

)0K( 01 =  homojen olmamanın etkisi %-18.15 iken, 

zemin rijitlik katsayısı )K( 01 200, 400 ve 600 olduğunda 

bu etki sırasıyla %-12.01;%-8.97;%-7.16 şeklindedir. 
 
Buradan aşağıdaki sonuçlar çıkarılmaktadır: 
 

a) Elastik zeminin rijitlik katsayısı arttığında 
kalınlık koordinatına bağlı elastisite modülü 
değişiminin titreşim frekansına etkisi 
azalmaktadır. 

b) )z(f 1 homojen olmama fonksiyonu üstel şekilde 

değiştiğinde homojen olmamanın titreşim 
frekansına etkisi, kuadratik şekildeki etkisinden 

çok olmaktadır. )z(f 1  homojen olmama 

fonksiyonu kuadratik değiştiğinde ve elastik 
zeminin rijitlik katsayısı yeteri kadar büyük 
olduğunda, homojen olmamanın etkisi dikkate 
alınmayabilir.  

c) Ayrıca elastik zeminin rijitlik katsayısı arttığında 
titreşim frekansının değerleri ona bağlı olarak 
artmaktadır.  

 
Ayrıca, elastik zemin etkisi dikkate alındığında da doğal 
titreşim frekansı için bulunan her üç ifade birbirinden 
farklı olmalarına rağmen değer olarak aynıdır. 
Dolayısıyla, hesaplar için üç ifadeden her hangi biri 
kullanılabilir 
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Çizelge 2. Elastik zemin etkisi dikkate alındığında 
homojen olmayan kirişin doğal titreşim frekansının 
dağılımı ( 1=µ ) 

 
K01 0 200 400 600 

 Homojen ( 0=µ ) 

1Ω  18.974 23.664 27.568 30.984 

2Ω  18.974 23.664 27.568 30.984 

3Ω  18.974 23.664 27.568 30.984 

 2
11 z)z(f =  

1Ω  20.347 24.780 28.531 31.843 

2Ω  20.347 24.780 28.531 31.843 

3Ω  20.347 24.780 28.531 31.843 

 )1z(
1

1e)z(f −=  

1Ω  22.417 26.505 30.042 33.204 

2Ω  22.417 26.505 30.042 33.204 

3Ω  22.417 26.505 30.042 33.204 
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32

35

0 200 400 600
K01

Homojen

Kuadratik

Üstel

Şekil 2. Elastik zemin etkisi dikkate alındığında homojen 
olmayan kirişin doğal titreşim frekansının dağılımı 
( 1=µ ). 

 
4. SONUÇLAR 
 
Bu çalışmada, elastik zemin üzerinde bulunan her iki ucu 
ankastre mesnetli rastgele ve sürekli homojen olmayan 
kirişin serbest titreşimi incelenmiştir. Đlk olarak elastik 
zemin üzerinde bulunan homojen olmayan kirişin serbest 
titreşim denklemleri türetilmiştir. Kirişin yoğunluğu sabit, 
elastisite modülü bileşenleri uzunluk koordinatına bağlı 
olarak rastgele ve kalınlık koordinatına bağlı olarak 
kuvvet ve üstel fonksiyonlar şeklinde değiştiğinde, elastik 
zemin katsayısının değişik değerleri dikkate alınarak 
serbest titreşim frekansı için sayısal hesaplar yapılmıştır. 
 

Sayısal hesaplarda, Monte Carlo yöntemi uygulanarak 
elastisite modülünün uzunluk bileşenine rastgele değerler 
verilerek doğal titreşim frekansı için bulunan her üç 
ifadede kalınlık koordinatına göre homojen durumda 
(veya homojen olmayan durumda) serbest titreşim 
frekansı değerlerinin deterministik ve eşit olduğu 
saptanmıştır. Kalınlık koordinatına göre homojen 
olmamanın serbest titreşim frekansına etkisi homojen 
duruma kıyasla önemli olduğu görülmüştür. Elastik zemin 
etkisi dikkate alındığında doğal frekansın değerleri zemin 
etkisinin dikkate alınmadığı durumlarla kıyaslandığında 
artmakta ve yatak katsayısı değeri artığında bu etki daha 
da büyümekte olduğu görülmüştür.  
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