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DOGUM VE ULUM SURECLERININ TEK KANAL DURUMU*

Inan CINAR Husnu BARUTOGLU
OZET
Dogum ve &lum surecleri bir poisson surecidir. Yani bu

surecler durum uzay: kesikli ve parametresi slrekli olan
markov sirecidir.

Bu calismada ilk olarak dogum wve §lum slireclerinin
tanimi verilerek doZum ve dluUm denklemleri ele alinmist:ir.

Bu denklemlerde wn=0 ise denklemler kendilerinin
peinson dagilimina esit olurlar.  Eger M=X ve pn=p ise
denkiemler bir tek kanali: kuyrusu olustururtar.

Iste burada tek kanail: kuyvruk durumu ve bunlarin
czumleri ele alinarak incelenmistir.

SUMMARY

Birth and Death procesess are a poisson procesess, that
is these procesesses are a markov processes Whose state spaces
is discontinuous and parameters are cantinuose in this study
first, identifying the Birth and Death procesesses the
equations of Birth and Death procesesses are considered.

In this equations if pn=0 the equations equal to their
own poisson distributions if =X and pe=u the equations
cause a singie channel queue,

In this study <considering the single channeled queue
state. its solutions are studied.

GIRIS

Dogum ve olum sUrecleri bir poisson slUrecidir. Poisson
sUreci, durum uzay: Kkesikll ve parametresi sUrekii olan bir
markov siirecidir.

Bir kente ©baska bir kentten gelen telefon konusmaiar:,
drabalarin bir benzin istasyonuna gelmeleri Poisson sureci

¥* TII. Ulusal Matematik Sempozyumunda biidiri olarak
sunulmustur.
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icin bir ornektir. Bu claviara dikkat edildiginde Dbaza
sonuclar ortaya c¢ikar. Bunlar,

1*) Verilen bir zaman araliginda ortaya cikan
olaylarin savisi yalnizca zaman araliginin uzunluguna
haglaidir.

2¢y Olaylarin ortayva c¢ikisi Dirbirinden bagimsizdar.
Verilen bir zaman araliginda ortava cikan olaylar, bu aralikta
ortak noktasi olmayan baska bir aral:kta c¢i1kan olaylar:
etkilemezler.

3*) Cok kuctik bir At zaman araliginda iki yada daha cok
olayin ortaya cikmasi olasilig:, tek olayvin ortaya cikmasa
oilasi1liZindan cok daha kicliiktur.

Bu varsayimlar altinda {Xt, t20} stokastik sireci,
poisson sureci olarak tanimlanir. [l}

Dogum-0lum SUrecleri:

Durum uzavi {0,1,2,...} oian bir {Xt,t20} Morkov
zincirini gtz ontine alalim. Xt nin bir evrenin t zamanindaki
buviikliugunt gosterdigi bu zincirde gecis olasilig:

Pij{t)=P(Xs+t=j/Xs=1)

olsun ve Pij(t), asagidaki tzellikleri saglasin.

1*) Pii+1 (At)=HM t+o(At) . i20 ic¢in
27) Pii-1 (Bt)=  pi t+0(At) i21 icin
3y Pij (At)=l-(Xi+pi) £+0 (&) i20 icin
47) Pij (&t)=0(4t) j=i-1,1,i+1

Burada 0(&t), her durumda i'ye baglidir. Ai: dogum pi:
glUm oranini gostermektedir. Yukaridaki varsayimlari saglayan
{Xt.t20} markov zinciri bir dogum-olum streci adini alir.([2]

Dogum-0Ulum Denklemleri
Ileri dogru dogum—olim denklemleri.
, dPia(t) ' :
Fin (t)se——— == (M) Pra(t)+An-1 Pi,n-1(t)
dt
+uPi,n+1 (L)

t20, n20, 1=0,1,2....

n=0 i=1,2,... icin — (1)
, dPio(t) ' '
Pio(t) === APio(t)+uPi,1 (f)
dt

ile verilir, Bu denklemler.

- Mo A0 0 0
A= 1 A—(7\1+EJ-1) M 0 —(2)

8 M2 ~(Aztuz) A2

0 W3 = (M3Hpd Ay
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matrisi ile P gecis olasiliklari matrisinin carpiimasindan
olusur. [3]

#

0 i#n
Pin (0)=4in = — (3)
I i=n

olduguna dikkat etmek gerekir.

Bu teori. kuyruk tfeorisine uygulandifinda verilen bir
zaman sistemi icinde n tane birim varsa sistem En
durumundadir denir. (t,t+4t) zaman araliginda En durum
uzayindan Ep+; durum uzayvina bir gecis olasilifi x(Af)+ 0(AL)
ile verilir. Avymi aralikta En durum uzayindan En-: durum
uzavina gecis olasi1l1g1 ise, pndt+0(At) seklinde verilir.

Bu denklemlerden Man=0 ise denklemler kendilerinin
poisson dagilimina esit olur. Eger 2n=2 , un=p ise denklemler
bir tek kanall: kuyrugu oilusturur.

Ileri dogru denklemler ile geri doZgru denklemlerin
biriestirilmesi.

, dPin(t)

Pi,n(t) = e =-—(>\i+p.1} Pin(t)+>\i Pier n(t)+uiPi~y, n(t)
dt

n»o t20

ﬁon(t)=— Ao Pon (t) +po P1,a (t) __ (4)

ile verilir. Ileri deogru denklemlerinin bir ctzUmli geri dogru
denklemlerinide saglar.

Tek Kanal Durumu ve Cozimu

Yukaridaki dogum ve 8lum denklemlerinde notasyonu
basitlestirmek icin i indisi vyazllmayvip A=A ve Hn=pH
degerleri konarak asagidaki basit tek kanal poisson girisi
elde edilir. t =zamaninda sistemdeki n tane parcanin olma

olasili1gini veren istel Zaman denklemleri, t=0 zamaninda
sistem icindeki 1 tane parcavida verir [4].

dPn(t)
—————— = =(A+p) Pa(t) + 2Pn-1 () +uPas1(t) nz|

dt

dPo (%}

— = =MPo(t)+uP(t) (5)

dt

Pa(t) nin olasilik c¢i1kardan fonksiyonu |z}|=l birim cemberde

a
P(z.t)= 2 Pa(t) zn
ile tanimlanir.



Bunu
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P(z,t)=nZ_OPn(t) zn+!
Pa(t) Zn*! ifadesini acalim,
Pa(t)zntl=z Po(t)+z? P,(t)+...+zn%*1 Pnp(t)
=z [Po(t)+z P, (f)+...+2"Pn(t)]
=z Pylz,t)

elde edilir. Turevini alirsak.

oP

dt

z. 2z [Fs(t)+z Ph(t)+...+z0 Pn (1)]

=z [~ AP (t)+uPy (t)+z [~ (M) Py (L)
+ Po(t)+uP2(£))+22 (—~A+p)P2(t)+AF, (£)+uP3(t)) +...]
=2P0 (t) (42N +P, (1) (p-2h=zp+22)
+P2(t) (Rz—ziM+zip+z3r)+.,.]
=z{Po (t) (~MzA+P.(t) [p(l-2)=-2A(1~2)]
+P2(t) (uz=z2 A+z2p+z3IN)+. ..}
=1 (1-2) (=zAPo (1) +2 (=zA) Py (t)+z(uz=Pz2)P2 (t)+...]
~uPo (t)+uPo (1)
=(1-2) { (u=2) [Po (1) +z (p=2M) P, (t)+z? (u=Az)Pz2(t)+...1-uPo(t)
=(1-z) [(p=zM)FP(z. t)-pPo(t) ___ (6}
elde edilir. '
P(z,0)= Z; Pn(0)27=Pi (0) zi=zi

P; (0)=1 oldugundan n=1 durumu haric Pn(0)=0 clacagindan
baslangic sart: P(z.0)=z! seklinde olur.

Elde edilen birinci mertebeden - lineer kismi
diferansiyel denkleme Laplance doniisunl uyguliyalim.

AP(z,1t)
Z —e———— ={1-2) [(u=zM)P(z,t)—1 Po(t)]
Dt
ap(z. t)
z ——S;——-— +(1-z)p Po(t) = (l=z) (u-Az) P(z,t)



P
z — + p(i-z)Po (1)

at
P(z,t)=
(1-2) (p-Az)
dP
z—— + u(l1-2z) Po(t)
® dt :
P*(z,t)= Se-st dt
o (1-2) (u-Az)
z o, dP r(l-2)
Pi(z,1)= ———— e st —— dt + —8m ——= e-st Pg(1)dt
(1-z) (p=Hz)d dt (1-z) (u-2z)
z A
P*¥{z,t)= ————— (-2i+sp*)+ Po (s)
(1-z) (u->z) p-Az
—zl+l+zsp* b .
P*(z,t)= + Fo(s)
(1-z) (u=Az) (u-Az)
Zs zi+ti—p(z=1)Po (s)
P*(z,t)] - 1] =
(1-z) (p-rz) (1=2) (u-2z)
z.'-”—u(z,i) P”otsl
P¥(z,t)= (7
zs=(1—-2) (u-Xz)
buiunur. Burada
dp
? g-st w— dt
0 dt
=g-st P ] +5 S e-st p dt = - zI + sp*©
@ o o) e
£5(s) = {e-st £(t) dt dir.
2

P*(z.t), Re(s)>0 birim cemberinin uUstunu ve igini orttdgu icin
(7) denkleminin [z]|=I cemberi ugerinde ve icindeki

siniflarin cozumU sayisal cozume Karsilik gelecek sekilde
secilmelidir. Fakat sinifin Ak (8) cozumu, sifira esit
kimelerden elde edilir.



z icinde qguadratik bir coéztim

AtputsE[(Atp+s)i— 4 iy — (8)
k(s)= k=1, 2,0
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seklindedir. Burada karektkun pozitif reel Kkisimli degeri
alinmistair.

Yani o<k (s) Re(s)>0 'a sahiptir. o4 (s) nin karekbkten
tnceki degeri pozitif isarete sahiptir.

f{z)=(rtuts).z g(2)==(Az*+y)
[£(z) {=|A+pts|> | A+p]

[e(z) [=[r+u]

olur.

Ayrica }z|=! Uzerinde |g(z)<|f(z)]olur. Béylece hem
f(z) ve hem de g(z), |z|=1 Ulzerinde ve icinde analitik ve
f(z) g(z) ayni1 ¢dzUme sahip olur. Bu c¢dzUm ©%2(s) olmala
boylece |Xz(s)|<|®1(s)| dir. Ve |z|=1 Uzerinde cdzum yoktur.

N+s B
=%, = — Py Xg = > - s=-A(1-%) (1-%) olmaktad:ir.
z=02 (s} ic¢cin (7) denklieminin - pay:r sifir oimalidir. Ve bu
degerler ic¢in P*(z,t) mevcut olmalidir.

P¥(s)=0Pi*i/ (i-p¢z) olarak tanimlandigindan bu ifade yeriné
konursa

zitle [p(i=z)oxai*l/pu (1-%;)]
P*(z,t)= —(9)
A 1=% ) (1= ) z=(1-2) (&5 04 h=Dz)

Z11 (Umoty) = (L=2)0X2 141/ (1-%)

“AZHALK FAZA 2 NZX X =K A +hz 4z 0y ~ 22 )

zi+1—zi+10§2+0(2i+lz—0(-zi+i/(1—0(2) (zi"‘l—o&zi"’,l)—z&(z(21—0(21)/1'-0(2

—A(®ph o+ 22 —z00y—2K3) ~Mzlz=ot2) oy (z-0%) ]

LU O

(2= ) [zi+zi-10l +. . R3] -z0z (2=0%) [Zi-1+21- 28+, .  +%; ]+ Ky

~Az=%p) (z=%2)  (1-0X3)



. 1 L Ht .
[zi+zi-loa+, ., . +p{2 J-okz[zi+zi-1pda+, . +20X3 ] +Xy —okpi+t

ACK (1-B) (1-%32)

{ -t
[zi+zi-10G+. , 42 ] = [zidtzi-tea+, , 42 +00 4+ 141

z
o, (1— — -

s (i 0(1) (1-02)

LE

i
(z+zi'1°<2+. e+ 02) (1-pd2 ) +¢3

Z
Ay (1-—) (1-%2)
[~

Z i Z
(I-——)-t = {(—)% oldugundan
oly K=o ‘x:
1 L = z oci+1 ‘oo zk
P*(z,t)= (zi+olz zi-14...42) D (—) K+ A
Aox, ko %1 M (1=%7) i?:. <y
bulunur. |z/e|<1 dir ——(10)

B*(s),olas1iik cikartan fonksiyonunun Laplance donusiimU icinde
z" in katsavisidir. (10} denklemindeki z" in kaftsayisinin

en+l n+l 2
2 = =2 (14Xp 4oy +...)
n+1l - n+1l
=—— (u/3)P*1 2w/ LY
> k=n+i+2 oty K
(s
oldugu gorultr. Burada [®R2}<1 vefy K= —
pldugu dikkate alinmistar. A

P*(z,t) nin sol tarafindaki ilk terim serisi icindeki sol
carpan ile z nin uygun kuvvetleri carpilarak ve zB in
katsayilar:i toplanarak z' in geriye kalan kuvvétleri bulunur.

Burada :
1 & ! ®z o Ov%SLES
= 2 = = I (11)
)\0(1 n-i+n }\“1 n-i+2m A n-+2m-1 .
o<, o<y (=24
seklindedir. Bdvlece n2i ic¢in
i 1 ¥4 (LAl
P*(s) = [ + Fon ot ——
o<n-i+1 o(,“'i*3 m“*i*l
& v 1
A/ 3 (W/AE /xE] — (12)

k=n+i+2

elde edilir. Pn(t)



1 gtie

Pa(t)= est P*(s) ds

2wi c-ie

ile verilen (12) nin ters laplance ddénUsumudur. Ters donusimu
elde etmek icin dnce "f*(s),f(t) nin bir laplance donisumu ise
f*(s+t), e-2tf(t) nin bir laplance dénUsumidur. " teoremi
kullanilacaktir.

Ayni1 zamanda ters donUsUmun P*(s) nin her bir terimi
ile toplanabilir.Yani sol taraf Uzerine dagitilabilir. 18 nolu
denklemde ®; de s ye M ilave edilmistir. Sonu¢ olarak
{11)deki her terimin ters doénUsuml, fonksivona uygulanir,
Fonksiyon icin laplance donUsumU (e4y) -V seklindedir.

(2Mv vedp )Yt Iv(20pt)

=v({A/R)V t- Iv(2{Xpt) — (13
ifadesinin lapliance donusumu.

[s+ysZ4a /2A]-V
seklindedir.

o (z/2)v+*2k
Iv(z)= _—
k=0 kIl (v+k+l)

Iv(z)=i-v Jv(iz)

A
Iv(2)= Z—» O
vyl
el
Iv(z)= (L4)
2TZ

vazilir. Sonuc olarak.

e'(?\*l’-)t
Pn(t)= 5 [(F yn-i+1l(nei+f)t-1In-141 (2{FRL)
K
73
+<7)(J1>n-i+3 (n=i+3)t-1 In-1s. (2TWRt)+...
7
1]
+(7)i (J f)nml (n+i+l) t=1 Ineisr (2VRHAL)+...
— u
S(2yn-1 T (oo k to1 Ix 2] —(15)
! k=n+i+2
vazilair.
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