Igdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 12(2): 1003-1016, 2022
Journal of the Institute of Science and Technology, 12(2): 1003-1016, 2022

ISSN: 2146-0574, elSSN: 2536-4618
Matematik / Mathematics DOI: 10.21597/jist.995975

Arastirma Makalesi / Research Article
Gelis tarihi / Received: 15.09.2021 Kabul tarihi / Accepted: 25.01.2022

Atif I¢in: Kusak Samanci H, Cengiz V, 2022. Dual Uzayda N-Bishop Catisna Gore Smarandache Egrileri ve Karsilik
Geldigi Regle Yiizeyleri. Igdir Universitesi Fen Bilimleri Enstitiisii Dergisi, 12(2):1003-1016.

To Cite: Kusak Samanci H, Cengiz V, 2022. The Smarandache Curves and Corresponding to Ruled Surfaces Due to N-
Bishop Frame In Dual Space. Journal of the Institute of Science Technology, 12(2):1003-1016.

Dual Uzayda N-Bishop Catisina Gére Smarandache Egrileri ve Karsihik Geldigi
Regle Yiizeyleri

Hatice KUSAK SAMANCIY, Veysi CENGiZ?

OZET: Dual uzayda dual birim kiire iizerinde segilen dual Smarandache egrisi Oklid-3 uzayindaki
yonlii dogrularin olusturmus oldugu regle yiizeye karsilik gelir. Bu galismada dual N-Bishop
catisinin dual bilesenlerinin yardimiyla olusturulan dual Smarandache egrilerine karsilik gelen regle
yiizeylerine ait bazi karakterizasyonlar incelenmistir.

Anahtar Kelimeler: Dual uzay, dual egri, smarandache egrisi, dual smarandache egrisi, N-Bishop
cati.
The Smarandache Curves and Corresponding to Ruled Surfaces
Due to N-Bishop Frame In Dual Space

ABSTRACT: The dual Smarandache curve selected on the dual unit sphere in dual space corresponds
to the ruled surface formed by the directional lines in the Euclidean-3 space. In this study, some
characterizations of ruled surfaces corresponding to dual Smarandache curves created with the help of
dual components of the dual N-Bishop frame were investigated.
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GIRIS
Diferansiyel geometri ilk olarak 18. yiizyilda ortaya ¢ikmistir ve ilk drneklerini de L. Euler ve G.

Monge ¢alismistir. Yiizeyler teorisi iizerine ilk inceleme Monge (1795) tarafindan yazilmistir (Monge,
1809). Serret-Frenet vektorleri sayesinde egrinin egrilik ve burulmasi hesaplanabilmektedir. Frenet

catisinin elemanlari olan {T, N,TxN = §} vektorleri sirastyla bir a regiiler egrisinin teget, normal ve

bu iki vektoriin vektorel ¢arpimi ile elde edilen binormal vektordiir. Bu gat1 ismini, ¢atidaki formiilleri
birbirinden bagimsiz olarak kesfeden ve tezlerinde de kullanan Jean Frédéric Frenet (1847) ve Joseph

Alfred Serret (1851) den almaktadir. {ﬁ, [ W} catis1 egrinin bir alternatif hareketli ¢atis1 olup 1995
yilinda Scofield tarafindan olusturulmustur (Scofield, 1995). Daha sonra, Yayl ve arkadaslar1 E* de

bir u = p(s)egrinin {ﬁ, CNxC= W} alternatif ¢atisinin normal vektoriiniin sabit alinmasiyla bu

catinin 6 derecelik bir dondiirme yapilmasiyla tanimladigi yeni c¢atiya N-Bishop catis1 olarak
tanimladilar (Yayli ve ark., 2017).

Ozel bir egri ¢esidi olan Smarandache egrileri de farkli uzay ve catilar iizerinde ¢alisma yapilan
0zel bir egri c¢esididir. Konum vektorlii bagka bir diizgiin egri lizerindeki Serret-Frenet catisi
vektorlerinden olusan diizenli bir egriye Smarandache egrisi denir (Aschacher, 1997). A.T. Ali, Oklid
uzayimda bazi 6zel Smarandache egrilerini incelemistir (Ali, 2010). Bektas ve Yiice, ii¢ boyutlu Oklid
uzayinda 6zel Smarandache egrilerinin Darboux ¢atisini incelemistir.

Dogrunun dogurdugu yiizeyler olarak bilinen regle yiizeyleri ilk olarak Monge (1850) tarafindan
tammlanmis Guggenheimer tarafindan da gelistirilmistir. Karmasik sayilarla Oklid uzaymda sadece
donme igleminin tek yapilabilmesi Gteleme hareketinin yapilamamasi nedeniyle arastirmacilar bir
aray1s icerisine girmislerdir. Bu arayis sonucu hem donme hem de 6teleme hareketlerini yapmamizi
saglayan dual sayilarin kesfini saglamistir. Dual uzayin elemanlar1 olan dual sayilar ilk kez 1873
yilinda W.K. Clifford (1873) tarafindan kesfedilmistir. Daha sonra E. Study dual sayilari dual
vektorleri olusturmak i¢in kullanmis ve birim dual kiire ile yonlii dogru arasindaki bagintiy1
agtklamistir. Dual sayilar ve dual vektorler uygulamali geometride robotik hareketleri kolay bir
bicimde gergeklestirebilmek i¢in kullanilmaktadir. Ayrica, Baky (2002) dual kiiresel egrilerin agik bir
karakterizasyonu adli ¢aligmasinda dual uzayda Blaschke catisin1 ve bir dual egriyi Serret-Frenet
catisindaki vektorler yardimiyla tanmimlamistir.  Yaylhi ve arkadaglart dual uzayda dual kiiresel
egrilerine karsilik gelen regle yiizeylerini ¢alismistir (Yayl ve ark., 2012). Keskin ve Yayli bir uzay
egrisinin kiiresel gostergelerini yeni bir alternatif ¢ati olarak tanimladiklar1 N-Bishop ¢atisina gore
incelemislerdir (Keskin ve ark., 2017).

Bu c¢alismada dual NCW c¢atis1 ile N-Bishop catilar1 arasinda bir gecis matrisi tanimlanmistir
ayrica dual N-Bishop catisinin dual bilesenlerinin Oklid-3 uzayinda karsilik geldigi regle yiizeylere ait
bazi karakterizasyonlar incelenmistir.

MATERYAL VE METOT

s yay parametresi ve p = u(s) egrisi E3 Oklid 3-uzayinda birim hizli regiiler bir egri olsun.

u(s) egrisinin N-Bishop ¢atisinin vektorleri {IV , ﬁ{, ﬁz)} olmak {iizere,
1 — —
VNNl(S) =7 (N + N1) (1)
ile tanimlanan egriye E* Oklid uzaymnda N m Smarandache egrisi denir.
o . . 1 — —
olarak tanimlanan egriye ise E* Vyy, (s) = % (N + N2) 2
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ile tanimlanan egriye E3 Oklid uzayinda ﬁﬁz) Smarandache egrisi denir.

1 — —
Vi,n, (s) = 7z (Nl + Nz) (3)
denklemiyle tanimlanan egriye E2 Oklid uzayinda N; N, Smarandache egrisi denir.
1 — —_— —>
VNN, (s) = E(N + N; + Nz) (4)

Oklid uzayinda NN;N, Smarandache egrisi denir. Oklid 3-uzaymda a egrisinin bir birim hizli egri
olmasi igin gerek ve yeterli sart ||| = 1 olmasidir. E" uzayinda birim hizli regiiler bir a: I — E"egrisi

icin T(s) = a'(s) ise verilen T(s) vektdriine, ' egrisinin &’ (s) noktasindaki birim teget vektorii veya
hiz vektorii denir. Serret-Frenet catisinin tiirev formiilleri T = Kﬁ, N' = —«T + T§, B = —1N ile elde
edilir. Bishop, 1975'te teget vektorii Serret-Frenet catisinin T birim teget vektoriine paralel olan
egrilikleri ky ve k, olmak iizere tiirev denklemleri, ' = kyN; + kyNo, N'y = —k;T, N'y = —k,T ile
hesaplanan yeni bir alternatif ¢ati olan Bishop catisini tanimlamistir (Bishop 1975). 1995 yilinda E> de
bir u = u(s) egrisi boyunca Scofield tarafindan kesfedilen ve {ﬁ, CNxC= W} ile tanimlanan

alternatif hareketli catmimn sirasiyla birim asal normal vektér N, asal birim vektoriin tiirevi C ve
Darboux vektdrii W ile temsil edilmektedir [Scofield, 1995, Uzunoglu ve ark. 2016]. Yayh ve
arkadaslar1 E* de bir u = u(s) egrisinin {N, C,NxC= W} alternatif ¢atisinin normal vektoriiniin sabit
alinmasiyla bu ¢atinin 8 derecelik bir dondiirme yapilmasiyla tanimladigi yeni ¢atiya N-Bishop catist
denir (Keskin Yayli 2017). [k defa Scofield tarafindan olusturulan {N, a NxC= W} alternatif catis1
Uzunoglu ve arkadaslar1 tarafindan daha ayrintili bir sekilde ele alinmis ve bu catinin tiirev
denklemleri N’ = fE +W, C' = —fN + gW, w = —gf olarak verilmistir (Scofield 1995, Uzunoglu

!

vd. 2016). Bu alternatif hareketli ¢atiya gore egrilikler H = %, o= =sbt olmak iizere f =

k(1+H2)°/2
kV1+ H? ve g = of esitlikleri ile hesaplanir (Uzunoglu vd. 2016). Keskin ve Yayli ise Oklid 3-
uzayinda bir egrinin ortonormal {ﬁ, [ W} alternatif catisinin normal vektoriine paralel olarak egri
boyunca tasinmasini saglayan N-Bishop catisini elde etmislerdir (Keskin ve ark., 2017). Oklid 3-
uzayinda birim hizl regiiler bir egrinin N-Bishop catis1 {ﬁ, Nl,ﬁz} seklinde olup tiirev denklemleri
N’ =k Ny + kyN,, N'; = —k;N, N'5 = —k;, N esitlikleri ile verilmistir (Keskin ve ark., 2017). Diger
yandan, W K. Clifford 1873 yilinda a, a* € R ve £ # 0, €2 = 0 olmak iizere 4 = a + £a* sayisin
dual say1 olarak tanimlamistir. € bir dual birim olarak kabul edilir. Dual sayilar halkasi sifir bolenli
olmadigindan yani ea*. eb* = 0 oldugu i¢in ea* elemanlarinin tersi yoktur. Bu nedenle dual sayilar bir
cisim belirtmez sadece bir cebir belirtmektedir. Dual sayilar ciimlesi D = {A =a+ea*: aqa* €
R, &2 =0} ile tammlanir (W.K. Clifford 1873). (D%, +) sistemi bir abel gruptur ve D iizerinde bir
modiildiir. D3ciimlesine D — modiil de denir. D — modiil’iin elemanlari olan sirali dual iigliilere dual
vektdrler denir. A # (0,a) € D olmak iizere ||A|| = (1,0) kosulunu saglayan birim dual kiirenin dual
noktalar1 {i¢ boyutlu Oklid uzayimda yonlii dogrulara karsilik gelir (E-Study 1903).
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BULGULAR VE TARTISMA

Dual N-Bishop ¢atisinin dual bilesenleri N = N + eN¥, N, = ﬁl) + SN—l*: N, = ﬁz) + eﬁz_*) olsun.
s yay parametresi ve u = u(s) egrisi D3 dual uzayinda birim hizli regiiler bir dual egri olsun. u(s)
egrisinin vektorleri {IV, ﬁl), ﬁ;} olmak iizere, Vgg, (s) = \/_17 (IV + ﬁl) seklinde tanimlanan egriye D3
dual uzayinda NN; Smarandache egrisi, Vaw,(s) = % (IV + IVZ) seklinde tanimlanan egriye D3 dual
uzayinda NN, Smarandache egrisi, V.5, (s) = %(ﬁl + IVZ) seklinde tanimlanan egriye D3 dual
uzayinda N;N, Smarandache egrisi ve Vin,n,(s) = %(ﬁ +N, + 172) seklinde tanimlanan egriye

dD? dual uzayida NN; N, Smarandache egrisi denir.

E-Study doniisiimii yardimiyla dual birim kiire iizerinde secilen {N, N, N,} alternatif hareketli
catisinin elemanlari ile dual uzayda cizilen kapali egriler E3 Oklid uzayinda bir regle yiizey temsil
etmektedir. Buradan secilen dual egriler

N=N+eN' N, =N, +eN,’, No=N,+eN, (5)

olmak iizere, {N, N;, N,} egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri

oxr(s,v) = By(s) + vN(s) , By(s) = N AN7, (6)
0 (5,v) = By, () + VN, (s),  Bu,(s) = N, ANy, 7)
denklemleri ile verilir. Denklemleri

0, (5,0) = B, () + UN,(s) , Bu,(s) = Ny AN, 8)

olarak tammlanan egriler, a(s)egrisine ait ayy,(s) Smarandache egrisini {N,N;,N,} vektorleri

yardimiyla ayy, (s) = % olarak verilir. Bu egriye bagh olarak {N, N;, N,} vektorlerinin vektorel
momentleri sirasiyla, N* =a AN = \/_, N =aA N1 ﬁ ve N,y =a AN, = NG

edilir. Bu denklemler kullanilarak {N , Nl, Nz} dual egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri sirasiyla

—

(s, v) =17/\W+vﬁ=ﬁ/\(—%)+vﬁ:ﬂ

7% + vN Dbenzer sekilde

+N1

l,l_))lv\l(s, v) = \/E_+ vN, ve 1,[)N (s,v) = +vN, 9)

biciminde verilir.

Teorem 1. (N), (1/\/\1), (I/V\Z) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle ylizeylerinin dagilma

parametreleri Py = 0, Py, =0 ve Pg ==

% olarak hesaplanir.

det((NAN¥)1,N,N1)
— 2
[IN7]]

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin dagilma parametresinin Py =

formulindeki determinanti
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kq

T B ¢
det((NAN*),N,N") = 1 0 0 (10)
0 Kk ky

ile hesaplanir. Esitlik 10. dan yararlanilarak Pg = 0 sonucu bulunur. Benzer islemler yapildiginda

Py, =0 vePg, = % olarak hesaplanir.

Teorem 2. {IV ,N., N, } dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin ortalama egrilikleri

K _ (—Uk1k2+vk2k1)2 K _ k12k22 K _ k12k22 (11)
N v2kZ+v2ks ) 0N Tk 2qop2k, 2 N2 T 2

o(157{(29)

ve Gauss egrilikleri de

k1ko k1ko
sz( +17k’2)—17k1( +vk12>
—vkq1ky+vkak
[7k, Vkakz tvkzk1 | V2 V2

I [v2K2 +v2K2 v [k} +K3 (12)

2(v2Kk3+v2k,?) !

2)

2 2 2
k12k2 } 5%(5% t \’j% t vk’1>+vk1(k2’+vk1k2)
Hf = — (13)

1 k22+2U2k12

! 2 2 !
—Zkz 2k1 +%<(Uk2 —%) +%+k3/§2>—(vk2 —%)<'Uk2 k1 +%+%>
Hy, = (14)

olarak elde edilir.

Ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak igin I. esas
form ve II. esas form ile birlikte normal vektdr alanmin bulunmasi gerekir. Oncelikle N egrisinin

sirastyla s ve v parametrelerine gore yonlii tiirevleri 1/_;,75 = _le;v + v(klm + kzﬁz)) ve l/_))ﬁv =N

olarak hesaplanir. Buradan yonlii tiirevlerin i¢ carpimi yardimiyla I. Esas formun katsayilar1 sirasiyla;
- - k2 - - k - -

E =<g,dg, >= L+ v2ki +v2k,", F =<y, Py, >= 5 VG =<yg iy >=1 (15)

2
katsayilar1 bulunur. Buradan da I. Esas form I = (%+ v2k,® + vszZ) ds? — k,dsdv + dv? ile

elde edilir. Simdi de Il. Esas formun katsayilarmi bulabilmek i¢in N dual egrisinin belirttigi normal
vektdr alanin1 bulmaliyiz. N dual egrisinin belirttigi normal vektdr alani

—UklN—Z)‘FUkzN_l)
v2k2+v2k32

olarak elde edilir. Simdi de N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani yardimiyla bu egriye ait II.

7= (16)

Esas formun katsayilarin1 bulalm. N dual egrisinin s ve v parametrelerine gore tekrardan yonlii tiirev
alma islemi uygulandiginda;
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N — k1 —_— kz I} — (kqk !

P, = N (=2 + vk +k3) + Ny (F+ vk'y) + N, (222 + vk, (17)

denklemi bulunur. Benzer islemlerle g = klﬁ ve g = 0olarak bulunur. Simdi bu yonli

turevler ve  Esitlik 16. dan II. Esas formun Katsayillarnt L =< 1/7,\7 1 >=
Ukz (k\l/§2+vklz)—vk1(k\1/§2 +Uk’2) — N —Uk1k2+17k2k1

M =<yg ,n>=
v i +i3 v 2k 0213

edilir. Buradan da

ve N =<1y ,7>=0 olarak elde
v

Ko=— (M)Z (18)
N v2kZ+v2k3
kako o1 \_ kikp .1
\/Ek —Uk1k2+17k2k1 I‘l]kz( \/E +vk 2) Vkl( \/E +vk 2)
) .
N v i+ (19)
N = 2(v2k3+v2k,?)

olarak bulunur. Benzer islemler ile N, ve N, dual egrileri i¢in Gauss ve ortalama egrilik hesaplanir ve
boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 3. Dual Darboux (@) ve dual Steiner (D) vektérleri

B = —koN; + koW + & (i) (20)
D=9SW=_N145k2+szﬁk1+5(N5ﬁ(\/_%)_N195(\/_%)_N295\/_%) (21)
denklemleri ile bulunur.

Ispat. Darboux vektoriiniin tanimindan

w=w+ew* (22)
— _ _ (N+N; — >\ _ kiN—k;N,—kiN;y

o' =and=( ﬁl)/\(—kleJrklNz)_% (23)
olur. Esitlik 23., Esitlik 22. de yerine yazilirsa @ = —k,N; + k; N, + & (W) olarak elde

edilir. Dual Steiner vekt6riin tanimindan
D=SﬁW=_N1¢k2+szﬁk1+€(Nfﬁ(\/_%)_ngi(\/_%)_Nzgi\/_%) (24)
olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 4. N,N;, N, dual egrilerinin olusturdugu kapali regle yiizeylere ait dual agilara ait egimler
sirastyla Ag = 0, Ag; = — Pk, +¢ (\/%gﬁ kl) ve Ag; = $ k, dir,

Ispat. N dual egrisinin olusturdugu regle yiizeye ait dual aginin egimi icin

Ay = —(5, IV) = —(cz +ed", N + sm) (25)
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Esitlik 25. diizenlendiginde
<(—Nfsﬁk2 + N, $ky, —%»
+<(’V56 (B)-M$(3)-W$3) 'ﬁ>

elde edilir. Burada i¢ carpimlar yapilirsa,
1 1
e(-5$k+5$ki) =0 27)

olarak elde edilir. Benzer islemlerle N; ve N, dual egrilerine ait dual egilim acis1 hesaplamir ve

Ag=(-Ni$ko+ Ny $ ki, N) +e (26)

Ay

boylelikle ispat tamamlanmis olur.

a(s) egrisine ait agw(s) = N\J;%VZ Smarandache egrisini igin {IV N;,N,} dual egrilerinin belirttigi
regle yiizeyleri sirasiyla le(s V) = —+ vN, 1/)N1 (s,v) = \/_ + vN;, ve 1/)N (s,v) = \I/V—_ + vN,

olarak verilir.

Teorem 5. (N), (I/V;), (I/V;) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle ylizeylerinin dagilma
—ky
vz

ve Py, = K1 olarak hesaplanir.

parametreleri Py = 0, Py, = 5

spat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin Py = det((WAN )’NN') dagilma parametresini

I%I°

i¢in
kq
-—= 0 0
— —! - - \/E
det(NANT) ,NN) =1 o o (28)
0 ki k,
determinant1 hesaplanir. Esitlik 28. hesaplandiginda, Py = 0 sonucu bulunur. Benzer islemler
yapildiginda Py = _Tkzz ve Py, = % dagilma parametreleri elde edilir.

Teorem 6. {N, N;, N,} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin Gauss egrilikleri

Vkyky Ny +0ko ke Ny > ShicY kiZky?
_ __ [ZvrikaN2 2K1N1 o 2 = 17z
Ky = ( v2k2+v2k32 ) Ky =" 2 7. Ky, = 2 2 (29)

z(’%ﬂukz)Z)

(%+ (vk1 +%) )

ve ortalama egrilikleri de

— — vkz(m+vk’1)—vk1<£+vk’2>
ﬁkl—vk1k2N2+Uk2k1N1 \ A V2
\/v2k2+v2k2 v\/k2+k2
Hy = —— T : (30)
2(v2k2+v2k,?)
ko (k3 K3 ko\(k5 1
k%kz \/_(\/_+\/—_+17k’1) (vk1+\/—5)<ﬁ+k2 +1Jk1k2>
ko 2 ko 2 ko 2 ko 2
2 (ﬁ) +<Uk1+ﬁ> (\/_E) +<Vk1+\/—5)
Hy = — 31)
ks, +2(vk1+\/—5)

1009



Hatice KUSAK SAMANCI ve Veysi CENGIZ 12(2): 1003-1016, 2022

Dual Uzayda N-Bishop Catisina Gore Smarandache Egrileri ve Karsihik Geldigi Regle Yiizeyleri

ve

_2k22k1+%<(vk2+%) +I:/_+k\1/§2> (vk2+%)<vk2k1+lfr ’f})
Hg, = (32)

2 3

((Uk2)2+k1 )

olarak elde edilir.

ispat. N dual egrisinin belirttigi kapali regle yiizeyinin Gauss ve ortalama egriligini bulmak igin I.
Esas form ve 1l. Esas form ile birlikte normal vektor alan1 bulunmalidir. Oncelikle N egrisinin sirasiyla
s ve v parametrelerine gore yonlii tirevlerini almmalidir. O halde g, = %V + v(kyN; + k,N,) ve

—)ﬁv = N elde edilir. Buradan yonlii tiirevlerin i¢ carpimi yardimiyla 1. Esas formun katsayilari

- - kz 2 - - k - e
sirastyla, E =< Yg_, g, >= ?2+ v2k? + v2k,°, F =< Yn, Yy, >= \/_% ve G =<Yy v,zp,vv >=

2
1 olarak bulunur. Buradan da |. Esas form I = ('%+ vk, 2 + vzkzz) ds? +\2k,dsdv + dv?

olarak elde edilir. Simdi de Il. Esas formun katsayilarmi bulabilmek igin N dual egrisinin belirttigi
normal vektor alanini bulmaliyiz. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alan

n= fﬁ f — ZVkaNa VKo Ny (33)
s o, || [v2k2+v2K2

olarak elde edilir. N dual egrisinin belirttigi normal vektor alani yardimiyla simdi de bu egriye ait II.
Esas formun katsayilarin1 bulalm. N dual egrisinin s ve v parametrelerine gore tekrardan yonlii tiirev
alma iglemi uygulanirsa

Vg, = N(\F + vk? +k2) +N, (k:/fz + vk’ )+ﬁ2’($—§+vk’2) (34)

denklemi bulunur. Benzer islemlerle 1,[_;1’\,‘51; = k1m+ kzm ve Yy, =0 sonuclan elde edilir. Elde
edilen bu yonlii tiirevler ve Esitlik 33. den 1l. Esas formun katsayilari

2
vk, (kil/fz +'Uk’1) —-vkq (%4‘17’(’2)

=<< l,l)lv Ss,Tl >=
ka§+k§
- - —vk ko Ny+vkyki Ny -
=<y _,n>= ), =—r——"veN=<yg ,i>=0 (35)
’ \/vzkfﬂizk%

olarak elde edilir. Buradan da Gauss ve ortalama egrilikleri

— — 2
K _ (—Vk1k2N2+'Vk2k1N1)
N v2k2+v2k32 ’
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kik k3
. w)k(12+kl)—k =2 1vks
\/Ek —Uk1k2N2+‘Uk2k1N1IV 2 V2 VKT )R V2 vii2

1 T

2,12 2,12
v\/k1+k2 v\/k1+k2

2(v2k2+v2k,?)

Hy =

(36)

olarak bulunur. Benzer islemler ile N; ve N, dual egrileri i¢in Gauss ve ortalama egrilik hesaplanir ve
boylelikle ispat tamamlanmis olur.

Teorem 7. Dual Darboux (&@)ve dual Steiner (D) vektérleri

k1ﬁ—k21\72)—k1ﬁ;)

5=_k2ﬁ1}+k1ﬁ2)+8( \/E

D=¢w=-Nghky+N,$ks +e(N§(%)-N§(2)-N,$32) (37)
ile hesaplanir.

Ispat. Darboux vektoriiniin tanimindan

w=w+ew* (38)
0 = and = (T A (oW + &y V) = BTN (39)
olur. Esitlik 39., Esitlik 38. de yerine yazilirsa
T = —k,N, + kN, + & ("“V""ZTW) (40)
bulunur. Dual Steiner vektoriin tanimindan ise
D=¢w=-Nghky+N,$ks +c(N§(%)-N§(2)-N;$2) (41)

olarak elde edilir. Boylelikle ispat tamamlanmais olur.

Teorem 8. N,N;, N, dual egrilerinin olusturdugu kapali regle yiizeylere ait dual agilara ait egimler
sirastyla Ag = € (—%gﬁ ky + \/%gﬁkl), Ay, =— bk, + 6(\/595 kl) ve Ay, = ¢ k, dir.

ispat.

Ay = —(D,N) = —(d + ed*, N + eN*) (42)

Esitlik 42. Diizenlenirse

Ny = (N + WG )+ 5 by + W, )+ (G 6+ 6 ) +
(96 () - W6 () -ms) W) @

elde edilir. Burada i¢ ¢arpimlar hesaplandiginda, Agj = ¢ (—\/%gﬁkz +%55k1) olarak elde edilir.

Benzer islemlerle N; ve N, dual egrilerine ait dual egilim acisi hesaplanir ve boylelikle ispat
tamamlanmis olur.
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o . Ni+N, S e o
a(s) egrisine ait agr-(s) = L NG 2 Smarandache egrisini igin {N,N;,N,} dual egrilerinin

—>

NN, +vN, Vele (s, v)——

%

belirttigi regle yiizeyleri sirasiyla le (s,v) =

3|21

+ vN, 1/)N1 (s,v) =
sz olarak verilir.

Teorem 9. (IV), (N;), (I/V;) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin dagilma
parametreleri Py = 0, Pg; = 0 ve Py, = 0 olarak hesaplanir.

Teorem 10. {N,N;, N,} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin Gauss ve ortalama
egrilikleri

— — 2 2, 2
_ —Uk1k2N2+Uk2k1N1 _ _ k1 k2
Ky = ( v2k24+v2k2 ’ KNl =0, KNZ - 2 2 (44)

z(’%ﬂvkz)Z)

2 2
. . -,]kz (m+vk11>_vkl(m+vk12>
VZk —Vk1kyNo+vkokiNq | V2 vz

1 T
I [v2K2 +v2K2 v [k} +k3 (45)

2(v2kZ+v2k,?)

2)

k—1<vk '+ﬁ>—(vk )(vk k +"—1’)
H’\ — (k§+\/7vk1k2) ve HA — \/E 2 \/E 2 211 \/E
N = 3 (ky +20ks)” Nz (o k12)3 (46)
Vi)

olarak elde edilir.

Teorem 11. Dual Darboux (@) ve dual Steiner (5) vektorlerinin ani donme vektorii

& = —k,N, + k; N, + ("Lﬁ"z)ﬁ (47)
N —_— — — k —
=$ﬁw=—N155k2+N2§ﬁk1+s(N§ﬁ(;) N1§<\/—) Nzﬂ/—) (48)

ile verilir.

Teorem 12. N,N;,N, dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual agilara ait
egimler sirastyla

Ay =0, Ay, = —$ky +2($(252)), Ag; = $k (49)
N+N{+N,

Smarandache egrisini i¢in {IV, ﬁl), ﬁz)} dual

dir. Ayrica a(s)egrisine ait agy 7-(s) = N
egrilerinin belirttigi regle yiizeyleri sirasiyla
Ni+N,

\/—
olarak verilir.

+N2

= tv vN,, 1,[),\,2(5 v) = \/_1

+ vN, 1,bN1(s v) =

(50)
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Teorem 13. (IV), (NI), (I/V;) dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle ylizeylerinin dagilma
ko

5 Ve Py, = K1 olarak hesaplanir.

parametreleri Py = 0, Py, = — 5

Teorem 14. {IV ,C, VT/} dual egrilerinin karsilik geldigi kapali regle yiizeylerinin Gauss egrilikleri

Uzklzkzz k12k22

_ kq12ky?
— 2 Kg = —
(v2k2+v2k,2)" " 1

ZIKN\ = - 2 (51)

2(";—2+(vk1+%)2) ’ 2<ﬁ+(vkz \/_)2)

Kg=—

ve ortalama egrilikleri

! A
ﬁvk12k2+k1k22 Ivkz(k1k2+k%+vk2 )-vika (kf+k1ka+vky)

I v k3 +K3 v [k} +K3 (52)

2(v2Kk3+v2k,?)

2)

ki+k5+k k5+k
—k1kz—%<%+vkll>+(vk1+$§)<%+vk1k2>
Hy, = (53)

j(k22+2(vk1+%)2)3

2
—2k22k1+%<(17k2 f/l) +I:/%+k\1/§ ) ( vky— \/—)<vk2k1+kf+k’?1,>
Hy, = (54)

2 ()

olarak elde edilir.

Teorem 15. Dual Darboux (@) ve dual Steiner (5) vektorlerinin ani donmesi

B = ko + ko + ¢ (el (55)
:455:—ﬁ1§k2+ﬁ2§ﬁk1+5(ﬁ§ﬁ(k;) ﬁ1§<\/—) ﬁzéﬁ) (56)

ile verilir.

Teorem 16. N,N;, N, dual egrilerinin olusturmus oldugu kapali regle yiizeylere ait dual agilara ait
egimler sirasiyla Ag = 0, Ag; = — $ k, ve Ag; = $ k, dir.

SAYISAL ORNEKLER

Dual NN; Smarandache Egrisinin Karsilik Geldigi Regle Yiizeyi

a(s) = ( COSS, — \/_ \/_sms) egrisini gbz Oniine alalim. Yg(s,v) = NAN* + vN regle
yiizeyi
fo( )_(i - —Lsinr — L — vsi ) 57
Yu(s,v) = 75 SINscosT — vcoss, — =sinr, — —cosscosr — vsins (57)

olarak elde edilir. Ayni sekilde
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Vg (s,v) = Ny AN;” + vNy = (—coss + vsinscosr, —vsinr, —sins — vcosscosr) (57)

coss + —=sinscosr + vsinssinr,
\/— \/— (59)

— —sinr r——
ﬁs + vcosr, 5

- — 4 —
IPIVE(S'U):NZANZ +UN2: .
sins — cosscosr — vcosssinr

olarak verilir.

Dual NN, Smarandache Egrisinin Karsihk Geldigi Regle Yiizeyi
Ornek 1. de verilen egri i¢in Dual NN, Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle yiizeylerini

bulalim.
Yi(s,v) = NAN*+vN = (— sinssinr — vcoss, —= cosr,—=

1 .
, cosssmr—vsms) olarak elde edilir.
V2 \/—

V2
Benzer islemlerle

—Coss + —smssmr + vsinscosr —COST — sinr,

P (s,v) = Ny AN, + oy = v v (60)
—sins — —=cosssinr — VCOSSCoST
\/7
ve
1,[7@ (s,v) = Nj AN, + vﬁz) = (—coss + vsinssinr, vcosr, —sins — vcosssinr) (61)
olarak verilir.

Dual N;N, Smarandache Egrisinin Karsihk Geldigi Regle Yiizeyi

Ornek 1. de verilen egri i¢in Dual N; N, Smarandache egrisinin karsilik geldigi regle yiizeylerini
bulalim.
Tsmscosr +—= \/_ sinssinr — vcoss, \/_smr + \/_cosr (62)

i r—— inr — vsin
\/7 COSScCos \/E COSSS vsins

—

lﬁﬁ(s,v) =NAN +vN =

olarak elde edilir. Ayn1 sekilde

/ \/—_smssmr + vsinscosr, \

Yx;(s,v) = Ny AN, +vN; = 75 COsT — vsinr, (63)
1 :
— —cosssinr — vcosscosr
V2
ve
1 . .
—sinscosr + vsinssinr,
V2
- — — —_— 1 .
Y, (s,v) = N, AN,” + vN, = — 7 sinr + veosr, (64)

1 .
— —=CO0SSCOSr — vcosssinr
V2

olarak verilir.

Dual NN, N, Smarandache Egrisinin Karsihk Geldigi Regle Yiizeyi
Omek 2 de verilen egri i¢in Dual NN;N, Smarandache egrisinin karsihk geldigi regle

yiizeylerini bulalim.
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/— sinscosr + —=sinssinr — vcoss, \

\/_
— —_— — 1
Yy(s,v) =NAN*+vN = \/_smr+Tcosr ) (65)
— —=C0SSCoST — cosssinr — vsins
\/7
olarak elde edilir. Benzer islemlerle
/ 5 sinssinr + — vsmscosr \
P (5,v) = Ny AN;," + vNy = | Tcosr — vsinr, ) (66)
1
% cosssinr — vcosscosr
ve
= +
/ 5 sinscosr + vsinssinr, \
1,[7,\72(5,17) =N, AN," + vN, = k —Tsmr+vcosr | (67)
1
— 5 C0SSCOST — vcosssinr /
olarak verilir.
SONUC

Bu ¢alismada daha once farkli uzaylarda egriler ve yiizeyler iizerine yapilmis bazi ¢aligmalar
incelenmis ve bu caligsmalar daha ileri bir noktaya tasinmistir. Ayrica dual uzay ile ilgili baz1 temel
kavram ve teoremlere yer verilmistir. E-Study teoremi prensibince dual birim kiire iizerinde dual N-
Bishop catisinin elemanlar1 kullanilarak elde edilen dual Smarandache egrileri tanimlanmistir. Ayrica
bu dual egrilerin E3 Oklid uzaymda olusturdugu regle yiizeyler iizerinde Gauss ve ortalama egrilikleri
hesaplanip, bu regle yiizeylere ait dual Steiner vektorii ve dual agist bulunmustur. Dual N-Bishop
egrilerini elde ettigimiz bu calismamizda yeni bir egri ve yiizey tanimlanarak literatiire katkida
bulunulmustur.

Cikar Catismasi
Makale yazarlari aralarinda herhangi bir ¢ikar ¢atismasi olmadigini beyan ederler.

Yazar Katkisi
Yazarlar makaleye esit oranda katki saglamis olduklarini beyan eder.

KAYNAKLAR

Abdel Baky RA, 2002. An Explicit Characterization of Dual Spherical Curve. Commun. Fac. Sci.
Univ. Ank. Series Al, 51(2):1-9.

Bektas O, Yiice S, 2013. Special Smarandache Curves According to Darboux Frame in E3, Rom. J.
Math. Comput. Sci. 3: 48-59.

Bishop RL, 1975. There is More than One Way to Frame a Curve. The American Mathematical
Monthly, 82(3): 246-251.

Biikcii B, Karacan MK, 2008. Bishop Frame of the Spacelike Curve with a Spacelike Principal Normal
in Minkowski 3-Space, Communications Faculte Science University Ankara Series Al
Mathematics Statistics, 57(1): 13-22.

1015



Hatice KUSAK SAMANCI ve Veysi CENGIZ 12(2): 1003-1016, 2022

Dual Uzayda N-Bishop Catisina Gore Smarandache Egrileri ve Karsihk Geldigi Regle Yiizeyleri

Biikcii B, Karacan MK, 2009. The Slant Helices According to Bishop Frame, International J. of
Computational and Mathematical Sciences, 3(2): 67-70.

Biikcii B, Karacan MK, 2010. Bishop Frame of the Spacelike Curve with a Spacelike Binormal in
Minkowski 3-Space, Selguk J. of Applied Mathematics, 11(1): 15-25.

Clifford WK, 1873. Preliminary Sketch of Biquaternions. Proceedings of the London Mathematical
Society, 4: 361-395.

Caliskan A, Senyurt, S. 2020. Curves and Ruled Surfaces According to Alternative Frame in Dual
Space. Communications Faculty of Sciences University of Ankara Series A1 Mathematics and
Statistics, 69(1): 684-698.

Giirses NB, Bektas O, Yiice S, 2016. Special Smarandache Curves in R31. Communications Faculty of
Sciences University of Ankara Series A1 Mathematics and Statistics, 65(2): 143-160.

Hacisalihoglu HH, 1983. Hareket Geometrisi ve Kuaterniyonlar Teorisi. Gazi Universitesi Fen Edb.
Fakiiltesi. Ankara.

Hacisalihoglu HH, 1983. Diferansiyel Geometri. Inonii Universitesi Yayinlar1. Malatya.

Izumiya S, Takeuchi N, 2004. New Special Curves and Developable Surfaces, Turkish Journal of
Mathematics, 28(2), 153-164.

Kahraman T, Ugurlu HH, 2014. Dual Smarandache Curves and Smarandache Ruled
Surfaces. Mathematical Sciences and Applications E-Notes, 2(1).

Keskin O, Yayli Y, 2017. An Application of N-Bishop Frame to Spherical Images for Direction
Curves, International Journal of Geometric Methods in Modern Physics, 14(11), 1750162.
Samanci HK, Kocayigit H, 2019. N-Bishop Darboux Vector of the Spacelike Curve with Spacelike

Binormal, Thermal Science, 23(1), 353-360.

Scofield PD, 1995. Curves of Constant Precession. The American Mathematical Monthly, 102(6): 531-

537.

Uzunoglu B, Gok I, Yayli Y, 2016. A New Approach on Curves of Constant Precession, Applied
Mathematics and Computation, 275: 317-323.

Yayli Y, Saracoglu S, 2011. Some Notes on Dual Spherical Curves. Journal of Informatics and
Mathematical Sciences, 3(2): 177-189.

Yilmaz S, Turgut MA, 2010. New Version of Bishop Frame and an Application to Spherical Images,
Journal of Mathematical Analysis and Applications, 371(2):764-776.

1016



